
Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「非線形数理 冬の 学校」

ガ ラス と 自由エ ネル ギ
ー

　　　　　 吉森 明

九 州大学大学院理 学研究院

概要

　仮定の 妥当性 を軸 にガ ラ ス転移 と相転移を説明する 。 ガラス 転移 は、（1）平衡で な い 、

（2）配置が 固化す る、（3）比熱や圧縮率等の 物理量が 急 に 変 わ る、（4）遅 い 運動が 現れ る 、

とい う特徴 を持 ち、こ れ らをすべ て 説明で きる理論が ある か どうか が 1 つ の 問題意識 に

なる 。

一方、相転移の標準的な考え方 と し て ラ ン ダ ウ理論が ある が、そ こ で は平衡値が 最

小に な る ような滑 らか な 自由 エ ネ ル ギ
ー

の存在が仮定 され て い る 。 こ の 仮定の 妥当性 につ

い て の 理論的な研究は、あま り進ん で い ない
。 ガ ラ ス転移の研究に も、ラ ン ダ ウ理 論 と同

じよ うに 自由エ ネ ル ギ
ー

の 存在を仮定する理論が あ り、自由 エ ネ ル ギ
ー

ラ ン ドス ケ
ープ

（FEL ）描像 と言われ る 。　FEL 描像は 、 自由エ ネ ル ギ
ー

の多谷構造に よ りガ ラ ス 転移 を説

明す る もの で 、1 つ の 谷 に 閉 じ込 め られ る の が ガ ラ ス 状 態 と考える 。 FEL 描像の 仮定の

妥当性 を考えるため に、密度汎関数理論を使 っ た自由エ ネル ギ
ーの定義 を議論する 。
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1 仮定 の妥当性

　 ガ ラス や相転 移 の 研 究 で は、「仮 定の 妥当性 」が問題 に な る こ とが あ ります 。 仮定が 正

しい か どうか とい う問題設定は数学で は珍 し い と思 い ます し、 こ の 「非線形 冬の 学校 」で

も、仮定か ら結論が どの よ うに導か れ るか に興味が あ っ て 、 「仮定の 妥当性」そ の もの は

問題 に な らな い で し ょ う。 しか し、 仮定が 正 しい か ど うか が、現象 を理 解す る鍵 に な る場

合 もある の で 、最初 に少 し説明 します 。

　「仮定 の 妥 当性」 を説 明する ため に 、 まず こ の 世 に は た くさん 理論が ある こ と を強調 し

ます 。 世 の 中 に は い ろ い ろ な現象が あ りますが 、 個 々 の 現象 に対 して 、 それ ぞ れ 理論 が あ

ります 。 したが っ て 、現 象の 数だけ理論 は あ り、た くさんの 理 論が ある こ とに な ります 。

こ う書 くと当た り前の ような気が しますが 、世界は 、た っ た 1 つ の 理論で 説 明 で きる と考

え て い る人 もい ます 。 世界 を説明する理 論は 、 空 間的 なス ケ
ー

ルが 小 さ い 現象に対応 する

とされ る こ とが 多い よ うです 。

　理論 に は必ず仮定が あ ります 。 公理 と呼ばれ る こ と もあ りますが 、 と にか く、出発 点 と

して 、 証 明 され な い もの が あ ります 。 そ して 、そ の 仮定か ら出発 して あ る 結論 を導 くの

が 、 理論あ る い は理 論体系 と呼ばれ る もの で す 。 数学は 、その 道筋 を調 べ る学 問 だ と言 え

ます。

　理 論が 現象 を正 し く説 明す るか を考える．ヒで 、その 仮定が正 しい か どうかが 問題 に なる
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こ とが あ ります 。 道筋が い くら正 し くて も、 仮定が妥当で なけれ ば、その 理論 は使 え ませ

ん 。 そ こ で 、 仮定か ら導か れた 結論を実験事実と照 らし合わせ 、 仮定が正 しい か チ ェ ッ ク

する こ とが あ ります。 また、別 の 理論 体系か らその 仮定 を導 こ うとす る こ と もあ ります 。

仮定は
、 同 じ理 論の 枠組み で は決 し て 証明で きませ んか ら 、 理 論的に仮定の 正 しさ を示す

た め には 、 別 の 理 論 を考 え なけれ ば な りませ ん 。 別 の 理論 か らうま く導 くこ とが 出来れ

ば、理論同士の 関係が 明 らか に なるわ けです。

2　ガラ ス とは何か ？

2ユ　 ガ ラ ス の イ メ
ー

ジ

　ガ ラス と聞い て 何 をイ メ
ージするで し ょ うか 。 窓 ガ ラ ス で し ょ うか 。

コ ッ プを思 い 浮か

べ る人 もい る か もしれ ませ ん 。 これ らの 日常生活で使 うもの の他 に 、 透 明で 美 しい こ とか

ら、美術 品や 工 芸品に もよ く使わ れ て い ます 。 また 、壊れ やすい とい うイメ
ー ジか ら 、 た

くさん の歌 や 詩 に 出 て きます 。 これ らは 、 すべ て シ リカ ガ ラ ス （Sio2）とい う一
つ の 物質

につ い て の こ とで す 。

　 ほ とん どの 人が イメ ージする の は シ リカ ガ ラ ス で すが 、こ こで 議論 したい の は、シ リカ

ガ ラ ス で は な くて 、 物質の 状態 と して の ガ ラ ス で す 。 物 質には、気体 、液体 、 固体 の 3 つ

の 状態 が あ る とい われ て い ます 。 ガ ラス は そ うい っ た状態 と同 じよ うな意味で 使 われ るの

で す 。 もちろ ん 、シ リ カ ガ ラ ス も Sio2 が 「ガ ラ ス 状態 」に な っ た もの で す 。

2．2　ガ ラ ス 転移

　で は 、ガ ラ ス は固体で し ょ うか ． 液体 で し ょ うか 。 私 が小 さい 頃読 ん だ本 に は 、 ガ ラ ス

は液体だ と書 かれ て い ましたが 、これ は どう考えて も無理が あ ります 。 液体 は 、粒子 が 動

き回 る の に対 し 、 ガ ラ ス は動 きませ ん 。
た だ し、結晶で は あ りませ ん 。 結晶は規則正 し く

並 ん で い るの で す が、ガ ラ ス は不 規則 で す 。 こ うい う状態は 、 ア モ ル フ ァ ス 固体 と呼ば れ

て い ます 。 「ア モ ル フ ァ ス 」 は 、ギ リ シ ャ 語の a−morphe か ら来て い て 、「は っ きりした 形

を持 た な い もの 」 とい う意味 ら しい で す 。 た ぶ ん、morphe が 「形 をもっ た もの 」 とい う

意味で 、 a は、そ れ を否定 して い る の だ と思 い ます 。

　液体は結晶化 しな い よ うに 冷や す こ とが出来 ますが 、さ らに温度 を下 げる とある温度で

ガ ラ ス 転移が お こ ります 。 液体 をゆ っ く り冷やす と、凝 固点で 結晶化 しますが 、素早 く冷

やす と、凝 固点 を過 ぎて も固 まらない こ とが あ ります 。
こ れ を過冷却液体 とい い ます 。 さ

らに温度 を下 げ る と、ある温度で急 に ア モ ル フ ァ ス 状態に な ります 。 そ の 現象 をガ ラ ス 転
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移 と呼ぶ の で す 。

　 ガラ ス 転移の 1 つ の 特徴は 、 比熱や圧縮率等の 物理量が大 きく変わ る こ とで す。
い っ た

ん ガ ラス状態 をつ くっ て おい て 、 そ こか ら徐々 に温度 を上 げる と、や は りある 温度で ガ ラ

ス 転移が お こ ります 。 その 時 、 比 熱 を測る と値が大 き く変化 します 。 圧縮率 も激 し く変わ

ります。 急 に 冷や す と結晶 に な らない の はあ ま り驚 きませ んが 、 ガ ラ ス 状態 に 少 しず つ 変

わ っ て い くの で は な く、突然、異常が見 られ る の は とて も不思議で す。

　液体か ら結晶へ 変化する と き も、比熱 に異常が あ ります 。 こ の 場合は発散 します 。 例

え ば 、 氷 を熱 して 溶 かすこ とを考 え る と 、 始め は 氷の 温度は どん どん 上が っ て い きます

が 、融 解点 で は 、い くら熱 を与 えて も温 度 が変 わ りませ ん。氷 が全 部解 けて しまえば、 ま

た温度 は上 が ります 。 融解点で は熱 を与 えて も温度は上が らない わ けで すか ら、比熱 で い

うと発散 して い る わ けで す
＊ 1

。
こ の よ うに 、 液体 と結晶 、 また気体 と液体の 問の 変化は 、

物理 量 が激 し く変わ る の で 、 目立 ち ます 。 物理 で は 、そ れ を相 転移 と呼び盛 ん に研 究 さ

れ、 い ろ い ろ な こ とが 知 られ て きま した 。 それ に対 して ガ ラ ス 転 移 は 、こ の 相 転 移 と同 じ

なの か 違 うの か、違 うの な らば何が違 うの か、そ れす らもよ く分 か っ て い ませ ん 。

　ガラ ス 転移の も う 1 つ の特徴は 、 転移が お こ る前の 過冷却液体の 状態か ら 、 液体粒子 に

遅 い 運動が見 られ るこ とで す 。 液体粒 子の 運動 は実験的に は い ろ い ろ な方法で 測 る こ とが

出来 ます 。 代表的な もの と して は、周波数依存の 誘電率の 測定や 中性子散乱が挙 げ られ ま

す。そ れ らの 実験 で 過冷却液体 を測 る と、普通 の 液体粒子の運 動の 他に 、そ れ よ りもか な

り遅 い 目立 つ 運動が ある こ とが分 か りま した 。 こ の 遅 い 運動 は、液体粒 子の 細 か い 振 動 で

はな く、液体の 構造 を時々 変える大 きな運 動 と考えられ て い ます 。 また 、 同じ ような運 動

は計算機シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で も見 られ て い ます 。

2．3　 ガ ラ ス 転移の 特徴 ま とめ

以 上 、 ガラ ス 転移の特徴 を まとめ ます と 、

1．ゆ っ くり冷やせ ば結晶化す るが 、速 く冷や す と結晶と別 の 状態に な る 。

2．粒子 が 不 規則な配置 に固 ま っ て動か な い
。

3．比熱や 圧縮 率等 に大 きな変化 を伴 う。

4．液体粒子 に遅 い 運動が現 れ る 。

特 に 、1．は 、 物理 の 言葉で 非平衡状態 と呼 ばれて い ます 。

寧1
こ の 説明 は講義 の 途中で 水町 さん が 与 え て くれ た も の で す e 有り難うご ざい ま した 。
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　ガ ラ ス 転移の 研究で は、こ の 4 つ の 特徴 をすべ て 説明で きる理 論が あるか ど うかが
一

つ の 問題 意識で す 。
こ れ まで説 明した よ うに 、

ガ ラ ス 転移と普通の 相転移は関係が 深 い の

で 、相転移の 理論 が使 え ない かが気 に な ります。 そ こ で 、ガ ラス 転移の 理論の 説 明に 入 る

前に 、 相転移の 理論 を見 る こ とに しまし ょ う。

3　相転移 と自由エ ネル ギー

3．1　 フ ェ イ ズ フ ィ
ー ル ド法 と自由エ ネル ギ ー

　こ の 「冬の 学校」で 、利根 川先生 に よ るフ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法の 講義が あ りま した が 、

フ ェ イズ フ ィ
ール ド法 も相転移の 理論の

一
つ で す 。 この 方法の特徴は、空間的 な変化 を扱

い 、界面 を中心 に考 える とこ ろ で す 。 また 、 数学的 に も豊か な構造が あ るこ とは 、 利根 川

先生 の 講義の 通 りで す 。

　フ ェ イズ フ ィ ール ド法 は 、 様 々 な こ とが 仮定され て い ますが 、こ こで は、 自由エ ネル

ギ
ー

の 仮定 に つ い て考 え ます 。 利根川先生 の講義で は、基本 エ ネル ギ
ーと表現 され て い た

もの で 、 自由 エ ネル ギ
ー

と い う言葉 も、 1 度だ け板書 さ れ ま した 。
こ こ で は、 自由エ ネル

ギ ー と い う言 い 方 を使 わ せ て もら い ます 。 また 、 簡単の た め に空間微分の 項の な い ポ テ ン

シ ャ ル W （u （x））を考えます 。 こ の 関数 は 、 2 つ 極小 が あれ ば何で も良い とお っ しゃ っ て

い ま したが 、代表的 な もの と して 、

　　　　　　　　　　　　　　　肺 ）− 1（1一の
2

　 　 　 （・）

が 挙 げ られ て い ま した 。 こ の 自由 エ ネル ギーは 、 フ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法の 中心的な概念

で す 。

　 フ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法で の 自由エ ネル ギ
ー

の 仮定は 、 自由エ ネル ギ ーが滑 らかだ とい う

こ と と 、 値が小 さい 方 が よ り安定 と い うこ とで す 。 （1）式で な くて も良い との こ とで した

が 、途中折れ曲が っ た り、 不連続 に なっ て い る の は困る で しょ う。 それ か ら、u ＝ 土 1 が

それ ぞ れ安定 な相 と して 定義 され て い たの で 、最小 が安定 とい うこ とが 仮定 されて い ま

す。空 間微分 の 項を含ん だ基本 エ ネル ギ
ー

も、少 な くと も発散 しな い とい う仮定で調 べ ら

れ て い ました 。

　 フ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法が相転移の 理論 な らば、こ れ らの 仮 定が相転移に どうい う意味が

あ る の か を考える 必 要が あ ります 。
つ ま り、 1 節 で 説明 した仮定の 妥当性 で す 。 しか し、

フ ェ イズ フ ィ ール ド法 自身の 仮定を調べ る よ りも 、 その 自由エ ネル ギ ー
の 元 に な っ て い る

理論 が あれ ば 、 そ ち らを考 える方が分 りやす い で す 。 フ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法の 自由エ ネル
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（a）

仰

度

　

密

（b）

ρ1 Ps

（c）

ρ1 ρs

図 1： ラ ン ダウ理 論に お ける自由 エ ネル ギ
ー。（a ）充 分高 い 温度の 時。（b）少 し温度

が低い 時。（c）凝 固点。ρ1 は液体の 密度、ρ。
は 固体の 密度。

ギ
ー

は 、ラ ン ダウ理 論 とい う相転移の標準的な理論か ら来て い るの で 、次 に ラ ン ダ ウ理 論

の 仮定に つ い て 考えて み る こ とに します。

3．2　 ラ ン ダ ウ理論

　 ラ ン ダ ウ理 論 は 、 た くさん の 教 科 書 に 載 っ て い る 基礎的 な相 転 移の 理 論 で す 。 フ ェ イ

ズ フ ィ
ー

ル ド法 と違 っ て 、 界面 を含 まない 完全 に静止 した系の 理論で す 。 しか しなが ら 、

フ ェ イ ズ フ ィ ール ド法の 基礎に な っ て い る の で 、 ラ ン ダ ウ理 論 を詳 し く考え る こ とは 、

フ ェ イズ フ ィ
ール ド法 の背景を知 る こ とに な ります 。

　 ラ ン ダウ理論 で も、 自由 エ ネル ギ ーが 中心的な役割 を果 た します 。 自由 エ ネル ギ ーは 、

オ
ーダーパ ラ メ

ー
タ と呼ばれ る量の 関数で すが 、 固液の相転移の場合の オ

ーダーパ ラ メ
ー

タは密度で す 。 温 度等 の別の 量 を固定 して 、横 軸 を密度に した 自由 エ ネル ギ ー
の グ ラ フ を

書 くこ とが 出来 ます （図 1）。

　相転移は
、 自由エ ネル ギーの 形が 、 温度に よ っ て 変わ る こ とで 表され ます （図 1）。 まず 、

凝 固点 よ りもず っ と上 の 温度の 場合、 自由エ ネル ギ
ー

は 、 液体の 密度の とこ ろ に極小 を 1

つ だ け持ち ます （図 1（a））。
こ の 極小が 平衡 の 値で す 。 温度 を下 げて い くと 、 液体 の 密度

以外の 点に も極小が 現れ ます （図 1（b））。 しか し、凝固点よ り高温 で は、液体 の 密度の とこ

ろ の 方が 自由エ ネル ギ
ー

の 値が 小 さ く、こ の 状態で は 、 液体が平衡だ と考 え られ ます 。 も

う一
つ の 極小 は準平衡 とい われ ます 。 さ らに温 度を下 げる と、準 平衡の 極小 は どん どん下

が っ て きて 、 ち ょ うど凝 固点で 、2 つ の 極小 は 自由エ ネル ギ
ー

の 値が 同 じに な ります （図

1（c））。 それが 相共存で す 。

　固液の 相転移で 比熱が発散する こ ともラ ン ダウ理 論 に よ っ て説明出来 ます。 ラ ン ダ ウ理

論 で は、完全 な平衡状態 な らば、系 は い つ も自由 エ ネル ギ
ー

の 最小 にい る と考 えます 。 凝

固点 よ り高 い 温度で は 、液体の 密度が 最小 なの で 、 系は液体の密度に な ります 。 さ ら に温
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度を下 げ 、 凝 固点よ り低 くなる と 、 結晶の 密度の 方が 自由エ ネル ギー
の値が小 さ くな りま

す 。 その とた ん、密度は結晶の 方に ジ ャ ン プ します 。 つ まり、液体を冷や して い くと、初

め は 液体の 密度にあ っ た もの が 、凝 固点で 不連続に結晶の 密度 に 変化 する とい うわ けで

す 。 この 密度の 不連続な変化が エ ネル ギ ー
の不連続な変化に つ なが り、エ ネル ギ ー

の 温度

微分で ある比熱は発散します 。

　結局 、 ラ ン ダ ウ理論 を ま とめ る と、次 の よ うな重 要な仮定が され て い る こ とが 分か り

ます 。

自由エ ネル ギ
ー
存在の 仮定 ： 次の 条件 を満たす オーダーパ ラ メ

ー
タ u の 関数 F （u ）が存

　　在する。

　　1． 、F（u）の 最小 を与える u が平衡の 値 。

　　2． （相転移の 前後で あ っ て も）F （u ）は 、 無限回微分可能 。

特に 2．は 、F （u ）を u で ベ キ で 展開する根拠 を与えます 。

　 こ の 仮定は 、 本質的に フ ェ イズ フ ィ
ー

ル ド法の 仮定 と同 じで す 。 条件 2．は 、 比熱が 発

散する こ との 説明 には必 要あ りませ ん の で 、む しろ、 フ ェ イズ フ ィ
ール ド法で 大事な仮定

と考えられ ます 。

3．3　仮定 に 対す る研 究

　こ こ で 仮 定の 妥当性 が問題 に な ります 。 おそ ら く数学で は最初 に仮定が あ っ て 、そ こ か

らある 結論 を証明 し、それ で お 仕舞 い で し ょ う。 しか し、その 理論が もし現象を理解す る

ため の もの で あれ ば 、 結論 を出 した後 、 仮定の 妥当性 を考 える必要が あ ります 。 仮定の 妥

当性 を調べ る 方法は 、2 つ あ り、仮定か ら導か れ た 結論 を実験 と比 較す る とい うの と、別

の 理論体系か ら仮定が 証明で きる か を考 え る もの があ ります 。

　仮定 の 妥当性 を調べ るため に実験 と比 較 す る と、ラ ン ダウ理論 は、実験 結果 とお よその

傾向は
一

致 し ます 。 けれ ども数値 まで合せ よ うとする と、部分 的に うまくい か ない こ とが

分か っ て い ます。 仮定を認めれ ば 、 結論 は 間違えな く導ける の で 、 うま くい か な い 原因は

仮 定にあ ります 。 特に条件 2．が成 り立 っ て い な い とい う人が い ますが 、 良 く分か っ て い

ませ ん 。 ただ し 、 フ ェ イズ フ ィ
ール ド法 の 成功 を考える と、条件 2．は必要だ と思 い ます 。

　仮定 を他の 理 論か ら導く試み は まだ 成功 して い ませ ん
。 難 し い の は 条件 2．で す 。 多 く

の 文献 で は 熱力学の 拡張が 議論 され て い ますが 、熱力 学 で 定義され た 自由 エ ネル ギ
ー

は 、

下 に 凸に な るの で 、 ラ ン ダ ウの 自由エ ネル ギー
に はあて は ま りませ ん （A 参照）。 もう

一
つ

の 考 え方 と して 統計力学 を使 う定義が あ りますが 、 その 定義が 条件 2．を満た すか どうか
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は分か っ て い ませ ん。

4　 自由 エ ネル ギー ラ ン ドス ケー プ描像

4．1 極小 が た くさん あ る 自由エ ネル ギー

　 さて 、 ラ ン ダ ウ理論 を一
通 り説明 しま したが 、 同 じような考え方が ガラ ス転移 に も使 え

るで しょ うか。つ ま り、 自由エ ネル ギ ー とい うもの を考 えて ガ ラ ス 転移 を理解で きない か

とい うこ とで す 。 その 時、 こ の 自由エ ネル ギ ーを使 う理論 は 、2．3 節で 挙げた ガ ラ ス の 4

つ の特徴 をすべ て説明で きなけれ ばな りませ ん 。

　ラ ン ダウ理 論で は、せ い ぜ い 1 つ か 2 つ の 極小 だけを考えま したが 、ガ ラ ス 転移で は、

た くさ んの 極小 を持 っ た 自由エ ネル ギ ー
（図 2）の 理論が あ ります 。 い わゆ る エ ネル ギー

ラ ン ドス ケ
ープ描像で す。

こ の 奇妙 な 自由エ ネル ギ ーを使 えば、 ガ ラス転移の特徴 をすべ

て 再 現す る こ とが 出来ます 。 こ の 理 論で の オ
ー

ダ
ーパ ラ メ

ー
タ は 液体粒子 の 配置 で す 。 3

次元の N 個の 粒子の 配置 は 、 3N 個の 数の 組で 指定で きる の で 、 自由エ ネル ギーは 3N 次

元 の 関数 にな ります 。

　 こ の 自由エ ネル ギー
の た くさんの 極小 は 、 粒子の 配置 に安定な もの と不安定な もの が あ

る こ とか ら きて い ます 。 も し、温 度が 充分 高 く普通 の 液体 な らば、 自由 エ ネル ギ ー
の 値は

一
■ 一レ

図 2： 自由エ ネル ギ
ーラ ン ドス ケ

ープ描像。高温で は極小 の 少な い 自由エ ネル ギ
ー

が、あ る温度で急に極小が増える 。 横軸は、液体粒子 の 配 置で N 個 の粒子 に対 して、

3N 次元 だが、簡葷の た め 1 次元 で 描 い た。縦軸は 自由エ ネ ル ギ
ー。
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配置に よ っ て あ ま り変わ りませ ん 。 しか し 、 ある温度 よ り下が る と、極小 が増 え、安定な

配置 と不安定 な配置が現れ ます 。

　こ の 理論で は 、 た くさんあ る 自由エ ネル ギーの 極小 の うち、不 規則 な配置を持 つ 1 つ の

極小 に系が 閉 じ込め られ る の が、 ガ ラス 転移だ と考 えます 。 温度の 高 い 液体状態で は粒子

はい ろい ろ な配置をと りますが 、 凝固 点 よ り低 い 温度 になる と 、 結晶の 配列に並 ぼ うと し

ます 。 しか し、 ある配置 か ら結 晶の 配列 に並 ぶ ため に は 、
い くつ もの 自由エ ネル ギーの 山

を越 えなけれ ばな りませ ん。温 度を急 に下 げ る と、 自由エ ネル ギ
ー

の谷が深 くな り、そ こ

か ら抜 け出 るの に時 間が かか る よ うに な ります 。 こ れが ガ ラス状態だ と い うわ けで す 。
こ

の よ うに考 えれ ば、P．62 の 特徴 L と 2．は説明で きる こ とが分 ります。

　こ の 様に 自由エ ネル ギ ー
ラ ン ドス ケープ描像は 、 静的な状態だ けで なく系の 運動 も表 し

ます 。 そ こ は ラ ン ダウ 理論 と大 きく違 う点で 、ラ ン ダ ウ理論 は 静的な現象 しか 扱 い ませ

ん 。 こ の こ とに つ い て は 、また後で 議論する事 に します 。

4．2　遅 い 運動 と比熱

　 さ らに 、 遅 い 運動の 出現 も自由エ ネル ギー
ラ ン ドス ケ ープ描像で 考え られ ます 。 遅 い 運

動 は 、自由 エ ネル ギ ーの 谷か ら谷 へ 山 を越 えて 、粒子 の 配列が 変わ る運 動に対応 させ る の

で す 。 温度が 高 い 時は 、 自由 エ ネル ギ ーは平坦 なの で 、おそ い 運動 が高温で 起 こ ら ない こ

と も説明で きます 。 その 他 の 粒子の 運動は 、 谷の 中の 運動や 自由エ ネル ギ ー
で 表 して い な

い 細 か い 運動 に対応づ け られ ます 。

　 また
、 自由エ ネル ギー

ラ ン ドス ケ
ープ描像で 遅い 運動を考えれば 、 比熱の 急 な変化 も説

明で きます 。 こ れ は簡単 なモ デ ル を使 っ て定量的に計算 され て い ます 。 自由エ ネル ギ ーの

谷の 中の 運動 は充分速 い の で 、山 を越 える遅 い 運動の 時間変化だ け を考えます 。 液体粒子

の 配 置は確率的に動か す こ とに し、谷に 番号 を付 け、時亥IJtに ゴ番 目の 谷の 配置 を とる確

率 を ，Pi（t）と します 。 そ の 時間変化 を 、 ブ番 目の谷 か ら 盛番 目の 谷 へ 単位 時 間あ た りに移

る確率 砺 ゴ を使 っ て 、

　　　　　　　　　　，

d

響L Σ｛ω ij　P」（t）
一

・調 ・）｝　 　 （・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」≠i

で 表 します 。 山を越 える 運動 は 、 遷移確率 Wij で 考 え られ て い ます 。　Wiゴ
の 温度依存性 を

適当に仮 定 して 、温 度 を下 げ る と、山 を越 える運 動が 急 に遅 くなる の で 、観測 時間内で 1

つ の 谷へ 閉 じ込めが お こ ります 。 それ らか ら比熱 を計算す る と大 きく減少する こ とが分 り

ま した 。
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4．3　自由エ ネル ギー ラ ン ドス ケ ー プ描像 に お ける仮定

　 自由エ ネル ギー
ラ ン ドス ケ ープ描像は 、 ガ ラス 転移の特徴 をうま く説明 しますが 、 こ れ

が正 しい か ど うか を さらに調べ るため には、仮 定 をは っ きりさせ る必 要が あ ります。 つ ま

り、 仮定の 妥当性 を考えるわ けで す 。 仮定の 妥当性 を調べ る方法は 2 つ あ りました が 、実

験 との 比 較 につ い て は 、 特徴 を説 明で きる とい うだ けで 、 具体的な数値が 合 うか は わ か っ

て い ませ ん 。 さらに 、 仮定 を他の 理論 か ら導ける か とい う問題 もあ ります 。 と りあ えず 、

そ れ ら の 問題 を考える ため に 、 まず仮定 をま とめ ます。

　 自由 エ ネル ギ ー
ラ ン ドス ケープ描像は 、 ラン ダ ウ理論 と同 じよ うに、「自由エ ネル ギ ー

の 存在」が 中心的な仮定で す 。

自由エ ネル ギ ーラ ン ドス ケ ープ描像の 自由エ ネル ギー存在の 仮定 ： 次の 条件 を満 た す 粒

　　子配置 ｛Ri｝＝ ｛Rl ，
R2

，
＿

，
RN ｝の 関数 F （｛Ri ｝）が存在する 。 ただ し、　 Ri は ，　 i

　　番 目の 粒子の位 置で 、N は粒 子数 を表す 。

12

り

0

ある 温度以下で 極小 が増 える 。

極小 問 の 遷 移は 遅い 運動 に対応す る 。

｛Ri ｝が 実現する 確率 は 、

　　　　　　　　　　　　　　　　 F （｛Ri｝）
　　　　　　　　　　　　　 exp ［一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ］
　　　　　　　　　　　　　　　　　 kBT

に比例する 。 ただ し 、 kB ： ボル ッ マ ン定数で 、　 T は温 度 を表す 。

（3）

　条件 3．の （3）式は、前節で 特 に説明 しませ んで したが、平衡系の 理論の 自然 な拡 張で

す。 熱力学や 統計力学で は 、自由エ ネル ギー と確率 は、（3）式 と同様 な式で 結 び つ くこ と

が多い の で す 。 あとで 他の 理 論か らの 証明を考え る た めに 、
こ の よ うな具体的な式 を仮定

します 。

　こ の 自由 エ ネル ギ ーの ラ ン ダウ理論 との 違 い は 、 100％の 確率で 最小の 谷 に い な くて も

良い とい うこ とで す 。 条件 3．で それが表 されて い て 、 F （｛Ri ｝）が 最小 で な くて も、（3）式

の 確率で その 配置 を とる こ とが で きます 。 そ の こ とに よ っ て 「山を乗 り越え る」 と い うイ

メ
ージが つ くれ るの で す 。 さらに 、 条件 3．は 、 条件 2．と関係が深 く、 山が高 けれ ば高 い

ほ ど遷移が起 こ りに くい こ とを表 します。
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5　自由エ ネル ギ
ー

ラ ン ドス ケ
ー プ描像の仮定の妥当性

5ユ　考 え方

　自由エ ネル ギー
ラ ン ドス ケープ描像が正 しい か どうか を考 える ため に は 、 仮定 され た 自

由エ ネ ル ギ ーが本当 に定義で きる か どうか を調べ なけれ ばな りませ ん
。 その 自由エ ネル

ギ ーは 、前節で 挙げた条件 をすべ て 満たす もの で す 。 したが っ て 、示 さない とい け ない こ

とは 、 条件 L 〜3．をすべ て 満たす よ うな 自由エ ネル ギーが定義で きるか とい うこ とに な り

ます 。 この 節で は 、 その 試み に つ い て 紹介 します 。

　自由エ ネル ギーの定義 をま とめ て議論す るの は難 しい の で、発 見 的 な方法を取 る こ と に

します 。 まず適当に 、 条件 を満た しそ うな定義を探 します 。 そ して 、その 定義で 自由エ ネ

ル ギ ーを計算 し、 実際に条件 を満 たすか どうか を調べ ます。 満た して い れ ば 、 そ れで 仮定

の 妥当性 を示すこ とがで きます 。 も し満た さなけれ ば、 また別 の を探す とい うわけで す 。

　こ こ で 自由エ ネル ギーを定義する枠組み と して は、統計力学 を使 い ます 。 統計力学 に つ

い て は 、
こ こで 詳 し く解説で きませ んが 、 分子の 間に働 く力の ような小 さい ス ケール の 物

理 量か ら、そ れ よ り上 の ス ケ ール の 物理 量 を計算する 理 論で す 。 統計力学 を選 ん だ理 由

は、分子間力か ら直接 、自由 エ ネル ギ
ーを計算 し 、 分子 の 種類 に よ っ て ラ ン ドス ケープが

どの よ うに変 わ る か を調べ る ため で す 。 統計力学 を使 っ て 自由エ ネ ル ギ ー を定義で きれ

ば、 自由エ ネル ギ ーラン ドス ケ
ープ描像 の仮定を他の 理論か ら導い た こ とに な ります 。

5．2　密度汎関数理 論

　こ こ で は分子 間力か ら相転移を考 える こ とが 出来る密度汎関数理論 と い う統計力学の 方

法 を使 っ た定義 を紹介 します 。密度汎 関数理論は 、ラ ン ダ ウ理 論 とほ とん ど同 じ組み立 て

で すが 、 よ り小 さい ス ケ
ー

ル を扱 い ます。分子間力 か ら直接、計算で きるの で 、今の 目的

に ぴ っ た りで す 。 特に 固液の 相転移 の研究で 成功 し、簡単 な計算で 定量的な結果 を出すこ

とが 出来 ます。

　密度汎関数理論で は 、 自由エ ネル ギーは仮定で は な く、分子 間力で 表すは っ き りした定

義が あ ります 。 オーダーパ ラ メ
ータは、3次元空間で 変化する 密度場で 、 自由 エ ネル ギ ー

は こ の 密度場の 汎関 数とな ります 。 定義 に したが っ て 、 分子間力か らこ の 汎 関数を原 理 的

に計算 で きます 。

　 しか し、 自由エ ネル ギーは定義が あ る と い っ て も、 実際の 液体に つ い て厳密 に計算で き

ない の で 、
い ろ い ろ な近似が 開発され て い ます 。 あ る近似 の 上 で 、 次の 自由 エ ネル ギ ー汎
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関数 Ω［ρ（r）〕が つ くれ ます 。

β・［・（・）］− 1・（・）1・ ρ（・）d・
− 1珂 蝋 ・）・（・）・（rt）・ Af ・（・）dr ・ B （・）

β ＝ 1／（hBT）で す 。 ま っ た く相互作用の な い 理想気体の 場合 は 、自由エ ネル ギ ーは 厳 密

に計算するこ とが で き、 そ れが 1項め に な ります 。 上 の 近似 は 、 実際の 液体の 理 想気体か

らの ずれ を密度場 ρ（r）の 2 次 まで 、展開 した こ とに な っ て い ます 。

　こ の よ うな近似 で つ くられ た 自由エ ネル ギーは、フ ェ イズ フ ィ
ール ド法と違 っ て 、 離れ

た場所の 効果 を表す項があ ります。 空 間の ス ケ ー
ル が 小 さい の で 、粒子の 直径 の 数個 分の

距 離 を考 えな けれ ばな らず、その 距離 だけ離 れ て い る粒子の 影響 は大事 で す 。 （4）式で は

2 重積分の 項で それ を表 して い ます 。 こ の よ うな離れ た場所の 効果は 、 数学的 に ほ とん ど

研究され て い ない と思 い ます。 ダイナ ミ ッ ク ス に も拡張され て い る の で 、 調 べ て み る と面

白い か もしれ ませ ん 。

　離れた場所の 項の
、 具体的 な形 も詳 し く調べ ら れ て い ま す 。 （4）式 の c（r ， r

’

）は、直接相

関関数 と呼ばれ 、 粒子同士の 相関 を表 し ます 。 直接 相 関関数 は、相転移 と関係な く液体の

研 究の 長 い 歴 史の 中で 調べ られて きま した 。 その 蓄積で 、 分子間力 ご とに どの 関数形 が 良

い の か も近似的に分か っ て い ます 。 た とえば、分 子間力と して 剛体球 の 相互作用 を考 え ま

しょ う。 剛体 球 とは、距 Xt　d よ りも離れて い れ ば 、 何の 力 もは た らか ない の に、　 d よ り近

づ くと とた ん に ポ テ ンシ ャ ルが 発散す る よ うな粒子で す 。
こ こ で は 、 液体 をその ような剛

体球の 集ま りと考えます。
つ ま り、 液体分子 が 剛体球の 相 互作 用 を して い るわ けで す 。 そ

の 場合 に は 、 PY 近似 と い う近似 が 有効 なこ とが知 られて い ます 。 直接相 関関数は 、そ の

近似 で

　　　　　　　　　　・（・ ）
rt ）一 ・・ ＋ … ＋ liA・x3　 x 〈 1 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　
＝ O　　　　　　　　　　　　　　　　x ≧ 1　　　　　　　　　　　　　　　（6）

の よ うに計算で きます 。
こ こ で 、 x ＝ Ir− r

／1／d で す 。 また、

　　　　　　　　　　ト 鴇 ￥・
・2 − ・η

（

鴇咢
2

η は ρ を密度 とする と 、 π d3ρ／6 で 表さ れ る充填率で す 。

（7）

5．3　自由 エ ネル ギー をつ くる

　密度汎関数理 論の 自由エ ネル ギ
ー

は 、 オ
ー

ダ
ーパ ラメ

ー タが違 うため、そ の ま まで は使

えませ ん 。 密度汎 関数理論 で は 、オーダーパ ラ メ
ー

タ は、密度場だ っ た の で すが、 自由工
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ネル ギ ー
ラ ン ドス ケ ープ描像で は 、液体粒子の 配置 ｛Ri ｝で した 。 密度汎 関数理 論 を使 う

ため に は 、 自由エ ネル ギ ーを、密度場の 汎関数か ら 、 ｛Ri｝の 関数に しなけれ ば い けませ

ん 。 そ れが で きれ ば、密度汎関数理論は分子間力を直接考えて い る の で 、 と りあ えず は 目

的に あ っ た 自由エ ネル ギ
ー

の 定義が出来そ うで す。

　オ
ー

ダ
ーパ ラ メ

ータを液体粒子の 配置にする た め に 、 密度場 に具体的な関数の 形 を考え

ます 。
こ こ で は固液相転移で研究 され た試行関数 を使い ます。試行関数 とい うの は 、 自由

エ ネル ギ ー
汎関数を最小 にする密度場 を 、 近似的に探す変分法の 関数で す 。 密度汎関数理

論は、 ラン ダ ウ理論 と同 じで 、 定義か ら自由エ ネル ギ
ー
汎関数が最小 に な る密度場が 平衡

値で す 。 したが っ て 、 平衡の 密度場を探すた め に変分 を とるわ けですが 、試行関数 を使 っ

て近似 的に求め ます 。
つ ま り、 密度場の すべ て の 関数空 間で変分せ ずに 、 試行 関数 を使 っ

て ある パ ラメ
ー

タ空間に限る とい うわ けで す 。 具体 的 には 、次の ガ ウ ス 関数の 足 し合 わ せ

が よ く使わ れ ます 。

，（・）− f（・ ， ｛Ri ｝）・ ☆ （＃）
3e −

a ・r
− Ri・

2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

（8）

α は変分パ ラ メ
ー タで 、Ri は 乞番 目の 粒子の 位置 を表 し、 固液の 相転移の 時は結晶の 形

に並べ ます。 ガラ ス 転移で は ｛Ri｝は不規 則に します 。

　こ の 密度場 を汎 関数 に代 入 して 、 自由エ ネ ル ギ ー を定義 します 。 密度汎 関数理 論 の

Ω［ρ（r）］に （8）式 を代 入 すれ ば、｛Ri ｝の 関 数 と して 自由エ ネ ル ギー F （｛Ri｝）が つ くれ

ます。

　　　　　　　　　　　　　 F （｛Ri ｝）＝ Ω［！（r ， ｛Ri｝）］　　　　　　　　　　　　 （9）

　こ の 自由エ ネル ギ ー
の 定義 の仕方か らも分 か る よ うに 、 細 か い 液体粒子の 振 動 は オー

ダーパ ラ メ ー タに含 まれ て い ませ ん 。 Ri は液体粒子の 位置 と書 きましたが 、 粒子は その

場所 に確定 して い る わけで はな くて
、 α

一1／2 だけ ゆ ら ぎが ある の で す 。 そ の ゆ らぎをガ ウ

ス 関数で 表 したの が 、（8）式で す 。
つ ま り、 この 自由エ ネル ギーの 定義で は 、31＞ 個 の 変

数の 組 ｛Ri ｝を指定し て も 、 α
一1／2 の 長 さの 位 置の ずれ は 区別 して い ませ ん 。 こ の ように

短い ス ケ
ー

ル の運動は見ず に長い ス ケール の 大 きな運動だ け を考える こ と を、粗視化 とい

い ます 。
こ こ で の 自由エ ネル ギ

ー
の 定義 は細か い 振動 を粗視化 して い る とい え ます 。

5．4　条件 を満 た す か

　（9）式の 自由 エ ネ ル ギ ーの 定義は 、 唯
一の もの で は な く、 他に ある か も しれ ませ ん 。

こ

の よ うな定義の 仕方は 、何 か 自分勝手な感 じが した人が い る と思 い ます 。 も っ とい ろ い ろ
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な可 能性が あるの に 、 恣意的に選 ん だ よ うな気が します 。 なぜ 、ρ（r）の 関数形 に （8）式 を

使 うの か 、α の 値は 1 つ に決 まる の か 。 これ らの 問題 は発見的な方法をと っ た た め に起

こ っ た こ とで す。

　（9）式 が 自由エ ネル ギー
の 定義 と して 良い か悪 い か は 、 68 ペ

ージに 書い た 自由エ ネル

ギ ー
ラ ン ドス ケ ープ描像の 条件 1．〜3．を満たすか どうかで 決 ま ります 。 自分勝手な感 じ

が する問題 も条件 を満 た すか ど うか で 解 決 します 。
つ ま り、 どん な に勝手 に 自由エ ネル

ギ
ー

を定義 して も、 条件 さえ満 た して い れ ば、仮定の 妥当性 を確か め た こ とに な る の で

す 。 逆 に 、 1 つ で も満た して い なけれ ば、 定義と して は失格で す 。 実際に、（9）式が 条件

を満たすか ど うかは 、 調べ て い る途 中で 、 まだ は っ きりしてい ませ ん 。

　条件 1．と 2．は、数値計算 を して い る途中で す 。 剛体球系で 、 （9）式 の 自 由エ ネル ギ ー

の 極小 を数値 的 に探 して い ます。 不規則 な配 置か ら出発 して 、 最急降下 法で 極 小 とな る配

置 を計算 します 。 1 つ の 粒子 だけ を選 び 、 それ を強制的に動かす こ とに よ っ て 、 別 の 極小

を探 して い ます 。

　条件 3．だ けは 理論的に示せ ました 。 統計力学 を出発点 に して 、（9）式で 定義 した 自由 工

不 ル ギ ー
は確率 と結び つ くこ とを証明で きま した 。 具体的 に は 、 N 個の 液体粒子が ｛Ri ｝

の 近 傍 に 配置 され る 確率 は 、N が充分大 きい 時 、　exp ［一βF （｛Ri｝）1に比例 する とい うも

の で す 。 こ の 証 明は大偏差原理 と関係 があ り、興味があ る人 に は面 白い か もしれ ませ ん 。

6　 ま とめ と補足

　こ の 講 義録で は 、 仮定の 妥当性 の 問題 を軸に 、 相転移の 理 論と ガ ラ ス 転移の研 究 を説明

しま した 。 相転移 に つ い て は 、 今 回の 「冬の 学校」で も講義が あ っ た フ ェ イズ フ ィ
ール ド

法や 、 そ の 背景 にある ラ ン ダウ理 論に つ い て 、 自由エ ネル ギ ー
の 存在が仮定に な っ て い る

こ とを強調 しま した 。 ガ ラ ス 転移 に つ い て は 、 自由エ ネル ギー
ラ ン ドス ケープ描像 とい う

理論 を説 明 し、や は り、 自由エ ネル ギ
ー

の 存在が仮定 されて い る こ とを示 しま した 。 最後

に 、統計力学 の立 場か ら、こ の 仮定 を証明する 試み を紹介 しました。

　ガ ラ ス 転移 は 、今世紀 に残 され た未解 決な問題 で す 。
こ こ で 説明 した よ うに、基 本的な

こ と はほ とん ど分 か っ て い ませ ん 。 それ は 問題 が難 しい とい うよ りも、材料 と して の 応用

研 究が進 ん で 、 基礎的な研究が遅 れ て い るか らだ と思 い ます 。 そ うい うわけで 、 どこ に 向

か っ て行 くか も分か らな い 研究分野 で す が 、 残 された問題は た くさん あ ります 。

　数学 と して み て も、 きっ と面 白い 問題 は ある はずで す。 自由 エ ネル ギー
ラ ン ドス ケ ープ

描像は 、仮定 か ら結論が ほ とん ど自明で 、新 しい 数学が ない よ うに感 じた人 は多い と思 い

ます 。 しか し まだ見つ か っ て い ない だ けか も知れ ませ ん 。 新 しい 数学は、仮定の 基礎付 け
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に あるか もしれ ませ ん し 、 あるい は 、 フ ェ
ーズ フ ェ

ール ド法の よ うに、仮定を認 め て 、 そ

の 上で 考える こ と も出来 ます 。 そ うい う観点で研究 して い る 人はい ない の で 、 こ の 講義録

を読 んで 、少 しで もこ の 問題 に取 り組 まれ る 人が い る とうれ しい で す 。
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方 々 に感謝い た します 。 なお 、 講義録の
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部は 、 著者 と吉留崇氏 、 小 田垣孝教授 との 共 同

研究 に基づ い て い ます。 また 、 九 州大学物性理 論研究室の皆 さん に は 、 文章 を丁 寧 に読 ん
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付録 A　非平 衡 自由エ ネル ギ ー
と熱力学

　65 ペ ージ の ラ ン ダウ理 論の 仮定は 、 まだ他の 理論体系か ら証明 され て い ない と本文で

書 きま したが 、 こ の 付録で は 、 もう少 し詳 しく熱力学 との 関係 を議論 します 。 特 に 問題 に

な る の は、条件 2．で 、こ れ を厳 密 に満 たす定義は熱力 学で も見 つ か っ て い ませ ん 。 こ こ

で は 、 r見 つ か っ て い な い 」 とい うの が ど うい う意味か を説明 した い と思 い ます。

　　熱力学 の 自由エ ネル ギ
ー

は、 きちん と した定義があ り、よ く研 究 され て い ます 。 例 え

ば 、 体積 V の 関数 と して 平衡系の 自由エ ネル ギー F （V ）を考えます。 F （y ）は 、 熱力学で

は、 ヘ ル ム ホル ツ の 自由 エ ネル ギー と して よ く定義され て い ます 。

　こ の 自由エ ネル ギーは必ず下 に 凸に なる こ とが熱力学の 枠組み で 証明で きます 。 熱力学

は 、 数学的 に も美 しい 理論体系だ と思 い ますが 、それ はい くつ かの 公 理 か ら厳密 な推論で

すべ て の 結論が 導け る か らで す 。 そ の 結論の 1 つ に、示量変数 を引数 に する 自由エ ネル

ギ ーは 、 下 に凸に な る こ とがあ ります 。 それ は、相転移 がお こ る場合 で も例外 で はあ りま

せ ん 。

　こ の よ うに熱力学の 自由エ ネル ギ ーは きちん と定義 されて い るの で すが 、 それ らはすべ

て平衡系の 話で 、 問題は非平衡の 自由エ ネル ギ
ー

で す。 ラ ン ダ ウ の 自由エ ネル ギ
ー

は
、 65

ペ
ー

ジ の 条件 1．か ら、 最小 の 点以外で は 、 平衡で は あ りませ ん 。 そ うい う意味で 非平衡

の 自由エ ネル ギ ー
で す 。 で すか ら、 熱力学の 枠組みで は議論で きませ ん 。

　た だ し 、 平衡系の 自由エ ネル ギ ーの 定義を使えば
、 非平衡へ の 自然な拡張は で きます。

固 液の 相転移の オ
ー

ダ
ーパ ラ メ

ー
タ は 密度で したが 、こ こで は簡単の ため 体積 レ を考 え

ます 。 粒子数が 一
定で あ れ ば どち ら に して も同 じで す 。

ヘ ル ム ホ ル ッ の 自由 エ ネル ギ ー
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F （V ）を使 っ て 、 固液相転移の と きの 非平衡自由エ ネル ギ ー F （V）を定義 します 。

　　　　　　　　　　　　　　　F （V ）≡ F （V ）十 PU 　　　　　　　　　　　　　（10）

こ こで 、P は平衡の 圧力で す 。 平衡系の場合、 体積 と圧 力の 間に は 、 1対 1 の 関係が あ り、

体積 に つ い て 解 い て 、 V ＝ V （P ）を （10）式に代入する と、ギ ブス の 自由x ネル ギ
ー

とい

うや は り平衡系の 自由エ ネル ギ
ー

に な ります。 こ こ で は 、非平衡の 自由エ ネル ギ ーが 必要

なの で 、V と P を関係付 けず に使 い ます 。
つ ま り、 V を動か す時 、

　 P は 固定 して お きま

す 。 横軸 を γ に して グ ラ フ を書 くと き 、 V の 値 を変 えて F （V ）を計算す る わ け で す が 、

P は それ に合わせ て 動か さずに、
一

定の 値の ままに して お きます 。

　 こ う して 定義 され た非平衡 の 自由エ ネル ギ ーは 、 65 ペ ージの 仮定に ある 条件 1．を満 た

し ます 。 F （V ）を V で 微分する と、

　　　　　　　　　　　　　　　丐窪
）

−

d

器
）

＋ P 　　　　　　（1・）

ヘ ル ム ホ ル ッ の 自由エ ネル ギー F （v ）を体積 y で 微分 する と、− P にな る こ とが 熱力学

で 示せ ますが 、今の 場合 は、v が ち ょ うど平衡の 値 を取 っ た時 だけ、− P に な ります 。 他

の V の 値 の 時 は 、

− P に は な りませ ん 。
− P に な っ た時 は （11）式の 右辺 は 0 に な る の

で 、y が平衡 の 値 の と き F （V ）が 極値 に な っ て い る こ とが 分か ります 。　 F （V ）は 下 に 凸な

の で 、 F （V ）も下 に 凸に な り、極値が最小 で す 。 で すか ら、 与え られ た P に対 して 、　V が

平衡の 値の と き F （V ）は 、最小 に な ります 。

　 しか し 、 こ の よ うに定義 され た 自由 エ ネル ギーは、相転移点で 特 異 的 に な ります 。 そ れ

は F （V ）の 2 階微分 が相転移が お こ る温度で 不連続 に なる こ とか らきて い ます 。 詳 し く

は 、教科書 を見 て もら うこ とに して 、こ こで は 、62 ペ ージ で 説 明 した 比 熱 の 発散 を思 い

出 して 下 さ い
。 その 時の 説明 で は 、エ ネル ギ ーが 不 連続 に な りま した が 、そ れ と関係 して

F （V ）の 2 階微分 も不 連続に な ります 。 そ して 、当然 F （V ）の 2 階微分 も不連 続で す 。

　で すか ら 、
こ の 定義で は 、 条件 2．が 、満 た され ませ ん 。 そ もそ も、F （V ）は 、下 に 凸 な

の で 、図 1 の よ うな グ ラフ には 決 して な りませ ん 。 結局 、 F （V ）は 1．は満た しますが 、 条

件 2．は 満た しませ ん 。

付録 B　ガラ ス 転移 とパ ター ン形成

　こ の 付録で は 、
パ タ

ー ン形成 との 関係 を考えます 。 とい っ て も、そ うい う見方の 研 究は

まだあ りませ んの で 、空 間的 な イメ
ー

ジ に つ い て の 話 を書 きます 。 特 に CRR （協調的再配

置領域 ）とい う、最近 、盛 ん に研 究され て い る 考え方 に つ い て 説明 し 、 最後 に その 空間的
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な分布 の可能性につ い て 考え ます 。

　ガラ ス 転移 も、 固液の 相転移 と同様、転移点で は ガ ラ ス と液体の 部分が混 ざ っ て パ ター

ン をつ くる と思 われ ますが 、そ の 界 面は は っ き りしませ ん 。 ガ ラ ス 転移点で は系全 体が
一

斉にガ ラス 化す る わけで な く、液体の 部分が まだらに 残 ります 。 しか し、結晶 と違 っ て 、

ガ ラス は粒子の 配 置が不規則なため に 、 あ る瞬間 を見て 、 どの 部分が ガ ラ ス で どの 部分が

液体か 区別する の は 、 簡単 に は出来ませ ん 。

　それ で も、 ガ ラ ス 転移 は空 間的 に
一

様 で な い とい う研究は た くさん あ ります。例 えば、

瞬間的な配置 の ス ナ ッ プシ ョ ッ トで は区別が 出来 ませ んが 、粒子の 動 きを見 る こ と に よ

り 、 動 きや す い 領域 と動 きに くい 領域 に 分ける こ とが 出来る とい う研 究が あ ります 。 ま

た 、 密度汎関数理論 を使 っ て 、結晶の 核形成 の議論 を応用 して い る もの もあ ります。

　こ こ で は 、 自由エ ネル ギ
ー

ラ ン ドス ケ ープ描像 に 空 間的 な イ メ
ージ をつ くる協調 的 再

配 置領域 （CRR ）とい う もの を説明 します 。　Cooperative　rea 　rrange 　region （CRR ）は 、

1965 年に Adam と Gibbs が言 い 出 して か ら最 近 まで 、 た くさんの 研 究が あ ります 。
こ こ

で は 、自由エ ネル ギ
ー

の 極小 との 関係 を議論 します 。

　CRR は、 自由エ ネル ギ ー
の 極小 か ら極 小 に山 を越 え て移 る時に、協調的に 動 く粒子の

領域で す 。 液体粒子が別 の 極小 に配置 を変 える時、系全体 の 粒子 が すべ て動 く必 要 はあ り

ませ ん
。 空間的 に、あ る部分 の 粒子 だけが 動けば十 分で す。そ の 部分 的な領域 を CRR と

呼び ます 。 実際 に動い た粒子 だ けで な く動 い た粒子 と相関の ある粒子はすべ て含め ます 。

　CRR を考える と 、 自由 エ ネ ル ギ ーに極小 が た くさ ん あ る の が 説明 で きます 。 1 つ の

CRR で m 個の 極小 をとる とし ます 。 それ らの 極小 は CRR の 外側の粒子 と独 立 に と る こ

とが 出来るの で 、CRR の粒子の 数 を N
。
個 、全 部 の 粒子 を N 個 とする と、全体の 極小の

数は mN ／Nc に な ります 。 これ は 、　 N を大 き くした時 に 1＞。 が 変わ らなけれ ば 、 極小 の 数

が指数関数的に な る こ とを示 して い ます 。

　CRR は 、空間的に 同 じ大 きさで で な く、
い ろ い ろ な大 きさの もの が モ ザ イク状 に分 布

して い る と思 っ て い ます 。 液体粒子の 運 動が 遅 くな り固 くなる と、 CRR は大 き くなる と

思われ ます が、固 ま り方が 場所 ご と に 違 うな らば 、 CRR の 大 きさも違 い ます 。 実際 、 計算

機 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で CRR の 大 きさ を測 る と 、
い ろ い ろ な大 きさの もの が見 られ ます 。

しか しなが ら、それ らが場所 ご とに どの よ うに分 布 して い るか は分か りませ ん 。 CRR の

空 間分布につ い て は 、 ま っ た く研究され て い ない の で 、
こ れか らで すが 、それ らに パ ター

ン が ある と面 白い と思 い ます 。
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［3］W ．G6tze；in 助 謝 5，
　freezing　and 　glαss　trαnsition

，
　edited 　by　J．　P．　 Hansen　e 孟α1．
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，
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，
　and 　T ．　Mat −
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，
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3．相転移 と自由エ ネル ギ
ー

3．2 ラ ン ダ ウ理 論

　 ラ ン ダウ理 論 に つ い て書か れ た本は た くさ んあ りますが、こ こで は ラ ン ダ ウ 自身の 教科

書を挙げて お きます。
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ー

ラ ン ドス ケ
ープ描像

4 ．2 遅 い 運動 と比熱

　（2）式の 研究は 、 以下の論文で す。

［7］T ．Tao
，
　A ．　Yoshimori

，
　and 　T ．　Odagaki

，
　Phys．　 Rev．　 E

，
2001

，　Vol．64 ，
046112；

　　2002
，
Vol．66

，
041103； T ．　 Odagaki

，
　 T ，　 Tao

，
　 and 　 A．　 Yoshimori　Journal　 of

　　Non −Crystaline　Solids
，
2002

，
　VoL 　307−310

，
407−411；T ．　Odagaki

，
　T ．　Yoshidome

，

　　T ．Tao
，
　and 　A ．　Yoshimori

，
　J．　Chem ．　Phys．

，
2002

，
　VbL　117，10151−10155；T ．　Tao ，

　　T ．Odagaki
，
　and 　A ．　Yoshimori

，
　J．　Chem ．　Phys ．122

，
044505 （2005）

5．自由エ ネル ギーラ ン ドス ケープ描像の仮定の妥当性

5．2 密度汎関数理 論

　密度汎関数理論 もた くさん文献 があ ります 。 私が 読ん 瘴の は 、

［8］Oxtoby，
　 D ．

，
1991

，
　 in　 liquids

，
　 freezing，

αnd 　 glαss　 trαnsition ，　 J．　 P．　 Hansen
，

　　D ．Levesque
，
　and 　J．　Zinn−Justin（Ed ．），

　North−Holland
，
　Amsterdam

，
145．

で すが 、こ れ は、分 りに くか っ たの で 、 あまりお勧め で きませ ん。

［9］Y ．Singh
，
　Physics　Report

，
207

，
351 （1992）

こ ち らは 読ん で い な い の で 分 りませ ん が 、 評判は良い で す 。 実は 、私 も書い て い ます

［10j　Time 　dependent　density　functional　methods 　and 　their　application 　to　chemical

　　physics，　 Akira　 Yoshimori
，
　 Theoretical　 and 　 Computational　 Chemistry　 2004

，

　　 Vol．3
，
　No ．1

，
117−144．

これ は動的拡 張が 中心 で す 。

　 直接相関関数 に つ い て は、

［11］Hansen，
　J．　P．

，
　and 　MacDonald

，
1，　R ．

，
1986

，　Theory　of 　Simple　Liquids，　Academic

　　 press，
　London．　Chapter　5．

が詳 しい で す 。

5．3 自由エ ネル ギ
ー をつ くる

［12ユ密度汎関数理論 に よるラ ン ドス ケ ープの 決定 とガ ラ ス 転移 、 吉留崇修士論文 、
2004

こ こ に 自由エ ネル ギ
ー

の 計算方法 と結晶 に対す る応用 した結果が 載 っ て い ます 。 連絡 して

頂ければ 、 送 ります 。

付録 A 非平 衡 自由エ ネル ギーと熱力学

　熱力学の 教科書 もた くさん あ りますが 、
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［13］熱力学
一

現代的 な視点か ら、 田崎晴明 、 培風館 、 新物理 学 シ リーズ 32

に ラ ン ダ ウの 自由エ ネル ギーと熱力学の 関係が 詳 し く書 い て あ ります。

　 また、数学の 方 には、

［141The 　Physics　 and 　Mathematics 　of 　the　Second　Law 　 of 　Thermodynamics
，

　　Physics　Reports　310
，
1−96 （1999）．　arXiv 　cond −mat ／9708200 ，

　mp ＿arc 　97−457．

が 良い か も知れ ませ ん
。 最近出た公理 論的熱力学 として 評判は とて も良い で す。

付録 B ガ ラ ス 転移 とパ タ
ー

ン 形成

　 ガ ラス 転移の 空間的な不均
一

性の 研究は 、

［15｝R ．Yamamoto 　and 　A ．　Onuki； Phys．　Rev．　E　58 （1998）3515．

［16］T ．Muranaka 　and 　Y ．　Hiwatari
，
　Phys ．　Rev ．　E 　51 （1995）R2735；J．　Non −Crystalline

　　Solids　235 −237 （1998）19．

が あ ります 。

　 ガラ ス 転移 に核形成 の 理論 を応用 して い る論文 は、

［17】X ，
　Xia　and 　P．　G ．　Wolynes

，
　PNAS

，
2000

，
97

，
2990．

　 CRR を初め て提唱 した論文 は 、

［18】G ．Adam 　and 　J．　H ．　Gibbs ，　J．　Chem ．　Phys ．43
，
1965

，
139．

一 78 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


