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1．緒言 、 国際物理年 、 動機

　2005年は ア イン シ ュ タ イ ンが 1905 年に 記念碑的な 論文を公表 して か ら 100 年目に 当 り、

こ の こ と を記 念 して WorldrYear　of 　Physics（WYP ）とい う名称で 世界各国で い ろい ろな

記 念事業が 計 画 され 、行な われ る こ と は周知の 通 りで ある。ア イ ン シ ュ タ インは こ の 年の

僅か 8ヶ 月余 の 間に （a）光電効果 、（b）ブ ラ ウン 運動、（c）相対性理 論と い う 3 つ の 異な っ

た 領域 に 亘 っ て 5 つ の 論文 ［1
− 5］を公 表 して い る。こ の 仕事によ っ て ア イン シ ュ タ イン

は 光が波動の み な らず粒子的側面を 持っ て い る こ と を示し ［1ト 原子 の 存在 の 基礎を築き

〔2，
3］x 我 々 の 時空に 対す る見方 を 変え た ［4］こ と は 周知の こ と で あるが 、 そ の 偉大 さは 、

これ らの 結果が膨大な費用を使 っ た実験や 難し い 数学理論の 所産で は な く、深い 考察 ・思

索 と直感に よ っ て 生まれ た もの で ある と い うこ とで あ る。また 、当時誰 も持 っ て いなか っ

た この 深い思索が 我々 の 自然に対する認識を変え る こ とを世界に 示した こ とで あ る。そ こ

に は純粋な学問的動機の みが あり、今 日の 競争の 原理 とい うよ うな もの は全 く無か っ たで

あ ろ う。こ の 仕事は 彼の 本業 （特許 庁の 業務 ）の 傍 ら成 し遂げ られ た とい う こ とも特筆す

べ きで あろ う。其の 他著 しい こ とは 、（a）こ の 年に 彼は 学位論文 ［2］を提出して い るが 、そ

れ は 溶液 の なか の 分子 の 運動を調 べ て アボガドロ 数 を求め分子 の 大き さ を計算す る と い

うもの で あ っ た こ と 、（b）特殊相対性理 論の 論文 141に は reference が 一
つ もな く、そ の 題

名は相対性理 論を 連想さ せ るような もの で はな か っ た こ と 、（c）そ の 年の 最後の 論文 IS］で
は 科学上最 も有名な 式 と 世間で も認めて い る所謂 E ＝ mc2 が 3 ペ ージの 論文 に収め られ

て い る こ と等で あ る。

　2004 年春 、1954年 （昭和 29年）京 大理 学部 物 理卒 の 同窓会 （黄檗
一

期会）が あ っ たが 、

そ の とき WYP に対 して 黄檗会 として も何か や ろ うとい う提案があ っ た 。そ の 趣 旨は黄檗

会の HP を 作 り、各 自が ア イン シ ュ タ インの 仕事につ い て 物理 を専門に しな い
一

般の 入達

に も分 るよ うな解説 をそ れ に掲載す るとい うもので あ っ た 。そ の と き、私は 「ア インシ ュ

タイ ン と 非線形の 世界」 とい う題 目で 解説を行 うこ とを考えて い た。然し 、残念なが ら 、
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この 提案は 不発に終わ っ た。この 提案を 何か別の 形で 生かす こ とが 考え られ るが 、既に 中

原紀は 「電子材料 」 とい う雑誌に 「ア イン シ ュ タ イン と半導体産業 」 と い う題 目で 独 自の

随想風の 解説を行 っ て い る ［6］。私は 上記題 目で
一
般向け の 解 説を行 う適当な場 を直ぐ に

は思い 付か な か っ た 。 そ こで 、 今 回は 、WYP の 精神に は若干反す るが 、考察 を 「物性研

究」 に投稿す る こ とにし た 。 WYP を迎えて ア イン シ ュ タインに 関する記事が 日本を含め

て 世界各国で い ろ い ろ紹介されて い る 。その なか で 、21世紀を見据えた最近の 記事の
一

つ として 2004年 9 月に発行された 「Beyolld　Einstein」 とい う Scientific　Americanの 特集

号を挙げて お く。黄檗会の 影響を受けて 思 い もかけずこの 論説を書 く こ とにな っ たが 、そ

こ で 過去、現在の ア イン シ ュ タイン に 関す る多 くの 文献 ・資料等 を渉猟して業績に つ い て

それ を 自己流に 纏めて 紹介す る こ とは 私には 余 り意味の あ る こ と とは 思われなか っ た。そ

こで 、当然片寄 っ た
一

方的な もの とな るが 、 ア イン シ ュ タイン の 仕事と自分が此 迄研究を

行っ て 来た 非線形の 問題との 係わ り合い を回想や 興味あ る記事の 紹介 も少し交 えて 論ず る

こ とに し た 。

　 1950−1954 年の 学部学生 の 頃はア イ ン シ ュ タ イ ンの 仕事 とい えば先ず相対性理論が 想起

され たが 、当時 日本で は 一般相対 性理 論は物理 の 極 く
一

部の 研究者や微分幾何学等の 分

野の 数学者の 興味の 対象で は あ っ て も物理屋 の 主要な研究題 目の
一

つ とな る こ とはなか っ

た 。現在 は 当時と情勢が変 り、ア イ ン シ ュ タ イ ン の 業績が物理屋 の みな らず、一
般読者 ・

聴衆 に対して よ く解 説され て い る。そ して 、それ は 多 くの 場合 、特 殊 ・一
般相対性理 論 、

宇宙論 、ブ ラ ッ クホ ール 、統
一場等 に 関 する壮 大な 話題 が主で あるよ うに 思われ る．然

し 、 ア イン シ ュ タイン の 数多 くの 研 究成果 は現代テ ク ノ ロ ジー に 対して も
，
ま た我 々 の 日

常生活にお い て も、大きな イ ンパ ク トを 与え 深く浸透して い ると い うこ とは も っ と語 られ

て もよ い と思 っ て い る。また 、ブ ラウン運動の 理論に 端を発す る確率微分方程 式 は近 代経

済学等 の 分野で 重要な課 題とな っ て い る こ とも注 目され るべ き例の
一

つ で あ ろ う。そ して

こ の こ とは WYP の 基本精神に も沿 っ て い る と思わ れ る。

　以 下 II．で は 重力場の 方程式と ソ リ トン 、　 III．で は カ オス 等複雑な運動をす る 力学系の

量子 化に 関連 した 非線形 完全 格子 にお け る局 在 モ
ー ド とその 量子 化 、 IV．で は photonic

crystal に おけ る非線形モ
ー

ド、V ．で は optical 　lattice（周期場を付加 され た Bose−Einstein

凝縮体 ）に お ける 非線形 モ ー ド とい う 4 つ の 問題 を取 り上げ る 。 その な か で 、photonic

crystal 、　optical 　latticeは理 論屋か らみ て興味深い 格好の 非線形の 舞台とな っ て い るが 、こ

れ らは 本来実験物理が 主体 の 場で あ り、新 しい テ ク ノロ ジ ーへ の 発展の 可能性が 期待され

て い る。
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IL 軸対称重力場の方程式と Heisenbergの ス ピ ンモデル

　非線形 とい えば先ず非線形方程式、ソ リトン 、カオス等が 連想 され る 。 その なかで 可積

分 系を 主な対象 とす るソ リトン の 問題が若 し一
般相対性理 論に 関連す る こ とが あれ ば ソ

リトン 問題の 研究者 に と っ て それは こ の 上 もない こ とで あろ う。こ の よ うな こ ととも若干

関連す るが 、 昔興味 を持 っ た こ と は 、 ソ リ トン方程式は流体 力学、プ ラズマ 物理学 、数理

物理学、物性物理の みな らず 、生物物理か ら原子核論、場の 理論、一般相対性理論等 まで

物理 の 広 い 範囲に現 れ て い るとい うこ とで あ っ た 。つ ま り、ソ リ トン の 物理をや っ て い る

と物理 の 殆ど総て の 領域の 上面 を横 断的にな で 斬 りす る こ とが 出来 るの で は な い か と い

う こ とで あ っ た 。

一
般相対性理論にア イ ン シ ュ タ インの 重力場の 方程式 ［7］があ るが 、それ は抽象的且つ 簡

潔な形 に表され たテ ン ソル方程式で あ り 、 ソ リ トンの 研究者がそれ に関して 何か 仕事をす

る た めに は 一
般相対性理 論の 素養 を必要 とす る。然し 、軸対称重 力場に対 して formulate

された Ernst方程式 ［8】

（ξξ
’ − 1）△ ξ＝ 2ξ

＊

（▽ξ）
2

，　　　　（Rec ）△ （i ＝ （▽E）
2

（1）

は 、数学的に も良い 形を して い るよ うに 思われ る非線形偏微分方程式で あ り、ソ リトン の

研究者には
一

般相対性理 論の 勉 強を しな くて も取 り組め る式で あ っ た 。こ こ で 複素ポテ ン

シ ャ ル ξ，
ε の 間に は

E ＝ f＋ 乞ψ＝ （ξ一 1）／（ξ＋ 1） （2）

の 関係が あ り f， ψは以下の 式を満たす

ノムf − （▽f）2 ； 一（▽ψ）
2

，　▽ ・（／
− 2

▽ψ）＝ 0． （3）

日本で は こ の 軸対称 重力場 の 方程式 に対 して Tomimatsu −Satoの 厳密解 ［9］が あ る こ とが

知 られて いたが 、
一

時期 Ernst方程式に対 して 逆散乱 理論 ［10］、広 田の 方法 ［11］等 を適用

した研究が行わ れ た 。

　そ の 頃 、私 は共同研究者 と と もに 磁性の 問題 に お け る Heisenberg　model

　　　　　　　　　　　　　∬ ＝
一
Σ 」（琵，

7ii）Sn　’　Sm 　　 　　　 　　　　 （4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 充苑

の 古典版の ソ リトン 的な 非線形モ
ー

ドの 存在を調べ て い た ［12］．古典ス ピ ンベ ク トル 亀 ＝

（環 ， 硝 ，
S：．）を ス ピン の 大き さを θ として 回転角　ees

， 防 を用 いて 以 下の 形

5冪＝ SSin（θfi）COS （9fi），　3嵳＝ 5「

sin （en’）Sin（ψ亢），　Sfi− ＝ SCOS（θri） （5）
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に 表す とス ピン の 運動方 程式は連続体近似の 下で

∂＝
− Js（0）（2cos（θ）▽θ・▽〜ρ

一
暑
一sin（θ）△〜ρ），

・i・（θ）ψ 一 」s（・）（△θ一 ・i・ （θ）… （・）（▽9）
2

） （6）

となる 。 此処に

　　　　　　　　　　」s（の ＝ Σ 2S 」（充，　nt）・xp ［毎・（nt一充）】
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 漁

で あ る。定常な場合 、 即ち 傷＝ 暢 二〇の 場合上の 式は

　　　　 2 ・。・（θ〉▽θ・▽P ＋ ・i・（θ）△ 9 ・− O
，

△θ一
・i・ （θ）… （θ）（▽eP）

2 − 0

とな り、そ の と き

（7）

（8）

　　　　　　　　　　　　　　μ
＝ tan（θ／2）exp （ig）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

で 定義され る複素ポテ ン シ ャ ル の 満たす式は Ernst方程式 と類似の 形

　　　　　　　　　　　　　（μμ
‡

十 1）△μ
＝ 2μ

＊

（▽μ）
2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

を取る 。Emst 方程式と 古典的 Heisellberg　model の 式 の 類似性は Ernstポテ ン シ ャ ル ξを

　　　　　　　　　　　　　　ξ＝ coth （θ／2）exp （ig））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

の 形に parametrizeした とき の 式

　　　 2… h（θ）▽θ・W ＋ ・i・h（0）△ 9 − O
，

△θ一・i・ h（θ）… h（θ）（▽ 9）
2

− 0 　 （12）

と （8）式 を比べ て みて も明 らか で あ る 。 私は 古典的 Heisenberg　model にお けるソ リトン

的非線形モ
ー ドの 解か ら、Painlev6方程式 ［13】の 解 と関連付 け られ る Ernst方程式の 解

を得たが （具体形 は省略 ）、それ は数学的に 興味は あるか も知れな いが 、相対論的に意味

の あ るもの とはな らな か っ た 。 そ の 後 、この よ うな ソ リ トンの 問題に おける ア ナ ロ ジーを

用 い た アプ ロ
ー

チ は 、そ れ で 論文を書 くこ とは 出来て も 、私の 場合落穂拾い 的で 自分独

自の研究は 出来そ うに ない こ と に 気付き 、止 め る こ とに した 。 Ernst方程式を含 むア イン

シ ュ タイ ン方程式の ソ リトン 的解の研究は現 在も続け られて い るよ うで あ る．尚、（6）式

は SU （2）−coherent 　state 表示 と 関連が あ り、超流動を含めた 流体 力学の 方程式 との 類 似性

を 持っ て い る。Heisenbergス ピ ンモ デルで 記述 され る系の コ ヒー レン トな 状態が 実現 され

た 場合、その ソ リ トン 的解は物理的に も興味あ るもの と な るか も知れ な い ．
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III．非可 積分 系の 量子 化 と Intrinsic　Iocalized　mode （ILM ）

　非線形格子振動の 問題 をや っ て い た とき 何時も思 っ た こ とは 、物理 の 各方面に現れ る調

和振動子の 量子化は 量子力学の なかで も最 も典型 的な もの の
一

つ で あ り理論的に もす っ き

りして い るが 、これが 非線形振動に な ると 、問題が 途端に曖昧な もの とな っ て ど うして よ

いか 分らな い とい うこ とで あ っ た 。そ の後 、ア イン シ ュ タイン が 1917年に 「Quantensatz
von 　Sommerfeld　und 　Epstein亅と い う題名の 論文 ［14］を発表して い て 、それ は こ の こ とに

関係して い る こ とが 分 っ た ． こ の 論文の 内容を 自己流に分 り易 く言え ば 、Bohr の 原子模

型や Sommerfeld の 量子化の 例に 見 られ るよ うに 、円軌道や 楕円軌道 （図 1 ）、あ る い は

も っ と一般的に 閉じた 周期的な軌道を持つ 力学系で はそ の 量子化は可能で あるが 、図 2 の

よ うに 非常に複雑で 閉じな い 軌道

P

◎
q

図 1． 円軌道 、楕円軌道 図 2．複雑な （非線形 ）運動の 軌道

を持つ 運動の 量子化は どの よ うに して やれ ばよ いだ ろ うか 、或い は それ は不 可能で は な い

だ ろ うか とい う問い か けで あ る。

周知の よ うに 、Bohr −So  erfeld の 量子化の 条件は

f・dg− n ・　 1 自畷 ／蜘 一 n ・h 多 自臨 変数鑼 可 能
， （13）

　　　　　　　　　　　　Σ／画 誦 そ れ 蝌 　 　 　 　 （14）
　　　　　　　　　　　　　 t

で 表 され る、ア イ ン シ ュ タ イ ンは位相空 間にお け る 線積分 を用い て 座 標によ らな い 量子

化の 条 件を調 べ 、位相 空間で 不 変 トー
ラ ス と い うもの が存在しな い 力 学系の 量子 化は 不

可能で ある と考 えた 。 当時こ の 論文は 全 くオ リジナル な もの で あ っ た 。Gutzwillerは ア

イ ンシ ュ タイ ンの 論文は発 表以来 40 年程の 問全 く無視 されて い たと述べ て い る ［15亅が 、

1924 年に de　Broglieは彼の 学位論文で ア イン シ ュ タイ ンの こ の 方 法 を用 い た と い う記事

が ある 。 ア イ ンシ ュ タイ ンの 考察は今 日の chaotic な 系の 量子化 に関す るもの で 、この よ
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うな意味で Eins七ein は カオス の 分野で も先駆者の
一人と みな して もよ いで あ ろ う。自然界

の 複雑な運動の 根底に は ubiquitous な 非線形性が あ り、運動の 問題で 解析的に解けず予

測が 困難な もの は無数に あ る と考え られ る。非線形力学 と線形構造的な 量子 力学は互 い に

相容れず 、非線形力学系の 量子 化は現代物理で 最も基本的な課題の
一

つ で はな い か と考え

て い る 。

　筆者は 最近 intrinsic　localized　mode （ILM ）とそれ に関連する 問題の 研究を行な っ て い

る ［16］。 ILM は 完全 （周期）格子に 系固有の 非線形 性が ある場合生ず る局在状態で あ る．

完全格子に は伝 播波の みが 存在すると い うこ とは固体論の Bloch の 定理 ［171で 記述 され 、

局在状態はそ れに 不純物や 格子欠 陥 を ド
ープ した と きに 生ず る とい うこ と は物性論の 常

識で あるが 、それ は線形の 場の み に成 り立つ ．非線形性 と空間構造の 離散性に よ り完全 格

子 に おい て 何故局 在モ
ー

ドが 生ず るか と い うこ とは 、 例えば 、以下の よ うに理解され る。

結晶、或 い は 周期格子で は 、線形の 場合 、 Bragg 散乱に よ り波動の 領域に許容帯と禁止帯

が 存在 するが （図 3）、格子 に 非線形性が 存在す る と こ の selection 　rule が 破れ 、禁止帯に

固有状態が 存在す るこ とが 出来 る e 例えば 、正の 符号の 非線形性が存在する場合 、それ は

振動帯を構成す る各振動レベ ルを正 の 向き にシ フ トさせ る。シ フ トの オーダーは 1／N （N ：

原子 の 総数）で あ るが 、最高位の 振動 レベ ル の シ フ トは有限で あっ て 、それ は線形 格子 の

禁 止帯 にシ フ トす る 。 そ の 模式的な様子 を 図 4 に 示 す。

禁止帯

嬲〃鞘擁

図 3．振動状態の 許容帯 と禁止帯 図 4，振動準位の 非線形性に よ るシ フ ト

そ の 領域 は元来禁止 され た状態で あるか ら、原子 は隣の 原子 との 繋が りを絶たれ そ の 振動

状態は空間的に 局在せ ざ るを得な い とい うもの で ある 。非線 形モー ドと して の ILM を ソ

リトン と比 べ て み る と、後者は可 積分 系 を対 象 とす るが 、ILM は現実の 非可積分系 、 即

ち 、解析的に は厳密に解けな い系を考 えて い る．現実の 系に おける ILM を観測 し よ うとす

る とき 、あるい は 純理論的興味か ら、工LM にはどの よ うな量子 効果があ る だ ろ うか 、 （非

可積分系に お ける ）ILM の 量子化は 可能だろ うか と い う問い かけが 起 こ る． こ れ は 1917

年に ア イン シ ュ タ インが 考えた 問題 に 繋が ると 思わ れ る．後に示す よ うに 、ILM は 、 あ
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る意味にお い て 、離散 ・周期 ・非線形構造を持つ 非可積分系に おけ る well −defined　mode

と見な すこ とが で き るか ら、そ の 量子化は 、出来る とすれば 、アイ ンシ ュ タ インが 考え た

力学系
一

般の 場合よ り容易で あ ろ うと予測され る。

　尚、以下で は photonic 　crystal に おける ILM も考察するが 、そ こで は実験研究と対応 し

て 、 半導体の 場合と同様 、不純物 に よる局在状態 も取 り上 げ る。ILM の 問題に は不 純 物

を含む 固体にお け る局在 振動モー
ドの 研究 の 長い pre−historyが ある。不純物を含 む格子

の運 動方程式 は on −site ポテン シ ャ ルが ある非線形完全格子 の 運動方程式と類似の 形 を し

て お り、ILM の 存在 は 早い 段階で 気付かれ る筈で あっ た。然 し、実際の 研究が 始め られ た

の はそれ よ り 20−30年後の こ とで あ っ た 。 ILM の 研究は 当初 1次 元の 格子力学、モ デル 計

算、数理 物理学 等 の 領域に止 ま っ て い たが 、その 後 、固体にお け る ILM が実験的に 観測さ

れ 、さ らに 、高温超伝導体の ジ ョ セ ブ ソン効果 、 photonic 　crystal
，
　optical 　lattice、　 DNA

における local　open 　state 等 の 具体 的な 問題とテ クノ ロジ
ー

へ の応用に進展 して い る ［18］。

　ILM が どの よ うな もの か
，
そ の 性質を図を交えて 具体的に例示 するた め に次の 方程 式で

記述され る 1 次元 非線形 格子 を考 え る

妬 一 ゐ［Un ＋1 ＋ Un −・
− 2・Ln］仙 ［（妬 ・ 一 ・・）

3 −
（・ ・ 噸 一1）

3

］・ （15）

」2 ＞ O
，
　」4 ＞ 0 は定数で あ る。 N ＝ 100（1Vは原子 の 総数 ）の モ デル 非線形 格子 に対 して

（15）式を数値的に解い た 。そ の 際 n ＝ 50
，
51 の 原子 の 初期速度を 、夫 々 、Vo

，

− Vo と し、初

期の 位置はゼ ロ と した。また n 　・＝ 　50
，
51以外の 位置に あ る総て の 原子 の 初期の位置と初期

速度はゼ ロ とお い た ．こ の よ うな 初期条件で 上 の 式を解 いて 、こ の 力学系の 長 時間振舞に

お け る総て の 原 子の space −time　evolution と n ＝ 　 50
，
45の 位置に ある原子 の 位相空間の 軌

道 を 、夫 々 、図 5
， 図 6a

，
　6b に 示 した 。

u

n

t

P

（a）

q

P

（b）

図 5． space −time　evolution 　 図 6a，　 ILM の 軌道　　図 6b，一
般の 原子 の 軌道

q

Vo の 値が ある程度大き くな っ た とき こ の 力学系の n ； 50
，51の 場所の 振動が 局在 する。
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図 6bは格子点 n ＝ 45に ある原子は複雑 （それ以外の 原子 も同様）な運動をす るが 、図 6a

は ILM が存在す る n 　・＝　50 の 原子 の 軌道は 調和振動子 的で ある こ と を示して い る。こ の 意

味 で ILM は well −defined　mode とい っ て 良い で あろ う。（15）式で vn ＝ un
＋ 一 eq と い う新

し い従属 変数を導入す る と、それ とは少し別の 形の 非線形微差分方程式が得 られ る。こ の

こ と を用い る と 、（15）式の ILM に は 、　strong 　localization　limitで 、図 7 に 示 され る s 型

と p 型 の 二 つ の タイ プが ある こ とを 示す こ とが出来 る ．

ユ

1 ー
一
2

ユ

図 7， s 型

一ヱ

P 型

　 上で は 4 次の 非線形 性を持つ 1次元格子 を考えたが 、一
般の 非線形格子 にお け る ILM

の 存在はお よそ 以下の よ うに して 理 解 出来 る ［191。任意次 元 の 任 意 の 非 線形格 子 を 考察

す る。格子 点 充 に お け る原 子 n の 平衡 の 位 置 瓦 か らの 変位 霤  の α 一成分を u
α （司 ≡

u （x ）；m ＝ （元 α ）とし
，
それ には た らく力を F （｛u （x ）｝， ｛u （xt ｝）とす る と

　　a＠）＝ 一
Σ J（｛u（x）｝，｛ゆ

’

｝）fi
一
Σ 」・（x ，珈 ＠

’

）
一
Σ 」

’

（｛ゆ ）｝・ ｛曜 ｝）　 （16）
　 　 　 　 　 　 毋

e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xt　　　　　　　　　　　　　　　　　　xl

が 得 られ る。」2＠，
〆），

」
’

（｛u（x）｝，｛u （x
’

｝）は 、それぞれ 、原子の 質量で 割 っ た 、線形 の バ

ネ定数 、非線形 の バ ネ定数で あ る 。こ の 式の ILM 解は
， 定常モ

ードの 場 合 には 以下 の よ う

に一般的に求められ る 。即ち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　 u （x ）≡ u （x ，
t）　・＝ 　ilo（x ，

t）＋ 2Σφど＠）cos （鋼 　　 　　　　（17）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E＝1

とおき iln（x）は 時間に依 らな い としてそれ を 上の 運動方程式に代入 し両 辺の cos （ω 亡）の 等

し い 次数を比較す る と以下の 式が得 られ る 、

Σ 」，（X ，
Xl ）φ乏（X1 ）＋ Σ 」・（Xl ，

　X2 ，・
X3 ）Ue3（｛φ｝）＋ Σ J4（X1 ，

X21 ×31 ×4）Ue4（｛φ｝）＋ ・

Xl 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ Ix2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 XIx2 ・T3

　　　　　　　　　　　　 ＝ （ew）
2
φε（x），　　6 ＝ 0

，
1

，
2

，
3，＿．．，　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

」3 ，
」4 は 3次 、4 次の 非線形ポテ ンシ ャルか ら導かれ る （質量で 割 っ た）バネ定数 砺 3（｛φ｝），

Ue4（｛φ｝）等は φ4（x）の 組の 関数で あ る 。 此処で 線 形格子 を reference 　systeln と見做し 、
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dynamical　rnatrix ゐ ＝ （」2（x ，
x

’

））の 固有値問題

　　　　　　　Σ 」、（m ，
Xl ）¢ μ＠1）一 ω （μ）

2P
。（X），

　 　 　 　 　 　 　 館 1

　　　　　　　　Σ ψ。（x ）P。（xt）
率 ＝ △ （x ，

x
’

） Σ P，（x ）q。 （x）
‘

； △（μ， の
　 　 　 　 　 　 　 　 μ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝

の 固有値 ω（μ）
2
、固 有関 数 q μ（x）か ら作 られ る格子 グ リー

ン 関数

　　　　　　　　　　　　・（・ ，
・

’

・・）一

鶉粤緇ギ，

（19）

（20）

を導入 す る．こ こ で 、格子グ リ
ー

ン 関数 g＠妖 ω）は一
般に ω が振動数帯 ω （μ）の 外に あ

る とき 、lx− x
’1の 単調減少関数 とな るとい う性質を用 い る。 こ の 格子 グ リー

ン 関数 g を

導入する と （18）式は以下の 形

　　　　　　　　　　　　 φ・
一Σ 9（x ，

x
’

；甸 巧（｛φ｝）， 　 　 　 　 　 　 （21）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 記

t

　　　Ve（｛φ｝）＝ Σ 」，（Xl1 　x2 ，・x3 ）Ue3（｛φ｝）＋ Σ ゐ（Xl ，
x2

，
x3

，
4）Ue4（｛φ｝）＋ ．．，　 （22）

　 　 　 　 　 　 　 ：じ IX2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Xl 工 2 × 3

に reduce され る 。そ して 、上 記の 性質を 用い ると こ の 系に任意個数の ILM が 存在す る こ と

を示すこ とが 出来る。完全 非線形格子の ILM と線形格子 にお け る不純 物、格子欠陥等に よ

り生じた 局在状態との 基本的な相違は 、前者が任意の 格子点に 自発的に発生す る の に 対して

後者は不 純物 、 格子 欠 陥の 位置 の み に発 生する とい うこ とで あ る。また、こ の 方 法を用 い て

φ0（X ），φ2＠），φ3（X），
＿を φ1（X）で 表し 、」2 ＞ J，， ゐ ，

．．．の とき φ1 ＞ φD ， φ1 ＞ 〉 φ2 ， φ3 ，
＿の 関

係が成 り立つ こ とを示す こ とが 出来る 。 例えば、次の 関係 ： φ8（x ）　FS （c乏μ
2
）φ1（m ），

　 CE　〈 1
，

e　＝ ・　2
，
3

，
＿； Ce ： 定数 が あ る 。 （17）式に おい て e ＝ 1の 項の み を と り、そ れ 以 外の 高次

の 項を総て 無視す る近似 を回転波近似 （RWA ）とい う． 数学的な 証明はな いが 、　 heuristic

な RWA か ら得 られ る結果 は多 くの 非線形格子 に お ける ILM の 数値実験の 結果 と可成よ

く一致 して い る。その 理 由は 、そ こで は 相殺の 効果が はた らい る の か もし れ な い 。

　 RVA の 下で の ILM 量 子 化 を考え る。簡単の た め に 、 4 次の 非線形 性の みが 存在 す

る 場合に はな しを 限 り、（18）式を 考え る e そ の 場合 、e ； O
，
　2

，
　3

，
＿ の 項 と と もに φo（x ），

J3（τ 1 ，
x2

，
x3 ），

＿の 項は な く、φ1＠），
」2（Xl ，

x2 ），
」，（Ml ，

x2
，
x3

，
x4 ）の みが存在する こ とに着 目

す る 。こ の 考察 の 下に （18）式を 以下の 有効線形固 有値方程式 に還元する ［20｝。

Σ 」2（X ， Xl）＋ Σ 」4（・C，
X ・，

X ・，
X ・）7（X 、，

X 、）φ（Xl ），

＝ ω
2
φ（X ）；穐 ，

¢
’

）＝〈 φ＠）φ（xt ）〉
，

Xl 　　　　　　　　　　　　　 x2 ，x3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

こ こ で φ1（x ）を 改めて φ（x ）と書き

　　 ゐ＠ コ・・，
x ・，・x3 ）一一　［・J・（x ，

Xl
，
x ・，

x ・）＋ 」4　（x ，
　x ・ ，

Xl
，
　x3 ）＋ ゐ（x ，

x ・，
x ，，

x 、）1；　 　 （24）
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と置いた 。 平均操作 〈 ．、〉 は後で self−consistent に決め られ る。これよ り、有効 dynamical

ma 七rix　D （x ，
x1 ）＝ ゐ（x ，

X1 ）＋ Σ 」4（x ，
x1

，
x2

，
τ3）7（x2 ，

X3 ）とそれ よ り得 られ る有効線形

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x2 ，x3

固有値方程式

Σ D （x ，
Xl ）ψμ（Xl ）＝ Ω員ψμ（x）；Σth葺（x ）ψμ（x

’

）＝ △（x ，　xt ）， Σψ二（x）tht・
’ （x ）＝ △（μ ，μ

’

）
X1 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 μ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

が 導かれ る。固有値方程式 （25）には有効 Hainiltonian

嘱 脚
2
＋嶋 D ＠・，

・・）U（Xl ）u（x2 ）， P（x ）二 釈の） （26）

が 付随して い る 。 正準共役座標 p（x ）　・＝ 　Zpμtl，，
O（x）＝ Σ gμψμ

を導入 し 、有効 Hamil一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ

tonian　H 。ff を以 下の 形に表す

　　　　　　　　　　　　H
・ff

＝ムΣ ［P。P；＋ Ω匠嘱 ］・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ

量子化は 消滅 、生 成演算子 a
μ ，

aL を次の よ うに

　　　　　　　 　^　　　 h　　　　　　　　 −

　　　　　　　qμ
＝

　 　 ’ Pμ
＝

2

（27）

　　　　　　　　　　、Ω（。）
（・・ 瑚 　

聯 ）1（・・
一・a）， 　 （28）

導入 して （q”）と （pμ ）を c一数か ら関係式 ［βμ ，0μ
，卜 一漁転μ

，

， 匝μ ，ρμ
・亅＝ ［ijμ ，

　a”，1＝ 0 を満

たす q数 （々の、（φのに移行 させ る こ と に よ っ て 以下の よ うに得 られ る ．

　　　　　　　　　　　　　賑 甼
・Ω （小 ・ ＋爿・ 　 　 （29）

　上の 式の 取扱い の 簡単 な例 として座標 Xo に ある原子が 自発的に大振幅の 振動運動を し、

そ の 周 りの すべ て の 原子は 小振幅の 振 動運動 をして い る場合を考え る と

　　　　　　　　　　〈 φ＠。）
2

＞ 〉 〉 〈 φ（x ）
2

＞ f・ r コ・和 ・．　 　 　 　 　 （30）

の 関係が 成 り立 つ 。multi −ILM 　problem と して 、　ILM が 位置 恥 4 ＝ 1
，
2

，
＿ に あ る場合は

　　　　　　　　　　く φ（x 。ゴ）
2

＞ 〉 〉 ＜ φ（x）
2

＞ f・・ 群 … 」
・　 　 　 　 （31）

の 関係が得 られ る 。単
一

の ILM の 場合 く ．＿ 〉 と して 以 下の 二 つ の 場合 を考 え る

・一諏 鵜 ］ 器 謄 （32）
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此処で 、β ＝ 1擁BT で あ り
，
ilBと T は 夫々 Boltzmann 定数、絶対温度で ある。　ILM が

現れ る 興味あ る状況は系が非平衡に ある場合で ある 。 こ の とき は上の 始め の 式を用 い る。

（17）式 を こ の 式 に代入する とき 、偶数次の 非線形項の みの 場合第 1項はな く
， またそ の 式

で e ＝ 1 の 場合を考えて い るか ら以下 の 式が 得 られ る。

＜ φ（Xo ）
2

＞ ＝ φ1（Xo ）
2 ＝ （ILM の 振幅）

2
（33）

ILM の 固有振動数は振 幅に依存す るが 、理論的取 り扱い で はパ ラ メー ター と見な して よ

い 。実験によ っ て ILM が 生成され る場合 、 振幅は 実験状況 によ っ て 決まる 。

IV ．　photonic 　crystal 、 局在モ
ー

ド と現代テ クノロ ジー

　 1905 年に ア イ ン シ ュ タ イ ンは 特殊相対性理論 ［4，
5】、ブ ラウン運動の 論文 ［2，

3｝と もに光

電効果の 論文 国 を発表 し 、 そ の こ とに 関す る業 績で ノーベ ル 賞が 授与され た こ とは 周 知

の 通 りで ある 。 近年光の 科学 ・技術の 急速な発展は光電効果の 重要性 を一
段 と認識させ る

もの とな っ て い る 。web 記事で は 1905年の ア イ ン シ ュ タイ ンの 論文 で 真 に革 命的な もの

は光電効果 の 論文で あ る と い う論説が現れ て い る 。 ア イ ン シ ュ タ イ ンの 提唱 した photon

の 概念は 物理 学の みな らず、化学、生物学 、医学等 自然科学 の 殆 どの 総て の 分野 に影 響を

与えたが 、 テ ク ノロ ジーの 分野で もそれ は 深 く浸透し広 く応用 されて い る こ とは 周知の 通

りで ある。多種多様な 感光製品、セ ン サ ー装置 、情報記録 ， 情報通信 ，太陽電池 、加工
，

医療分野等はその 例で ある 。

　 20世紀 の テ ク ノロ ジー
の 発展に大 き く寄与し 、我 々の 生活 に便宜を 齎した た もの の

一

つ は半導体テ ク ノロ ジー
で あ っ た。「21世紀は光の 世紀 」 と言わ れて い るが 、その 推進役

の
一

つ とな る可能性を秘 めて い るもの が photon 三c　crystal で ある。それ は ある種の 誘電 体

を加工 して photon に 半導体 に於け る電子 と同 じ役割を持たせ よ うとする 人工 の 結晶で あ

る ．photenic　crystal の 概念が提 唱され た の は 1987年の こ とで ある が ［21，
22亅、 近年実験

技術の 進歩に よ っ て それ は 科学 ・技術 の 両面で 一層興味深い もの にな っ て い る。テク ノロ

ジー
の 面で は photollic　crystaI の 資料作成とそ の 機能発現等が 最 も重要な 問題で あるが

，
野

田等 の 先 端的な研究が 注 目されて い る ［23］。こ こで は理 論屋 か らみ て photonic 　crystal は

局在モ ー ドの 概念が 適用 され る格好 の舞台 とな っ て い る こ と を述べ 、photon　trapping
， 光

回路に少 しふれ る こ とにする 。

　　photonic　crystal は誘電的 に不活性な 媒質 （固体）に 誘電的に 活性な誘電体 を周期的に配

列 する こ とによ り作 られ る．その 結果、この なかの 電磁波は結晶の 周期場によ り Bragg散

乱 を受け、固体電子論にお け る電子の 場合と同様に 、photon のバ ン ド、即ち phot，onic 　band

が 形成 され る 。半導体の 場合に は 不 純物を ド
ー

プす る こ と によ り電子 の donor
，
　acceptor

準位が形 成され るが 、photonic　crystal の 場合に は （a）不純物、あ るい は defectが あ る場
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合の 外に 、（b）系に 固有な非線形性が ある場合に photon の 局在状態が 生ず る．

簡単のために 、 z 方向に棒状の 誘電体を周期的に配列した場合を考え ると （図 8）、この 系の

（x ，y）面は 2 次元の photonic　crystal を形成す る ． 電場 E （彫 ）を E （市 ）＝ （0，
0

，
E （配 ））の

形に と り、c・＝＝1 とな る単位系を導入する と、（x ， y）一面上を伝播する電場 E （配 ）≡ E （x ， y ，
t）

は 以下 の Maxwell 方程式で 記述 され る 。

／／ ！ ／ sq尸

図 8、2次元 photonic　crystal の 模式図 図 9．photonic　band の 模式図

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 ∂
2　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 ∂

2
　　 　　 　　 　　 　　 　　 　∂

2

　　　　　　　△・聊 ）一
漂

［岬 圃 ＝ °
，

△ ・
＝

顳
＋

研

E（r） ヨ c〔x ，
？」）は誘電関数で あ る。光が 振動数 ω の 単色光の 場合 、以下の 形

　　　　　　　　　聊 ）一 ・xp （一・・ t）φ（刺 ， 誰… 霧
を仮定 して 上 の 式に 代入す ると

　　　　　　　　　　　　［一△・
一

ω
・
・（司φ 一 伽 ・（愕・

（34）

（35）

（36）

が得 られ る 。 い ま、誘電関数　E（r）は線 形で 座 標の 周期 関数で あ る 部分 ∈p（r）と 非線形 、ま

たは 非周期 的な 部分 E
’

（rT） （非線形 の 場合 c
「

（r） ≡ ct（元1φD）か ら成 っ て い るもの と す る ．

即ち

　　 ⊂（り＝ Cp （角 十 〜（厂） with 　Ep （r） ＝ ∈
P（尸十 R ），　　R ＝ nla

−
1 十 π2δ2　i 　R ＠），　　 （37）

互は 2 次元の 格子ベ ク トル 、d，，
δ2 は こ の 格子を特性付け る単位胞の 基本ベ ク トル

，
n1

，
n2

は整数で あ る。（36）式は 以下の 形 に書き直す こ とが 出来 る．

　　　　　　卜△、 綱 ］φ一 … （r・）　ip　＋　i2・磯 V・（・・一 一
・
Ep ・　 （38）
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演算子

　　　　　　　　　　　　　　　［
一△2

一
トV｝

）（iつ1φ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

の 固有値 ω
α （k）

2
，
固有関数 ψα 疋の は 、夫 々 、photonic　band，

　Bloch　functionで あ る 。 だ
，
α

は 、 夫 々 、 波数ベ ク トル 、 band　index で ある． 2 次元 正 方格子の 場合の photonic 　band

を図 9に 示す。

　Cp（rl は既知 と して 、　E（rl の Ep （rl か らの ずれ
，
♂（め が系固有 の 非線形性に よ る場合 と不

純物の 存在に よ る 場合と を個別に 取 り扱 う。

（1）非線形性 によ る場合

　 誘電関数 を以下の 形 に表す と

　　　　　　　 Cp（rl　・ ・　Z 　6・P （デーri），
〜  ＝Σ 61 （ド

ーぎ
，
　lil（のD，　　　　 （40）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　 ぞ

（38）式は

　　　　　　　［
一△・ ＋ Vp（r）亅φ（rT）　・ ＝ 　・V2 Σ ・1（厂一

引φ（rT）Dip（り
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

　　　　　　　　＋z・・ ［Σ ・1P （匹 充

κ

）・

写4（・一葡 1）階 　 （41）

とな る ．こ こで 、Clp （デ
ーπ），

61 伊
一e）は ，

夫 々 、格子 点 κ詔 の まわ りの 局所誘電関数で あ

り、eは 非線形媒質の 格子の 位置ベ クトル を表す。　fiは 周期場を構成する格子点の ベ ク ト

ル で あ る。

　（38），（41）式は系の 空間周 期構造 と系固有の 非線形性が 共存す る系を記述する 式で あ り、

photonic　crystal が ILM の 格好の 舞 台とな っ て い る こ とが 分 る。これ らの 式の 左辺 は 固体

電子 論に おけ る Schr6dinger方程 式と類似の 形 を持 っ て い る。局在状 態を調べ る に は固体

電子 論の 例に 倣 っ て 左辺 の 演算子 一△ 2 ＋ Vp（r）の 固有関数で あ る Bloch 関数 ψα 疋の か ら

定義 され る Wann 三er 関数 ω
α 伊一司 ［17亅，

　　Wct （例 一 撫 ・
→

  ・（r） ・・
監 ・の 一 叔 ・  同

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

を導入 し 、envelope 　functionφを以下の よ うに Wannier 関数につ い て 展開す る。

φ（の 一 ΣΣ u
，（nt，

t）w β（デ
ー
殉 ≡ ΣΣ u

β（殉 ” β（デー殉 ≡ ΣΣ 駕β匝 ）1砿 β〉 、（43）
　 　 　 　 β　 涜 　 　　　　 　　　 　　　　 　　　β　 玩 　　 　　　　 　　　 　　　　 β　 痾
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N は Bravais格子の なかの 格子点の総数で ある。（43）を （41）に 代入す る 。 その とき Wannier

関数の 正規直交性を考慮す ると 以下の よ うな 連立差分非線形 Schr6dinger（NLS ）方程式が

得 られ る e

　　　　　　　z）　」。β（π，加 ）・
β  一 ω

2
Σ ・塩。ββ

’（1・ β
’  D・β（充）

　 　 　 　 　 　 　 ntβ　　　　　　　　　　　　　　　 β，β’

　　　　　　　　　　＋t・・

ζ卜・ ＋

多軸   D］
∂

劣1宛）・ 　 （44）

Clp （デ
ー
励，

∈1『一ζ1φ（りDは 夫 々 の 格子 点 冗，
’の 周 りに 強 く局 在し て い る 牟ら Wannier

関数の 局在性を考慮 して 行列 要素はすべ て site 　indexにつ いて 対角な もの の みを 取 っ た ．

Wannier 関数 につ い て の 行列 要素を以 下の よ うに 定義し て ある 。

　＜ α fii（一△ ＋ Vp（厂）1βnt ＞； 」しp （充，
挽；ω），

＜ α 充1（4p（デーfi）lpm＞ ＝ ⊂〜p α ，β△（亢，
ゲ鳬）， （45）

＜ α 充1・1（デー卵 β
’（nt

’

）1）1β・71＞ − ct
。ββ

r （luβ  D△（汀，
茄）・　 　 　 　 　 （46）

（45）の 第 2 式は 亢一independentと した．61
αββ

，（1uβ’  Dの 最も標準的な もの は以 下の Kerr

nonlinearity の 場合で ある。

　　　　　　　　　　　 cl。ββ’（lu，・t （苑）D − cl
。 ββ柚

’（冠）fi2・　 　 　 　 　 （47）

∈1α Oo’ は 定数で あ る。簡単の た め に single −band　approXimation を採 用 する と band　index

α
， β，β

t
をすべ て 落 とす こ とがで きて 上 の 式 は

　　　　Σ ・（
り 　 　り
nlm ；ω ）u （・i・）

一… t（1・（・）1）・（・・）・ i2・ ［・、P ＋ El （i・（・・）Dl
∂

響
）

　 （48）
　 　 　 　 而

とい う形 に reduce され る。 こ こ で 得 られ た NLS 方程式 に は ILM が 存在 す る こ とが 示さ

れ る。こ の こ とは 、photonic 　crystal を用い て photon 　trappingや photoll　trappingを あ る

経 路に沿 っ て連続的に起して 光の伝 送回路を作る こ とが 出来る こ とを示 して い る 。

　 envelope 　function　ip（r）， 頑功 が 時間に依 らな い 定常 問題で は （48）式は 以 下の よ うに

な る 。

　　　　　　　　Σ κ （師 ψ   一 ω
2u

（fi）＋ ω
2
・〜（嗣 D炯 ・ 　 　 　 （49）

　 　 　 　 　 　 　 　 而

K （
つ　　@

づ n ，「n； ω） ＝ ＜ α刺
（一 △

一
ω2 ♂（rl　1β M ＞ （5

j

こに φ（り＝・P
（ r @−1

i51
）
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は誘電関数 Cp （rl の 真空値か らの ずれ で あ る．行列 κ ＠）＝ （κ 碗， 癒 ω ））の 固有値 Ω（の
2

，

固有関数ψ4（萄 か ら定義され る格子 グ リー
ン 関数 σ侮，

而 ；ω ）を以下

　　　　　　　　　　　　G（醐 一
Σ喫辮

＊

　 　 （52）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 q

で 導入す ると （49）式は

　　　　　　　　　　洞 一 ω
2
Σ G （nち　m ；ω ）・IG鴛   D噸 ）　 　 　 　 　 （53）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 埖

とな る．（53）式は （21）式と 本質的に 同じ形 の 式で あ る。

（2）線形の 不純物の み を 含む 場合

　 この 場合は 半導体の 物 理 と対応す る。誘電関数の 周期性か らの ずれを以下の よ うに 表 し

　　　　　　　　　　　　　　〜（rl 一Σ ・1（ヂーゐ， 　 　 　 　 　 　 （54）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ♂

非線形の 場合 と同じ方法を用 い る と、（48）， （53）式は 、夫々
，
以 下の よ うにな る。

　　　　　　　E ・（鯒 ・輙 ）一 畑 ・ 叫 1P ＋ ・C］響 ， 　 （55）
　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　　　　・（π）一 ω
2
・1Σ σ（薦 ω ）面 ．　 　 　 　 　 （56）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
’

（56）式は不純物 を含 む格予 振動の 場合の 式 と全 く同じ形 を して い る。

　photonic　crystal に お け る非線形 性に よ る局在 モ
ー

ドの 観測結果の 要約を 図 10 に 示す

（18）・

図 10．非線形性に よる局在モ ー
ド （実験）

1：：：：：：：1
］
．　　，　，　層　●　　の　o鹽　　・　　●　　●　　■　　，　　印．　・　，　t　■　7　齢
●　o　■　　●　 0　 8　■
・　，　■　・　噂　■　●

図 IL 線状配列の 不 純物 と非線形 性の

　 場 合 （計算）
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　図 11では線状に配列 した 不純物と Kerr　nonlinearity が共存する場合の 局在モ ー ドの 数

値 計算の 結果を示 す ［24］。図 12 は 折れ 曲が っ た形 をした photonic　crysta1 の illustration
，

図 13はそれ に Kerr　nonlinearity が ある場合の 局在 モー ドのプ ロ ファ イルの 数値計算 の 結

果で あ る ［251。

〈
一

図 12．bentの あ る photonic 　crysta1 　 図 13．　bentと非線形 性に よる局在モ
ー

ド

V ．Bose −Einstein 凝縮 、
　 optical 　lattice、 物質波の 局在モ ー ド

　Bose−E三nstein 凝縮 、 超流動現象は 物理の い ろい ろな現象の なかで も最 もドラ マ チ ッ ク

な もの の
一つ で あろ う。そ の 理論的な研究は Bose、　 Einsteinに始 ま り Landau

，
　Feynman

等 に遡 るが 、 最 近 の 実験物理 、特に レーザー科学技術の 進展 は こ の 問題 を 物理 の なか で 最

もホ ッ トな分野の
一つ として い る 。 1995 年にアル カ リ原子 気体 の Bose−Einstein凝縮が

発見さ れ て 以 wa　Bose−Einstein凝縮の研 究は新たな 段階に入 っ た と見な すこ とが 出来 るで

あ ろ う 126］e 更に 、昨年は フ ェ ル ミ 統計 に従 うアル カ リ原子 気体の ク
ー

パ
ー

対の 超流動

現象が発 見されて い る ［271。 これ らの Bose−Einstein凝縮 は IO
−71

〈程度の 極超低温で 実現

され るが 、それ を実現する ため に レーザー冷却 と い う方法が 用 い られて い る。

　ア イ ンシ ュ タインが Bose 統計に従 う粒子 系は極低温で 奇妙な性質を示す こ とを始 めて

指摘し た こ とは 周知の 通 りで あ るが 、1916 年に発表され た 「量子論に おけ る輻射の 放出、

吸収 」 と い う題 目の 論文 ［281は レーザ
ー

の 物理の基 礎 とな っ て い る。そ の なか で ア イ ン

シ ュ タインは 誘導放 出の 概 念を導入 した。ア イン シ ュ タイ ンは こ の 論文で用 い られた方法

を使 っ て プ ラン クの 熱輻射の 式が非常に簡単に導かれ る こ と を示 したが 、彼は こ の こ とを

殊の 外喜んで い たそ うで あ る。ア イン シ ュ タ インの こ の 論文の 発表か らレ
ーザー

の 発見 ま

で は可 成の 年数を経 過 して い るが 、Townes は レーザーはそ れが世に 現れ る 30 年程前に

作れ た の で はな いか と述べ て い る。また 、ア イ ンシ ュ タ イ ンの 論文に はコ ヒーレン ス とい

うこ とばは 出て い な い が 、議論した とすれ ばそれ に類した こ と を言 っ たで あ ろ うと述べ て

い る。Bose−Einstein凝縮 とレ
ー

ザ
ー とい う二 つ の 分野で もア イ ン シ ュ タ イ ン は先駆的に

重要な基礎研究を行 っ たの で あるが 、レーザーは 既に現 代テ ク ノロ ジー
の い ろい ろな分野
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で 広 く用 い られ て い る こ とは 周知 の通 りで あ る。即ち 、レー
ザ

ーを使 っ た光 プロ セ ス技術

は 半導体、電子 部品 、光学機器 、IT、自動車、分析装置 、 医 療 、医療機器 、環境 関連 な

ど 、広範 囲な 分野 へ 普及 して い る。

　 ボー
ス 統計 、ボー

ス 粒 子等 に く らべ て ボー
ス 自身につ い て は余 り知 られ て い な い よ う

に 思われ るの で 本論に入 る前に Bose と Einsteinとの 関係に少し ふれ るこ とにす る。ボー

ス は アイ ンシ ュ タ イン よ り 15 歳 若 く、ア イン シ ュ タイ ンが 1905年に 3 つ の 分野 にお け

る論文を発表 した ときは 11 歳で あっ た 。 光電効果の 論文に影響され て ボー
スは静止質量

ゼ ロの 粒子に粒子数保存の 枠 を除い た統計を導入 して プラ ンク の 熱輻射の 式を導き 、そ の

論文を ヨ
ーロ ッ パ の 雑誌に投稿 したが受理 され なか っ たそ うで あ る。1924年ボ ー

スは ア

イ ンシ ュ タ イに こ の 論文を 同封 した手紙を送っ たが 、ア イン シ ュ タ インはそ の 論文が 当時

最 も権威が あ っ た Zeitschrift　f．　Physikで 受理 され る よ う取 り計 ら っ た と い われ て い る 。

　アル カ リ原子気体の Bose　Einstein凝縮が実験的に実現されてよ り、Bose−Einstein凝縮の

問題は最近 研究が最 も活発 に行なわれ て い る分野の
一

つ とな っ て い る。周知の 如 く、Bose−

Einstein凝縮体 を記述 す るマ ク ロ な 波動 関数 Ψ ≡ Ψ （々 ）は 以 下の 形 の Gross−Pitaevskii

方程式に よ り記述 され る 。

　　　　　　　　　　　　嶝 一 一蓋△Ψ ＋ ・1・1・Ψ，　 　 　 （57）

m
， g は 、それぞれ 、 アル カ リ原子 の 質量 、 イオ ン 間の 相互 作用の 定数で あ る 。 こ こで は 、

非線形性は 粒子間の 相互 作用に 由来 して い る。こ の 凝縮体 に 、図の よ うに sinusoidal 　fQrm

の レーザー光を照射する こ と に よ り周 期場 Vp（rl を導入す る こ とが 出来 る （図 14）。
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図 14．sinusoidal な レーザー
光 によ る周期場の 発生

こ の 周期場の 下で の Gross−Pitaevskii方程式は以 下の 形 を取 る

　　　　　　∂Ψ　　　h2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 →

　　　　　抗
蕊

一 一
翫

△ Ψ ＋・Vp（r）W ＋ glΨ12tP，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Vp（rl ＝ Vp（デ十 R ）． （58）

それ は photonic　crysta1 の 場合と 同様に周 期性 と非線形性が 共存し 、そ こ に 局在モ
ー

ドが

存在する こ とが分か る 。 こ こで 、R は格 子 ベ ク トル で あ る。 こ の こ と に 着 目して 演算子
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一（h2／2m △ ＋ Vp（兮の 固有関数 （Bloch 関数）か ら導かれ る Wannier 関数 ω を導入し 、巨

視的な 波動関数 Ψ を w で 展開す る と photonic 　crystal の 場合 と同様 に （（43）式参照 ）、展

開係数、即ち envelope 関数 u につ い て 以下の NLS 型の 非線形差分方程式が 得 られ る。

・・響 L
Σム嗣 ・（殉 ・ ・Σ隔 （脚 1 ，蜘   … 、（nt1）

’

・ 62（… ）（59）
　 　 　 　 　 　 肌

和は nt
，
ntl

，
而 2 ， β， β，，β2 につ い て 取 られ 、　 Wannier 関数に つ い ての 行列 要 素を以下の 如 く

定義して あ る。

　　　　 h2
＜ α刺（一盡万

△ ＋ v （厂）1βnt ＞ ＝ Ja（凧 而）△ （α ，β），

　 〈 α 充β、nt，lpnt，
　P2M， 〉 ＝ 監 ββ、β、佩 而

，
而 b 疣 2）

single −band　approximation の 下で 上 の 式は

（60）

ih
∂

響L
羃

・（凧殉 u   ＋ 9ΣΣΣ珂！（充凾 挽 1 ，而 ・）u （殉 u （滴 1

　 　 　 　 　 　 　 肌 　 r防 1 　 M2

）
’

・ （… ） （61）

とな る．（59）， （61）式 も数値計 算で 解く こ とがで き る。 こ こで は物理的に最 も興味 あ る解

は渦 解と ILM 解で あ る。渦解は 超流 動体 で 典型的 な もの で あ るが 、　 ILM は opti ¢ al　lattice

固有の もの で あ り、sinuso 三dalな レーザーで 超流動体の なか に 作 られ た 周期場 と イオ ン 間

の 相互作用によ る非線形 性によ り生ずる物質波の 局在状態を表して い る 。尚、こ の 二 つ の

非線形モ
ードは 実 験的 に も観測 され て い る ｛29］。optical 　latticeの バ ン ド構造の 例 を図 15

に示し 、ILM の 実験結果 を図 16（29）、数値計算結果を 図 17 ［30亅に示す。

図 15．optical 　laむticeの バ ン ド構造 図 16．　 ILM の 実験結果 （概略）

図 17．optical 　latticeに お ける ILM の 計算結果
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　Bose 凝縮相に周期場を付加 した optical 　latticeは極超低温 にお いて の み実現 可能な物質

で あ り、それ に対する興味は現在 の と こ ろア カデ ミッ クな 範囲に止ま っ て い るよ うに 思わ

れ る 。 こ の optical 　latticeの 問題が quantum 　information　processing 等 に適用 出来な いか

とい う最近の は な し等が あ る。

VI ．結語、感想 と謝辞

　思 い もか けず この 論説 を書 く こ と に な っ たが 、それ は 物理 の 同窓会 におけ る提案が 発

端 とな っ た もの で あ る 。こ の 解説で は 、「ア イン シ ュ タイン と非線形の 世界」 とい う題 目

で 、 （a）軸対称重力場の 方程式 と Heisenbergス ピン 系 、 （b）intrinsic　localized　mode （ILM ）

とそ の 量子化 、（c）photonic　crystal ， （d）optical 　latticeに於 け る ILM とい う四 つ の 問題

に お ける 自己の 研究で ア イ ン シ ュ タイン との 係わ り合い に つ き 論じた 。 換言すれ ば 、 ア

イン シ ュ タイン の 仕事 を 自己の 研究 に関して 非線形とい う側面か ら考察した もの で ある。

緒 言 で もふれ た が 、それ は ア イ ン シ ュ タ イ ン の 業績の 説 明とし て は大 変
一

方 的で 片寄 っ

た もの とな っ て い る 。 （a ）で はア イ ン シ ュ タイ ン方程 式 に物理 的 に意 味 の あ るソ リ トン 解

が発見 された らすば らし い と 思 う．（b）で は本来線形 的な量子 力学と非整合の 関係に あ る

非線形 力学系で 量子化の 方法が見 出され るで あろ うか と思 う ． （c）で は局 在モー ドの 物理

か ら photon 　trapping
，
　photon 　circuit 等 の テ ク ノ ロ ジー

へ の 進展 を期待して い る 。（d）で

は optical 　lat七iceにお け る局在 状 態が テ ク ノロ ジ ー的 に 役に た つ こ と、例 えば 、　quantum

information　processing の 問題 に繋が らな い だ ろ うか と思 う。

　 今 回の こ と が契機 と な っ て 、学部卒業後 50 年以 上にな っ て始 めて 、ア イ ンシ ュ タ イ

ンの 1905 年をはじめ とす る幾つ か の 原論文に接 した 。そ の た め に京大基礎物理 学研究所

（基研 ）の 地下の 書庫に 度 々 足を運ん だが 、こ の ような経験はなかなか得 られ な い こ と を

実感した 。The　Collec七ed 　Papers　of 　Albert　Einsteinとい う論文集の ペ ージ を捲 っ て 深 い

興 味を覚 えたが 、それ らの い くつ か を列 挙して み る と ：（i）ア イン シ ュ タイン の 原論文は

必 ずし も読み 易い 形に は書かれ て は い なか っ た （本に書 い て あ る ア イン シ ュ タイン の 理 論

は例 外 を 除き 高校 の 数学程度の 知 識で 理解 出来 ると い う説が あ る ）。（iり特殊相対性理論

の 論文の題 名が
” On　the　electrodynamics 　of 　moving 　bodies” （英訳 ）とな っ て い て それ が

相対性理 論の 論文と idelltifyす るの に少 し時間を要した 。（iii）質量とエ ネル ギー との 同等

性 を示 した 1905年の 最後の 論文 には 例 の E ＝ m （9 とい う式 そ の もの は い くら探して も見

当 た らなか っ た。（iv）特殊相対 性 理 論 と E ＝ mc2 の 論文に もは 引用 文献が
一

つ も無か っ

た 、等 等で あ る。幾つ か の volume か ら成 るこ の 論文集 を読め ばアイ ン シ ュ タ イ ン に 関す

る今迄知 らなか っ た多 くの はな しに 出会え ると思 う （万事に忙 し い 現代人 にはそ の よ うな

一 620一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

ア イ ン シ ュ タ イ ン と 非線形の 世界

時間は な いか も知れな い ）。其の 他い くつ かの 資料の参照に も基研 の 図書室 を利用させ て

頂 い た 。 海外の web 　site には実に多 くの 話題が あっ た。こ れ らを総合して 、アイン シ ュ タ

イン にっ い て 今迄知らな か っ たこ とが いろい ろあるこ とが分 っ たが 、 そ の 過程で 幾度とな

くア イ ンシ ュ タイン の 偉大さを 再認識する こ とにな っ た ．ア イン シ ュ タ イン は史上最大 の

科学者 の
一

人で ある とい う こ とに誰 も依存はな い で あろ う．

　　ア イ ンシ ュ タ イ ン は 晩年プ リンス トン で家か ら研究所まで 毎朝バ ス で 通 っ て い たが 、

乗 り合わせ て来 る人た ちは 、目礼は して も、殆ど誰も話 し掛けなか っ た とい う記事に 昔接

した よ うに思 う 。

　 WYP に 関心を寄せ られ た 黄檗会 の 会員諸氏、基研 、 ミス タ イプ等 を指摘され 原稿を

修正 して い ただ い た物性研究刊行会に 謝意 を表し ます．
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