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は じめ に

こ の 研 究会は 今回 で 3 回 目を迎えた 。 こ れ ま で 、生物学や 物理化学 の多 くの 専 門家に

よ っ て 、非 専 門家向けに 生物学 にお け る様 々 な現象に つ いて レ クチ ャ
ー

して頂 い た こ

とに 深 く感謝し た い 。

　 そ こ に お いて 、生体現象は実に様々 で 、それ らを理解するた め に実に 多様な数 理的

手法が 用 い られ て い る こ とが 分か っ た 。そ こ で は 、 様々 な状況に あ っ た 個々 の 方法が

取 られ て い るが 、そ れ らは 一
つ

一
つ が ば らば らな の では な い 。そ の 世界に は確 固と し

た 共 通の 原理が 存在する こ とが 、こ れ まで の こ の 研 究会で の 講演か ら も明 らか に な っ

て い る 。 こ こ で は 、そ の
一

つ の 「原 理 」 を取 り上 げ た い 。

　 生体現象は 多 くの 種類の パ タ
ー

ン を持つ 。 例えば、魚や シ マ ウマ の 縞模 様の よ う

な非常に マ ク ロ な もの か ら、体内時計 の よ うな ミク ロ な 相互 作用 シ ス テ ム の 中に現れ

る も の まで 様々 で ある 。そ の よ うな現象 はす べ て 、様 々な 種類の タンパ ク質ど うしが

相 互 作用す る こ とで 複雑 にか らみ 合 い な が ら形成 され て い る 、シ ステ ム の 中か ら現れ

る 。一方で 、タン パ ク質問の 相互 作用 を化 学反応 と して みれ ば、それ は お互 い の 分子

が持つ 電子軌道を共有する こ とで 反応が お こ る 。 電子 の 軌道を追跡する こ とは 不可 能

で あ り、そ の 意 味で 電子 軌道は 極 め て ラ ン ダム で あ る と い える 。

　 ま とめ る と 、ミク ロ な ス ケール で 、電子ど う しの ラン ダム なや り取 りが 積み 重な っ

て 、（電子 の もの に 比べ て ）大きな ス ケ ールか ら見 る と、パ タ
ー

ン を形 成する の で ある。

　 こ の よ うな一般的な 原理 は 生 物 の 持 つ 特 有の 現 象で あ り、 そ れ を理 解 した い こ と

か ら こ こ で の 話し は始ま っ て い る 。

1　 ミク ロ なス ケ ー
ル におけ る写像の 繰 り返 し と合成

さて 、 ア：［O，
　li→ ［O ，

　11を連続な 写 像 とする 。 こ の 時、その 繰 り返 し ：

｛x ，f（〔む）， ∫
2
＠）， ／

3
＠），

＿
， ノ

π

＠），
＿ ｝

の 軌道は n が 十分 大き い 時に 予測不可 能 と い う意味で ラ ンダム で ある 一方で 、そ の 解

析的な研究は 力学系の 分野で 深 く成 され て い る 。こ こ で は 、そ の 軌道 ｛fn（勾｝n ，。O，
1

，
＿

を 一
つ の 分子 の 電子 軌道に 対応させ て 、それ らの 間の 相 互作用 を定 め 、そ れ らをマ ク

ロな 視点か ら見て み る n

　 こ こ で 、 二 つ の 写像 ：

　　　　　　　　　　　　　　／，g ： ［O，
　1］→ IO，　11
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を と り、それ らの 繰 り返しを次の よ うに あ らわ す。

　　　　　　　01 ＠）一 ｛fk＠）｝k。・
，
1，，．．，

0 、＠）一 げ ＠）｝即 ，．．．

こ こ で は 、そ れ らを oscillatins と呼ぶ （【K3］）．

　 今、片側符号力学系を ：

丿（2 ＝ ｛（α・）
ab ・・’）・ ai ∈ ｛0，

1｝｝

で あ らわす 。 そ の 時 、 各元 k ＝ （ko，
kl

，

　　　　　　　　　　｛hM （x）｝m ＿o
，1，．．

を次で 定め る。 まず、

＿ ）∈ X2 に 対し て 、フ ァ ミ リ
ー

の 区間写像 ：

．　 hm ； ［O，
1亅→ ［0，

　1］

　　　　　　　　　　　　　醐 一 ｛綜 ゴ1
とお く。そ の 時 、 hk を次で 定 める ：

　　　　　　　　　　　hm （■ ）≡ dkm　o　dkm＿io
… o　dkD　（x ）．

hm は （k，
　f，

　g）で 定 まる こ とに 注 意した い 。

　 今 、

　　　　　　　　　　　　　　 π ：［O，
1亅→ ｛0 ，

1｝

を 、π （［O ，　S））≡ 0、 π （（圭，
　il）≡ 1 とお く。 こ の 時 、各 x ∈ ［0，

1］に つ い て π と hk を合

成す る こ とで a ．e ．　 x に 対 して 別 の X2 の 元 ：

　　　　　　 π （（h
’

（X ），
hl＠），

＿ ））三 （π 。 ん
゜

ω ，
π ・ ん

1
ω ，

＿ ）∈ X 、

を 得 る ．則 ち 、（x ，
　f， g）を 固 定 す る と 、疋　∈ 　X2 に 対 し て 、 別 の 元

π （（hi（x ），
hl（x），

．tt））∈ X2 が 定ま っ た 。 これ に よ り、次の 写 像 ：

　　　　　　　　　　　　　　Φ＠，ア，9）： x2 → x2

が Φ（x ，f，　g）（k）≡ π （（hO（x ），
hユ

（．r），
＿ ））で 定 ま る が 、それ をこ こ で は interaction　map

と呼ぶ 。Interaction　map は
一

般に は連続な写像で あるが 同型で は な い 。そ の よ うな

性質は 、点 x ∈ ［O，
1］の 取 り方に依存して い る 。

　 さて 、Φ＠）≡ Φ（x ，f，g）の 繰 り返 し ：

　　　　　　　　　　　　　｛Φ＠）
t
（k）｝t＝O，1，＿ ⊂ X2

を考 えて み よ うe こ れに よ り、二 つ の パ ラ メータ ーが 現れ た こ とに な る 。Osci11ation

｛fn（x ）｝n ．．o，1，＿の n と、上の tで あ る． （）（x ）と い う写像は 、！や g の すべ て の n に つ

い て の 値 ｛f（x ），gn （x）｝が あ る程度分か らな い と定 ま らな い 。
’
ある程度

’

と い っ た の

は 、そ の π に よる像が分か っ て いれ ば 良い の で 、い っ て み れ ば、そ れ らの 問の 相互 作

用 の 　お お まかな形
’

が 分か れ ば 良 い と い え る 。 そ の 意 味で 、tの ス ケール は π の も の

よ り大 き く、Φ＠）とい う写 像か ら導かれ る幾何学 的な 性質の 中に 、始めに 述 べ た 「マ

ク ロ なパ タ
ー

ン 」 を見っ け る こ とが その 原 理に 対応するで あろ う。
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2　 マ ク ロな ス ケ ー ル に おける 自己同型群 と可積分系

今 、x ∈ ［O，
1亅が 正 則（regular ）で あ る とは 、Φ（x ，

　f，
　g）：X2 　or　X2 が 同型 写像を導 くと

き をい う。R （！，g）⊂ ［0，
1］で 正 則な点全体をあ らわす。 この 時、

　　　　　　G ＝ gen ｛Φ（x ，f， 9）：x ∈ R （／，9）｝⊂ Aut　x2 ； Aut  

を正 則な Φ＠，f，g）で 生成 され る X2 の 自己 同型 部分群 とす る 。　G は フ ァ ミ リー
の 写

像 （f，g）のみに よ り定 まる a 　Aut 曙 は非常に大きい 群で あ る こ とが知 られて お り、
一

般には G は非 常に 大き い か 、 また は 空集合か もしれ な い 。

　 さ て 、f と g の 二 つ の 元 によ る相互作用 は 、 よ りた くさん の 写像ど うし の 相互 作

用 に 一般化する こ とが で き る 。そ の 意 味で 、次の こ とが わか る。

Theorem 　2．1 （K3 ）There　isα　family｛∫，
　g，

α
， β｝，

　four　maps 　on 　the　interval　so

that‘he　corrrespOnding 　G 　is　isornomp冫hic　 to　the　SO −Cα〃ed 　lamplighter　group，
‘he　semi

direct　product　of   zZ2 　with 　Z 。

Lamplighter 群は幾何学 的群論で 良 く知 られ た もの で 、 二 元 生 成無 限表 示群 で あ る 。

こ の こ とは 、 ミク ロ な相互作用 に 対応する 写像 達 を選ぶ こ とに よ り、それ らの 間の 柑

互作 用か ら定 まる 、 マ クロ な対 象で ある 自己同型 部分群が よ い 性質を持つ こ と を い っ

て い る。

　 次に 、可積分系で 良く知 られ て い る 、Lotka　Volterra方程 式 ：

　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　 d
　　　　　　　　　　　　　謎

一 ・
・ （・tn一ト1

− eq− 1）

を扱 う。 これ は 生物ど うし の 補食 の 関係 を記述 した もの で あ る。 これ を 離散化、さ ら

に は 超離散化す る こ とで 、次の Lotka　Volterra　cell　automaton ：

　　　　　　　・鈷
’ 一鵐 一 m ・x （0，鵐＋ 1

− L ・）− m ・x （0，
・嵩 一 L。）

を 得 る こ とが で き 、 こ の 解はソ リ トン を持つ こ とが 知 られ て い る 。

　 さ て 上 で は 、π ： ［0，
1亅→ ｛0，

1｝を 用 い たが 、も う 少 し 細か く、π L ： ［O，
　1｝→

｛O，
　1

，
＿

，
L − 1｝を 全 く同様に 定め る こ とが で き る ． また 、　XL ＝ ｛（α o ，

al
，
．．t）： ai ∈

｛0，
　1

，
＿

，
L − 1｝｝と置 くこ とで 、 片 側符 号 力学系 の アル フ ァ ベ ッ トの 数 を増 や し て

お く。

　 こ れに よ り、写像 の 有限個の フ ァ ミ リ
ー

｛fi｝i か ら次 の interaction　map ：

　　　　　　　　　　　　　 Φ（x ，｛fi｝i）：XL → XL

を同様に 得 る こ とがで き る 。 こ の 時、そ の 繰 り返し ：

　　　　　　　　　　　　｛Φ＠， ｛fi｝i）t（k）｝t＿o
，
1

，
．tt⊂ XL

を 考え る 。
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The ・ rem 　2・2 （K3 ）There　is α ∫襯 吻 ｛轟｝i　3・ 伽 t　tんε c・rresp ・ndtng 　itelution

｛Φ（偽 ｛fi｝∂亡

（k）｝伝 0
，
1

，
＿ 9勿e　sotutions 　Oノ孟んe ．乙0醜 α Volterra　cell　autom αton．

　 Jn　Pαrticulαr　tんey 　contain 　solitons ，

　 エ ン トロ ピー
： この よ うに 、写像の フ ァ ミ リー を 用 いる こ とで 、可積分 系や樹木

へ の 作用な どを構成する こ とが で き る。生物学の 見地か らは 、 これ らミ クロ シ ス テ ム

に多少の 揺 らぎが あっ て も 、 マ ク ロな シ ス テ ムが安定で な けれ ば長い時間生体を維持

する こ とは で きな い 。そ こ で 、フ ァ ミ リー
の 写像の 構造安定性を研究する こ とは 自然

と い える 。第一 ステ ッ プ として 、位相的エ ン トロ ピ ー を考え よ う。 こ こ で は本質的に

二 つ の エ ン トロ ピー
を考え る必要が あ る。則ち、ミ ク ロ にお い て 、フ ァ ミ リー

の 写像

の 相 互作用 の エ ン トロ ピ
ー

、そ して マ ク ロ に お い て 、それ らか ら構成 され た 相互 作 用

写像 Φ の エ ン トロ ピーで ある 。概念 的には 、 ミク ロ に おけるエ ン トロ ピー
は値が 高 く

相対的に マ ク ロ な ほ うは 低い こ とが 、 パ タ
ー

ン 形成 を計るある程度 の 目安にな るで あ

ろ う。

　 ／，g ： ［0，
1】→ ［0，

1］とし 、Φ（x ）：X2 → X2 を相 互 作用写像とする。今、フ ァ ミ リ
ー

の 相互 作用 写像を

　　　　　　　　　　　　 Φ ；X2x 【0，
1】→ X2x ［0 ，

1】

Φ（k ，
　x ）　＝ （Φ（x）（k），

x ）で 定め る 。

　
一

般に 、距離 空間 （Y ，
　d）とそ の 上 の 連続写像 ！： yF → y に 対して 、位相的エ ン ト

ロ ピー
蝋 （Y ，

　d），f）∈ R が 定 まる 。 マ ク ロな相 互作用 写像 とミ ク ロ な フ ァ ミ リ
ー

の 写

像の 両方の 性質が 反映す るエ ン トロ ピ ー
を こ こ で は定め る 。

De 丘nit 量on 　2．1 跣 e　interαction 　entropy 　is　given 吻 tんθ topologicαl　entorop 忽’

ht（∫，9）＝ んε（Φ）．

　 f，g 二 つ の 写 像 か ら 作 ら れ る 相 互 作 用 写 像 Φ（x） に つ い て 、Φ（x ）（k）
＝ （k6 ，

kl
，
．．．）と お くと 、 梶が （ko，．．　一．，

ki）で 決 ま っ て し ま う こ とか ら 、単独 の 相 互

作用写像の 位相的エ ン トロ ピ ー ht（Φ（x ））は 自明に な る こ とが分か っ て い る 。

一
方で 、

Lotka　Volterra　cell　automaton などの 場合は 、　ki
＋1 まで の 情報 、 つ ま り

一
つ 先の こ と

まで 分か っ て い な い と 梶が定ま らな い 。この こ とに よ りその 位相 的エ ン トロ ピーは 自

明で はな くな る 。 この こ と と 、ソ リ トン形成に な に か 関係が あれ ば面白い 。

　 ソ リトン は 数理 物理 の 様々 な 場 面で 発 見 され て い る極めて 重要な現象で あ り、そ

の 形成 の メカニ ズム を理 解す る こ とは 大 問題で あ る と思われ る 。フ ァ ミ リ
ー

の 写像か

ら作 られた相互 作用写像の 「ソ リ トン 具合」 （つ ま りどの く らい ソ リ トン の 持 つ 性 質

に 近 い か ）を 計る よ うな エ ン トロ ピー
を構成す る こ とが 望 まれ るが 、それ はおそ ら く

は 位相的エ ン トロ ピー
よ り細か い 情報を必要 とす る よ うに 思 え る 。
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3　空間の 形成

DNA か ら構成 され る相互 作用シ ス テム か ら タン パ ク 質が 作 られ る 。タ ン パ ク質は 何

か形を持 っ た実体が あ り、 タン パ ク質 の 機 能は 、 本質的に そ の 形で 決定され る 。

　 そ こで 、上 で 行われ て い る フ ァ ミ リ
ー

の 写像間の 相互作用か ら、何か 空間を構成

するこ とが 自然に考え られ るが 、 これ を

Space　form　problem

と こ こ で は 呼ぶ （［K4D 。 こ こ で は 、　 space 　form　problem の
一

つ の 定式化 を述べ る 。

　
一般的に 、 フ ァ ミ リ

ー
の 写 像を用 い る こ と で 、相互 作用 の グラ フ と こ こ で 呼ぶ 有

限グラフが 以下 の よ うに し て構成され る 。そ れ は 初期条件 Xo を与え る こ とで 、 自動

的に 有限グ ラ フ の 無 限列 ：

　　　　　　　　　　　　　　　Xo
，
　X1

，
　X2

，
＿

を成すこ とが 示 され るが 、そ れは符 号 力学系の 有限グ ラ フ 版 と言え る 。幾何学的に 符

号力学系は 、マ ル コ フ 分割など 空 間上 の 写像か ら引き 出 され る力学系の 、大域 的な 性

質を記述 す る もの として あ らわ る こ とか ら、 こ こ で はそ の 逆問題 を考え る 。則ち 、相

互 作 用 の グ ラ フ の無 限列 か ら 、ある空 間 X とそ の 上 の （自己 同 型 ）写 像 ．4 と構成 す

る こ と を考 え る。そ の 時 （X ，
A）は上で 述 べ た space 　form　probelem にお ける 一

つ の 定

式化を与え 、イ メージ 的に は タン パ ク質 x とそ の 状態 ＠，
A （X ），

A2（X ），
＿ ｝を与え

る よ うな もの で ある。

　 そ こで 、 まず 相互 作用 グ ラ フ を構 成す る ．f，g ：［O ，
1］→ ［O，

1】を取 り、Φ（x ，
　f，g）：

X2 → X2 を相互 作用 の 写像 、π ： ［0，
1亅＼圭→ ｛0，

1｝を 射影 と す る。 さ らに 別 の 連続写

tw　d ： ［O ，
1】→ ［0，

11を とる 。

　 今 z ∈ ［O，
　1］とある ん∈ X2 に つ い て 、 次の 等式 ：

Φ（X ，f，g）（k）一 π （（d（Z），
d2（の，

．．））… （π （d（の），
π（d2（Z）），

＿ ）∈ X2

が 成 り立 つ とする 。 こ の 時 、 marked 　oriented 　edge を

（ノ，の
（璽 （d，の

で 書 く。

　 分子 間の 相互 作用は 、そ れ が 行わ れ る部位に お い て 近 接する こ と に よ り可 能 とな

る 。そ して そ れ ぞれ の 形が お 互 い に 重な りあ う こ とに よ り近 接す る こ とがで き るの で

ある 。 こ こ で はその 形 を X2 の 元 とみ なす こ とで 、上の 等式 は二 つ の 分子が近接 して

い る 状態 と見なす 。よ っ て 上 の 矢 印は相 互作用 して い る状態 を現 して い る 。

　 これ を一般化 して 、 フ ァ ミ リ
ー

の 写像 仙 ，
＿

， 九｝と フ ァ ミ リ
ー

の 点 ｛置O ，
・一・，Cl｝

をと る．各 色ゴ，   ∈ ｛O，
＿

，
k｝

2
× ｛Xo ，

＿
， 鋭 ｝に 対 して 、焉（1，ブ，  ∈ X2 を与え よ う。
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こ の よ うに して ・符号列 の フ ・ ミ リ
ー

｛k（i，
・」，

・・h）臨 野 ⊂ x ・が 与え られ た 。 こ れ

らに つ い て 、頂点と エ ッ ジ の 集合を以下 で 定め る ：

　　　　　 y
「

＝ ｛（fi，x ゴ）；0 ≦ i ≦ k
，
0 ≦ 」≦ 1｝（the　set　of　vertices ），

　　　　　E − ｛e、，、，、、・（f、，
・・h）

（乃 ・題
” ん））

（！祠 、｝（・h， 、e・ 。f，dg，、）．

Definition　3．1　 An 　interαetion 　graph　is α marked 　oriented 　graph，
　where 　the　set　of

vertices ・V 　and 吻 ε5　E αre　given　as　ab ・ve ．隴 伽 0孟ε 励 〃ノ

　　　　　　　　　　G’

（｛fi｝翫 毋ゴ｝1；｛臨 ブ，
釦 ん）｝雛蛤

＝1
）

　 この よ うに して 、写 像 、点、そ して符号列 の フ ァ ミ リ
ーか ら相互作用 の グ ラ フ Xo が

与え られ た 。さて 次 に これ らの フ ァ ミ リ
ー

か ら相互作用 の グ ラ フ の 無限列 を与 え よ う。

　　　　　　　　　　X ξ廷 Xダ＋LX
、 xX 、 ×

…
・ X 、

とお く。 この 時、 フ ァ ミ リ
ー

の 相互 作用 写像か ら ：

　　　　　　　　　　　　　　　Φ ； x 夕 → xξ，
‘

の 写像が 定 ま る 。 こ こ で 、

　　　　　　　　　　　Φ（｛k（i，ゴlx ）｝）＝ ｛鳶
’

（i，ゴ，
x ）｝，

　　　　　　　　　　　k，

（i，ゴ， x）≡ Φ（f≧， 方，   （k（f， ゴ，
：））．

これ に よ り、別 の 相 互作用 グ ラ フ ：

　　　　　　　　Φ
、（o （  ξ；｛・

ゴ｝1；齢 ，ゴ副 ｝））

　　　　　　　　　　　　　 ＝ c （｛fi｝夕；侮 ｝1；Φ（｛k（i，
　」，

　Xh ）｝））．

が 与え られ る 。 こ れ を繰 り返す こ とに よ り、相互 作用 グラフ の 無 限列 ：

　　　　　　　　 （Go ，
GI

，
＿ ），

　　　　　　　　α ＝ σ（｛fi｝歪『；｛置ゴ｝1；Φf
（｛k（i， ゴ，

Xh ）｝｛：1添竺＝t
）），

が 与え られ た 。 こ の 列は 、有限グラ フ の 有限集合の 列 と して 構成 され て い る 。

　 さ て 、組み合 わ せ 論に お い て 、有限グ ラ フ か ら構成 され る 多項式 環の イ デ アル 、

トー
リッ ク イデ ァル にっ い て 深 い 研究が ある 。 こ こ で は それ を用 いて 空間とそ の 上 の

写像に つ い て の 定 式化を 以下 で 定 め る e （Go ，
G1

，
．．．）に 対応 して 、 トー リッ ク イデ ア

ル の 無 限列 ：

　　　　　　　　　　　　　　　　（lo，
　Ji

，
＿ ）

が とれ る。
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　 今 、 V を代数 多様体 とし 、 ア フ ァ インチャ
ー

ト ｛Vi｝とそ の 定義イデ アル ．Jiを と る。

V 上 の 自己 同型 写 tw　A が ｛（Vi，
」∂｝詮1 に つ いて （stable ）αlgebraic　Markov 　partition

を与え る とは 、 各 iに つ い て あ る 」があっ て 、

A （Vi）⊂ Vj

を満たす こ ととす る 。

Spαce　form　problem’ 相互 作用グ ラ フ の 無 限列か ら定ま る トー リッ クイデ アル の 無限

列 （lo，
　Ji

，
．．．）に 対 し て 、それ が い つ あ る （V ，

　A）の 代数的マ ル コ フ分割か ら定 まる も

の に な るか 。

　 こ の 構成に は相互 作用グラ フの 組み 合わ せ 論的な性 質を調 べ る必 要が ある こ とが

分か る 。

　 また 、複素幾何学と の 関わ りに お い て 、 トロ ピカル 幾何学と の 関 係か ら、射影幾

何学 に お け る 双対性を用 い て 、オ ー トマ トン の 間の 双対性が 存在する こ とが分か っ て

い る （［K4D 。

4　終わ りに

最初に 生体の 数理 現 象に は 様々 な 原理 が 働い て い る こ と を述べ た が 、 こ こ で は 主に パ

タ
ー

ン 形成の 現象 、 特に分子 生物学の 中心教義に 関わ る こ とに つ い て 取 り上げた 。そ

の 他の もの と して少 な くと も次 の 三 つ 、突然変異 （比較的短 い 時 間）、進化論 （長い

時間 ）とそ し て 免疫が 挙げ られ る 。

　 曖昧な 言 い 方で は あるが 、 進化 論に つ い て は ス ケ
ー

ル 変換 に 関わ る 数学 、免疫に

つ い て はな に か本質的に 等式の 解析がで き る 数学がそれ ぞれ有効で あ る よ うに 思 われ

る 。突然変異に つ い て は まだ よ く分 らな い 。等式の 数学 と して 特に 作用 素代数が 可能

性が ある よ うに 筆者に は 思え る。
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