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状態密度を計算す るモ ン テ カル ロ 法を用 い た

　　　　　　　　Fisher 零点の 研究

東京都立大学 理 学研究 科　　岡部 豊
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　複素温 度平面 上の 状態和 の零点 （Fisher 零点）分布は 、相転移研究 の 有力 な手段 で ある 。 こ こ

で は、エ ネル ギー状態密度 を計算 す るモ ン テ カ ル ロ 法 を利用 して 、準結晶上 の イジ ン グ モ デ ル の

Fisher 零点を議論す る。規則格子 の 場合 と 異な り 、 準結晶上 の イ ジ ン グモ デル の 零点は、ある曲

線上 に乗る の で はな く複素平面で 広 く分布す るこ とを示 し、ま た有限サイズ ス ケー リン グの 性質

につ い て議論す る 。

1　 状態和の 零点

　Yang −Lee ［1亅の 先駆 的な研 究以来 、 複素平面 上 の 状態和 の 零点分布が議論 されて きた。　Yang −Lee

は磁揚変数に 関す る零点を取扱い 、イ ジ ン グモ デル の 複素ア クテ ィ ビテ ィ （e
−2H ！kT）平面にお け

る状態和の 零点が単位 円上 にある こ とを示 した。こ れ に対 して 、 Fisher［2】は複素温度平面にお け

る状態和の零点 を論 じた 。 こ の 議論は い ろ い ろ な相互 作用 を もっ 系 に拡張 され、複素平面上 の 状

態和 の 研究は相転移の 有力 な研究手段とな っ て い る。Derrida 等 ［3】による研究を初め と して、最

近、ヒ エ ラル キ
ー構造 をも つ 格子 上 の 状態和 の 零点 に興味を もたれて い る ［4 ，

5］。こ こ で は最も基

本的な 自己相似性の 構造を もっ 準結晶上 の イジ ン グ ス ピ ン 系 の 状態和 の 零点を議論す る 。

　その 前に 2 次元規則格子 上 の Fisher零点に つ い て 整理 を して お く。複素変数 と して a 　＝ 　e2J ／kT

をと っ た と きの零点を図 1 に 示す。他 に e
− 2J／kT

，
e4J ／kT

，
ta皿 h （2」／leT）な ど の 変数に関す る零点

を用い る場合 もある こ とを注意 してお く。

　さて 、 変数 a ＝ e2
・J／kT に 関す る状態和の 正 の 実軸上 の零点が転移点を与 える a 蜂の 巣格子 と三

角格子 、ダイ ス 格子 とカ ゴ メ格子 は互 い に双 対で あ り、正 方格子は 自己 双対格子で ある。表 1に 、

（1）正 方格子　　（2）蜂の 巣格子

画 1
　 　 　 　 　 　 　 　

’
　 　

°
　　 氤帥　

‘

冨

互

（3）三 角格子 　　（4）ダイ ス 格子　 （5）カ ゴ メ 格子
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図 1： 2次元規則格子上 の イジ ン グモ デル の Fisher零点

エE−mai1 ： 0kabe ◎phys．me 七ro −u ．ac ．jp
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表 1： 正 方格子 、ダイ ス 格子 、カ ゴ メ格子 、ペ ン n 一ズ格子 、双対 ペ ン ロ ーズ 格子 の 比 較

2次元格子 正 方 ダイ ス カ ゴ メ ペ ン ロ ーズ 双対 ペ ン ロ ーズ

z （平均）

bipartite

廿11strati ・ n （AF ）

イ ジ ン グの 鶤1」

4yesno2

．269

3，6 （4）

yesno2

．406

4noyes2

．143

」7 （4）

yesno2

．392

4noyes2

．150

い ろい ろな 2 次元格子を比 較して ある 。 最近接格子 点数 （z ）が 4，あ る い は平均 と して 4 で あ る格

子を取 り上げて ある 。 後に議論す る準格子で ある、ペ ン ロ ーズ 格子、双対ペ ン ロ ーズ格子 もあげ

て ある。 2 っ の 副格子分解がで きるか （bipartiteで あ るか ）、 そ れ と反対の こ とで あ るが 、 反強磁

性 系の場合 に フ ラ ス トレーシ ョ ン を生ず るか どうかを示 して ある。また、イジ ン グモ デル の 転移

温度 （T ，／J）も与 え て あ る。なお 、規則格子 の イ ジン グモ デル の 転移 温度は厳密な値で ある。

2　準結晶上 の ス ピン 系

　準結晶の 発 見 圈 以 来、準格子の構造だ けで な く、準格子上 の ス ピ ン系の 相転移な どの 物理 系の

性質が研究 されて きて い る ［7，
8］。 準格子 は規則格子 とラ ン ダム 系の 中間的な性 質を もっ とい え る

の で 、ス ピ ン系の 相転移に関 し て 、次の よ うな問を投げか けるこ とが で きる。（1）準格子上 の ス ピ

ン系の 臨 界現象は規則格子や ラ ン ダム 系の 臨界現 象 と異 なるか ？ （2）長 さス ケ
ール の 自己相似性

が臨界現象 に何 か 役割 を果すか ？

　岡郭 新関 ［7】は 、
ペ ン ロ

ーズ格子 上 の イ ジ ン グモ デル をモ ン テカ ル ロ 法に より研究 し、転移温

度 と臨界指数 を精度良 く評価 して 、臨界現象は規則格子上 の イジ ン グモ デル と同 じであるこ と、す

なわち、同 じユ ニ バ ーサ ル ク ラ ス に属す る こ とを示 した。また、ペ ン n ・・一ズ格子 の 格子 点に ス ピ

ン を置 く の で はな く、その 中心 に ス ピ ン を置 くこ とに よ り、双対格子 を作 る こ とが で き、これ を

双対ペ ン ロ
ーズ 格子 と よぶ こ とにす る 。

こ の 双対 格子上 の イ ジ ン グモ デル を モ ン テ カ ル ロ 法 を用

い て調 べ 、規則格子の 双対格子 の転移 温度の 間に成 り立 っ 双対関係

sinh （2」1Tc）sinh （2JITe
＊

）＝ 1 （1）

が準格子 の 場合に っ い て も成 り立 っ こ とを示 した ［7］。こ こ で T
。

半

は双対格子 の転移 温度で ある。

　表 1 には、ペ ン ロ
ーズ 格子 お よび双 対 ペ ン ロ

ーズ 格子上 の 性質もま とめて あ る 。 注 意す る こ と

は、平均 的な最近接格子点数は 4 で あ り、また 、 2 つ の副格子分解が 可能か ど うか い うこ とな ど、

ペ ン ロ
ーズ格子はダイ ス 格子 と、双対 ペ ン ロ

ー
ズ格子はカ ゴ メ格子 とそ の 構造が似て い る。

　シ ミ ュ レー シ ョ ン を実行す る際に、岡部噺 関 ［71 は 、周期 ペ ン ロ ーズ格子 を用 い た。ペ ン ロ ー

ズ格子 には 、 無理 数で あ る黄金比 T ＝ （1＋ 〜
Es）／2 ＝ 1．618 … が 現れ るが 、黄金比 を連続す る フ ィ

ボナ ッ チ数の 比で近似する こ とに よ り 、 周期ペ ン ロ
ーズ格子を作ることがで きる 。 これは無理 数を

連分数展 開 して 有限に止 める こ とに対応す る。そ の 結果 、
ス ピ ン の 数は 、 N ＝199

，
521

，
1364

，

…
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な どの 特定の 値を と る こ とに な る。こ の と りうる N の 値 は、ほ ぼ τ
2 ＝ T ＋ 1 ＝2．618 ず つ 増加

す る 。

3　 状 態密度を計算するモ ン テ カ ル ロ 法

　Fisher零点を数値的に求める試 みは 古 くか らなされ 、比 較最近 も、例 えば 、蜂の 巣、三 角、ダ

イ ス 、カ ゴ メ格子上 の イ ジ ン グ モ デル の Fisher零点 の 計算がな され て い るが 19】、 そ の サ イズ は

小 さい
。 大きなサ イズ の 系 の Fisher 零点を議論するに は、エ ネル ギー状態密度の 精度の よ い 計算

が必要で ある 。 正 方格 子の場合には 、 Mathematicaを用 い た厳密な計算が 可能で あ るが ［10】、そ

の よ うな方法が ない 場合には、モ ン テ カル ロ 法 を用い る 。

　マ ル チカ ノ ニ カル 法 ［11，
12】を始 め と して 、状態密度を直接計算するモ ン テ カル ロ 法が発展 して

きて い るが、こ こ では Wang −Landau 法 【13］を用 い て エ ネル ギ
ー

状態密度を求め る こ とに する。

状態和 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　z 一Σ 9（E ）・
一βE

　 　 　 　 　 　 　 （2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

と表 され るが、イ ジン グモ デル の 場合は、と りうる エ ネル ギー
は

正］コ Eo
，
」Eo − 2」，

　Eo − 4J
，

…

に限 られ る。こ こ で Eo は最高 エ ネ ル ギ
ー

（反強磁性系 の 基底状態エ ネル ギー）で ある。従 っ て 、

α ＝ e2 βJ を用い て

　　　　　　　　　　　　　　Z イ
βE °

Σ 9（E ・
− 2・ J）α

n

　 　 　 　 　 　 （3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝0

と表す こ とが で きる 。 なお 、最近接格子点の 数が偶数の 場合には 、とり うる エ ネル ギー
は 2J の

単位で は なく、4」 の 単位 となる．

　a を複素数 と して、式 （3）の零点を求めればよい の であるが、大 きなサイズ の格子に つ い ては 、状

態密度の 係数が大きくなる の で、零点を決定する の がむず か しくな る。こ こ で は、Alves等 ［14，
15］

に よる方法を用い て 、零点を求め るこ とにす る。

4　 ペ ン ロ ー ズ格子 上 の イ ジ ン グモ デル の 零 点

　周期的ペ ン ロ
ーズ格子 上の イ ジ ン グモ デル の エ ネル ギ

ー
状態密度の 対数を Wang −Landau 法を

用 い て 計算 した 結果 を 図 2 に示す。これ は N ＝ 199 の 場合で ある。ペ ン ロ ーズ格子 は bipartite

で あ り、 E →
− E の 対称性が ある 。

一方 、双対 ペ ン ロ ーズ格子は bipartiteで はなく、反強磁性

系の 場合 に フ ラス トレ ーシ ョ ン が生 じ、E →
− E の 対称性 は ない

。 なお 、 双対ペ ン ロ ーズ格子の

反 強磁性系 の 基底状態は フ ラ ス ト レーシ ョ ン の た め に 縮退 を生ず る。残留 エ ン ト ロ ピー
の サイ ズ

依存性を調 べ る こ とに よ り、サイズ が無 限 の 極 限にお ける残留 エ ン トロ ピー
が計算で きるが 、こ

こ で は そ の 詳細は省略す る。
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図 2： 準格子 上 の イジ ン グ モ デル の 状態密度

　また、秩序パ ラメ ータの E 依存性 の計算か ら状態密度 と合わせて 、秩序パ ラメ
ータの 温度依存

性 が得 られる．そ の 温度依存性か ら有限サイズ ス ケー一リン グを用 い て 計算 され る転移温 度、臨界

指数は 、以前 に 求めた値 ［7］と
一

致す る 。

　ペ ン ロ
ーズ 格子 上の イ ジ ン グモ デ ル の 複 素 a 平面の 状態和 の零 点を 図 3 に示 す。N ＝ 199 と

N 　＝＝　521 の 結果 をペ ン ロ ーズ格子 と双 対 ペ ン ロ
ーズ格子 の 場合に示 し て あ る。ペ ン ロ

ーズ 格子は

bipartiteで あ る の で 、
フ ラ ス ト レ

ーシ ョ ン は な く、サイ ズ 無限 大の極 限 で 正 の 実軸上に 2 っ の 零

点 があ る。E → − E の 対称性 を反映 して 、 α → 1／a の 対称性が ある。双対 ペ ン ロ ーズ 格子の 場

合 には 、 フ ラ ス ト レ
ーシ ョ ン がある の で 、サイズ 無限大の 極限で正 の 実軸上 の 零点は 1 っ で ある 。

E →
− E の 対称性が な い の で 、 α → 11α の 対 称性 はない。最近接格子点 の数 は 4 で あ り偶数で あ

る の で、状態和は α
2

の 関数となる。従 っ て、a の虚軸に関 して対称 となっ て い る 。
ペ ン ロ ーズ 格

子 の 場合 には、最近接格子 点 の 数は奇数 の 場合も ある の で 、虚軸 に関す る対称性 はな い 。

　ペ ン ロ
ーズ 格子 は ダイス 格子 と、双対 ペ ン ロ

ーズ格子は カ ゴ メ格子 の 零点分布 と共通点 をもっ 。

し か し、図 3 か ら、規則格子 の 場合 と異な り、準結晶上 の イジ ン グ モ デル の 零点は ある曲線上に

乗 るの で な く 、 複素平面 上 に広 く分布す る こ とが わ か る。また 、正 の 実軸に近 い 零点か ら求ま る

（1）ペ ン ロ
ーズ

（N ＝ 199）

（2）双対 ペ ン ロ
ーズ

　　（N − 199）

（3）ペ ン ロ ーズ

（N − 521）

図 3： 準格子上 の イ ジン グモ デル の Fisher零点

（4）双 対 ペ ン ロ
ーズ

　　（1V − 521）
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転移 温度は、秩序パ ラメ
ー

タ の 温 度依存性 か ら求めた転移温度 と
一

致す る。有限系 の 正 の 実軸に

最も近い零点 aO （L）と無限系 の 転移温 度 α c の 差が有限サイ ズ ス ケ ーリ ン グに従 うこ とが議論さ

れ て い る 116｝。式で 表せ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　・
°

（L）一
・ 。 … L

一ユル 　 　 　 　 　 　 　 （4）

となる。こ こで 、 L は 1次元的な長さ、　 u は相関距離に関す る臨界指数で ある。ペ ン ロ
ーズ格子 上

の イ ジ ン グ モ デル の 場合に も、正 の 実軸 に最も近 い 零点に つ い て こ の 有限サイズ ス ケー
リン グが

成 り立 っ 。2 次元 イ ジ ン グ モ デル の場合 に u ； 1 で ある こ と 、 周 期 ペ ン ロ ーズ 格子の 格子点 の 数

N が ほ ぼ T2 に従 っ て 増え て い く こ とを考慮 し、　N ； 199
，
　N 罵521

，
　N ＝ 1364 の 零点分布を虚

軸方向にの み 1，T ，T2 を掛けてプ ロ ッ トす る と 、 実軸上 に近 い 零点の 包絡線が 1 っ の 曲線に乗 る 。

すなわ ち 、 零点分布の 包絡線が有 限サイズ ス ケー リン グに従 うことを見出 した。

　こ の 結果 の 詳 し い 解析は他 の 機会 に示 す。
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