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1　 研究の 背景と従来の 研究

　動的なモ ン テ カル ロ 法は，統計物理 で は ， 熱平衡の ギブ ス 分布 か ら の サ ン プ リ ン グに用 い られ

る の が普通 で あ る． しか し， 状態空間にお い て 「極端 に偏 っ て 局在す る分布」 の サ ン プ リン グ法

で ある とい う観点か らみ る と，目的に応 じた ア ン サ ン ブル を人為的に定義する こ とで ， さま ざま

な 「珍 しい 現象亅 を扱 うこ とが可能に な る．「大偏差 を扱 う普遍的方法」 とし て モ ン テ カ ル ロ 法 を

見 るわけ で ある ．

　微分方程式や離散時間の 写像で表わ される動的な現象 に つ い て こ の 見方を適用す る と， まず出て

くるの は，適 当に粗視化また は雑音を入れ た 周期解や両端 固定の 厂経路 1 「運動方程式の 解」 の全体

をア ンサ ン ブ ル と考え，それ をサ ン プ ル す る とい う考え方で ある．具体的 には ，
Doll・ et 　 al ．【1亅 （エ

ノ ン ・アイ ル ズ系）や Zimmer　i4亅の 先駆的仕事，　 Chandler の グル ープ の提唱 して い る
‘‘transition

path　ensemble
”

［3】，本研 究会で も発 表 の あ っ た川 崎 ・佐 々 【2】の 研究，などが ある （ア ン サン ブ

ル の サ ン プ リン グでな く，
1本の 軌道 を最適化で 求 める こ とに重 点の ある研究 は も っ と沢山 あ る ，

た とえば 【7，
8

，
9］な ど）．筆者も この 種 の 考 え方に以前か ら興味を持 っ て 来た ［5，

6】．これ らの 研

究の 多 くで は，ある経路が実現する確率 の 対数 にマ イナ ス をつ けた もの をそ の 経路の 仮想的な 「エ

ネル ギー
」 と し，それ で定義され るカ ノ ニ カ ル ・

ア ンサ ン ブ ル をモ ン テ カ ル ロ 法で サン プ ル す る，

とい うの が基本に なっ て い る．決定論的な場合 は，雑音を加 えた 系 の 極 限 と して経路に確率 を与

え るか，確率的な系に変形 してか ら扱 うこ とになる．

2　 こ こ で 考 え るこ と

　こ こで は別 の こ とを考える．もともと の 系が決定論 的な力 学系で あれ ば，「初期条件亅 の 関数 と

して ，さまざまな量，た とえば 「有限 ス テ ッ プのデータで 求めた リアプ ノ フ数」 「何ス テ ッ プ で 決

め られ た範囲か ら脱出す るか 」 などが 決ま る はずで あ る．そ こ で ，こ れ らの 量 に っ い て 「珍 しい 」

現象 ，
た とえ ば 「長い 時間与 え られ た領域に 留まるが ， 結局は脱 出す る」 に興味が ある場合，初

期条件の 関数 と して の こ れ らの 量 （に マ イナ ス 符号を っ けた もの ）を 「エ ネ ル ギー
亅 に 見立て て

ギ ブス 分布を考 える こ とで ，珍 し い現象 を生 じる 「初期条件の ア ン サ ン ブ ル 亅 を考 え る こ と が で

きる．こ れを，モ ン テ カ ル ロ 法でサ ン プ ル す る こ とで ， 力学系の 大偏差的性質を知 るこ とが で き

る の では な い か ．
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　 「周 期解」や 「両端固定の 解」 の 探 索に つ い ては ， ど うして も軌道全体の ア ン サン ブル を考 え

る必要があ り，こ の 方法は使 えない が ， 他 に も知 りたい こ とはた く さんあるはずで ある．動的 モ

ン テカ ル ロ 法 の 立場 からい うと，これ は，力学系の シ ミ ュ レーシ ョ ン を 「エ ネル ギー
」 の 計算 の

た め の 「サブ ル ーチン 」 （内側ル ープ） と して 呼ぶ こ と に相 当す る．すなわち，「エ ネル ギー
」 E に

っ い て 定義 された逆温度 βの 「カ ノ ニ カ ル ・ア ン サ ン ブ ル 」 に対 して ，メ トロ ポ リス 法 を適用 し

た 揚合 ， 以下 の 「外側 ル
ープ」 を繰 り返す こ とになる ．

1．初期条件を現在の 値 x とちょっ と変 えた も の を xl ＝x ＋ △ とする．

　 △ は原点対称 な密度 か ら発生 させ た乱数．

2．x
’
を初期値 と して力学系 の シ ミュ レーシ ョ ン （内側ル ープ） を有限ス テ ッ プ行い

，

　　「珍 し さを表わす量」 − E （x
’

）を計算する．

3．新 しく計算され た 「珍 しさを表わす 量」 の 値 一E （x
’

）を現在 の 値 一E （x ）と比較 し，
一様乱

　 数 0 〈 R ≦ 1を生成 して 受理 か 棄却か を判定する．

　　　　　　　　　　　　　exp （
一
βE （x

’
））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 な ら x を x
ノ

で置 き換 える．　 　 　 　　 　 　 　 　　 R く

　　　　　　　　　　　　　exp （
一
βE （x ））

βを大 きくすれば，珍 しい 現象を与 え る よ うな初期条件の 上 に集 中 した 分布 が得 られ る．対応す

る ミク ロ カ ノニ カ ル 分布 に結果を換算す る こ とで，珍 し い 現象を生 じる初期値の 密度を 「珍 し さ」

の 度合 い を横軸 に して求め る こ ともで き るはずで ある．

　多 くの場合 には，遅い 緩和を克服す るた め に，これに， レ プ リカ 交換モ ン テカ ル ロ 法や マ ル チ

カ ノ ニ カ ル 法の よ うな拡張ア ン サ ン ブル 系 の 手 法を組み あわせ る こ とに なる．次第に βを大きく

し て行 けば，ア ニ
ーリン グ によ っ て ，極端 に 「珍 しい 」 軌道を与え る

一
個の 初期値 を求 めるこ と

もで き るが，ここで は ， 多数 の 初期値 の 集合 を求める方に重点を置 きた い ．

3　 ジ ュ リア 集合

本来は，初期状態の 空間 自体が高次元の 場合に挑戦すべ きで あろ うが ，こ こ で は，手慣 らしと

して，ジ ュ リア集合 2
の 近傍 をサン プ ル す る問題 を扱 う．具体的には ，

一
変数の 複素写像

x ＝ z2 十 c （1）

にっ い て ，
「長い時間かけて結局は 【zl ＞ 2 とな っ て しま うよ うな初期値 x をサ ンプルせ よ」 とい う

問題を考 えよ う．z ＝ x か らは じめて ，式 （1）を iterateした とき， 「n 回目に初め て lzl＞ 2 となる」

とする．こ の とき，初期値 x （複素数）の 「エ ネル ギ
ー

」 E （x）（珍 しさの 度合）の 定義の 仕方 と して

は，（1）E （x ）　＝
− n ， （2）E （x ）＝− log　n な どが考え られ る．（1）で は P 〜 exp （一βE ）＝ exp （βπ ）

とな る の に 対 し，（2）で は P 〜 exp （一βE ）＝ π β とな る ．どち らの 場合も，規定の 回数 N た っ て

も抜 けな い ときは ， た とえ ば E （m ）竺 0 の よ うに ， E を大き い 値に設 定する．以上 の も とで ，
レ プ

　
2
時間 無限大 で も無 限 遠に抜 けな い 初 期 値 の 集合 を充 填 ジ ュ リア 集 合，そ の 塊界 を ジ ュ リア 集合 と い う．
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リカ交換法 （パ ラ レ ル ・テ ン パ リン グ） ［11亅を用い て ，異なる逆温度 βの 分布 を並 列に交換 しな

が ら シ ミ ュ レ
ー

トした ．

　メ トロ ポ リス 法 を用 い
， 最高温度 の 系で は毎回 同 ≦ 2 の 円内 の

一
様分布か ら候補を選 び ，それ

よ り低温で は ， 現在の サン プ ル を中心 とする小 さな円 の 中の
一
様分布 か ら候補を選 ん で い る．円

の 半径 δは，温度によ っ て 異な り，予備的な run で ， 適応的に決めて い る．図 1に E （x ）＝
− 10gn

の場合の 結果の 例 を しめす．規定の 回数 N た っ て も抜けない ときは，E （x ）＝ 0 と して い る．　 C 　・＝

（
− 1．0，0．O）．力学系の シ ミュ レーシ ョ ン （内側 の ル ープ）の 打ち切 り回数は 丿V ＝ 800．逆温度 βを

O．2
，
0．5

，
1．0

，
2．0

，
3．0

，
4．0

，
5．0

，
6．0

，
10．0 と して レ プ リカ 交換法で 計算 を行 っ た．最初 の 5000MCS を

捨て たが，そ の 間 ， 1000MCS ごとに，候補の 受理 の割合を規準に して ，候補を選 ぶ 円の 大 きさを

4 回調整 して い る．

4　 マ ン デル ブ ロ集合 の 縁

　ま た，こ の 考 えを拡張すれ ば 「珍 しい 現象を起 こす初期値」 の 代わ りに 「珍 しい 現象を起 こす

パ ラ メータ 」 の 空 間を探索す る こ ともで きる．す なわち，パ ラ メ ータ の 空間 （適 当な測度が入 っ

て い る とす る） の 上 に，上 記 と同様に して ア ン サ ン ブル を定義 し ， それ を動的モ ン テ カ ル ロ 法で

サ ン プル す るわけ で ある．

　こ の 考 え の テ ス トと し て ，同 じ写 像 z ＝ z2 ＋ σ に つ い て ，
パ ラメ

ー
タ 0 の 空 間 の 探索，す な

わち 「マ ン デル ブ ロ 集合 の 縁 の サ ン プ リン グ 」 を試 みた ．前節 とパ ラ レ ル に ，パ ラメ
ー

タ C （複

素数）の 「エ ネル ギー
」 （珍 しさの 度合）を考 える．こ こでは初期値 m は m ＝・C に 固定 して 考え，

「パ ラメータ C の とき．初期値 x ； C か らス ター
トして ，n 回 目に は じめて lzl＞ 2 とな る」 と

する．前 と同様 に ， （1）E （σ）＝ − n ，（2）E （0 ）＝ − logn な ど の 選 び 方が 考え られ る．図 2 に

E （0 ）＝
− lognの場合の結果の 例を しめす．力学系の シ ミ ュ レーシ ョ ン （内側の ル ープ）の 打 ち切

り回数は N ； 800， 規定の 回tw　N た っ て も抜けない ときは，　 E （x ）＝ 0 と して い る．変数の 取 り う

る値の 範囲は 101≦ 4．5 に制限 して い る．メ トロ ポ リス 法を用 い ，最高温度の 系で は毎回 101≦ 4．5

の 円内 の
一

様分布か ら候補 を選 び，それ よ り低温 で は ，現在の サ ン プル を中心 とする小 さな 円の 中

の
一

様分布か ら候補を選ん で い る ．レ プ リカ 交換法で は β＝ 0．2
，
0．5

，
1．0

，
2．0

，
3．0

，
4．0

，
5．0，6，0，

10，0

とした ．こ の 例では最初の 5000MCS を捨て ， そ の 間，1000MCS ご とに，候補の受理 の 割合 を規

準に して，候補 を選ぶ円の 大きさを 4 回調整 して い る．結果の 例 を図 2 に示 した．実際には 「ジ ュ

リァ 集合」 よ り ， こ ち らを先に研究 した の で ，い くらか詳 しい 結果が得 られて い る．

・ レ プ リカ交換法を使 うと うま くい くが ，使わ な い とだ めだ っ た ．ただ し，これ は メ トロ ポ リ

　ス 法で候補を選ぶ分布 に裾 の 長 い 分布を使 うと違うか も しれ な い （川崎光宏氏 の 本研究会 で

　の 講演 で も裾の 長 い 分布で 候補 を提示 し て い た＞ 3

　 ． 1．の エ ネ ル ギ
ー

だ と 「2 相共存 i の よ うになる．すなわち，βの 値が大き くな っ て ， サ ン プ

　
a
候補を 選 ぶ 円 の 半径 δの 設 定 法が 恣意的 な の で，そ れ に もよ る か も しれ な い ，図 2 で は，測 定時の δは，高温 か ら

（交換あ り）O．4
，
　O．4

、
e．4

，
0．035

，
0．025

，
0．  25

，
0．025、O．025，　O．025，（なし）0．4，0．4，0．1、O．4，0．07，0．05，0．141，0．025｝O．035．

対応 す る受 理 率 （％）は （交換 あ り）98
，
98

，
76

，
5．5

，
1．8iO．8

，
　O．9

，
02

，
0．O，〔な し）98

，
97

，
50，67，0．5，1．2，0．3，0．5，e．3．
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図 1： ジ ュ リア 集合．　
一

番上 は ， ウ ェ ブ上 の ソフ ト ［10］で 書い た絵．下の 4 つ は ， 左上 ， 右上，
左 下 ， 右下 の 1頃に β＝ 1．0，

2．0，5．0， 10．0．い ずれ も ， 測定 は 100000MCS で 100MCS ご とに m の位

置 を複素平面上 に プ ロ ッ トした ．
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図 2； マ ンデル ブ囗集合の縁．
一

番上は ， ウェ ブ上の ソ フ ト ［10】で 書い た絵 ．下 の 4 っ は，左 上，

右上が それぞれ β ＝ 1．O
，
3．0 に対応 ．左 下，右下はそれぞれ直上 と同 じβで， レ プ リカ 交換を行わ

な い場合．い ずれ も， 測定は 100000MCS で ，100MCS ご とに m の 位置 を複 素平面上 にプ ロ ッ ト

してある．
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ル の 多くが マ ンデル ブ ロ 集合 の 「縁」 に集 ま るよ うにな っ て も，それ か ら遠 く離れたサ ン プ

ル が全体に散在す る．こ の 場合に，動的モ ン テ カ ル ロ 法の仮想時間に っ い て の ダイナ ミク ス

は 間歇性を示 す．2．の エ ネル ギ
ー

で，同様な振る舞い が 見 られ るか ど うか は微妙だ が，少な

く とも 1．ほ どは顕著でな い ．

5　 問題点 と展望

　本稿の 範囲で は ， あくまで 「練習」 とい うことで ， 系統的に探索を行 っ た場合 との 効率の 比 較等

は行 っ て い な い ．複素力学系を扱っ た の は 単な る思い 付 きで あるが ，対応す る実 1 次元 の 場合 よ

り滑 らか なポテ ン シ ャ ル が得られ て い る の で は な い か とい う気もする （確認 したわ けで は ない ）．

力学系 に関する ほ か の 問題 で も変数の 値を複素変数に拡張する方法は有効か もしれ ない ．

　 「初期値の ア ン サ ンブル 」 （「パ ス 断片の ア ン サ ン ブ ル 」）の 物理的 ・数理 的意味につ い て は ， 川

崎光宏氏 も講演で触れ られ よ うに ， は っ き りしな い 点が あ る．た とえ ば ，
エ ネル ギ

ー
を有限時間

の リヤプ ノ ブ数 （力学系が訪れ る点で の 導関数 の 絶対値 の 積） の 対数で 定義 した揚合に意味がわ

か りや すい の は 「初期値を不変分布で重み付 け した経路の 集合」 で ，こ れ は本稿の タイ プ の 方法

をその まま適用 した場合 に ， 自然 に求まる もの とは違 うように思われ る．

　逐次 モ ン テ カ ル ロ 法 ［12，
131の 利用 も興味あ る話題で あ る が

， 筆者は まだ 良い 結果を得て い な

い ．有限時 間の リヤ プ ノ ブ 数の 対数をエ ネル ギー
と して重み付け した経路の サ ン プ リン グに適用

した こ とが あ るが ， リヤ ブ ノ ブ 数 の 小 さい と こ ろ で は ， 雑音を加 え て も粒子同士 が 離れ て い か な

い ．雑音の加 え方に よ っ て は うま くい くこ と もあるか もしれない ．
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