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概 要

　 Asymmetric　Simple　Exclusion　Process（ASEP ）は、輸送現象を記述す る モ デル として 知 ら

れ 、1 次元 に お い て厳密に解け る。さ らに、一
次元 で 両端 に開放境界条件を課 した場合、粒子

の 出入 りす る割合 に 対 して 相図が書け る。な か で も、低密度相 と高密度相 の 相境界で 渋滞 の 界
面 （キ ン ク）の 拡散が定常的に見 られ る領域があ り、そ こ で は、キ ン クがブラ ウ ン運 動をして

い る よ うに見 える。そ してそ の パ ワ
ー

ス ペ ク トルは角振動数 の べ き乗 ω

一3／2 に比例する。

　 我 々 は開放境界 ASEP を 2 レー
ン に 拡張して そ の 性質を調べ て みた。まず、一

次元 で厳密
解 を求める の に使われた Matrix　Product　Ansatzを用 い て 定常解を求めて 、あ るパ ラ メ

ー
ター

領域につ い て の解が求ま る こ と がわか っ た。

　 また、我 々 は 2 レー
ン の 場合 の キ ン クの 運動にっ い て も調べ た。我々 は、キ ン ク の位置 を

決め る ために レーン毎 の総粒子数 に着 目し、2点関数 を 1点関数で 近似す る と い う平均場近似
を行 っ て、解析を試みた e そ の 結果、レ

ー
ン チ ェ ン ジの割 合が非等方な場合、レーン毎の粒子

数に差 が 残る も の の 、界面 は一
致する こ とがわか っ た．こ の 解析結果 は、モ ン テ カ ル ロ シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ンの 結果と
一

致 した。また、2 レーンモ デル で の キ ン クの 運動で の 平均場近似 の 妥当

性を シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果と 比較した。
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1　導入

　排他的相互 作用を もつ 粒子系は古 くか ら研究が な され て きた 。近年、平衡か ら離れ た系で ある

粉体や交通流な どの 排他相互作用 をする多体系につ い て 注 目が集 ま り、イン ターネ ッ トで の デー

タ パ ケ ッ トの 転送もそ の よ うな粒子系と し て捉え られ る こ とが で き る た め、排他相互作用の あ る

粒子 系に 新た な 注 目が集まる よ うに な っ て い る。また 、平衡か ら離れ た 系で の統計力学に つ い て

も、興味が集ま っ て い る。

　その ような排他相互作用をもつ 粒子 系を記述するシ ンプルなモデル の
一

つ に Asymmetric　E　imple

Exclusion　Process（ASEP ）が ある ．　ASEP とは、格子上 で 粒子が 排他相互作用を しな が らブラウ

ン運動を して い る モ デル である （図 1）e つ ま り、粒子 は、ある割合で隣 り合う空い て い るサイ トに

移動 し、移る先 のサイ トに粒子が ある場合は 粒子は移動 しな い 、とい うル
ー

ル に従 う。

　ASEP で は非平衡定常状態 の 厳密解が求まる ［1，
2

，
3

，
41。近年研究が進み 、様々 な境界条件の

元 で の 定常解や 周期 （periodic）境界の 元で の非定常解な ど も求 ま っ て いる。周期境界条件に つ い

て は、定常解 を求め る の は難 しくない ．閉塞 （closed ）境界条件に つ い ては 、定常解が ［5］で求ま っ

て い る．粒子 が一方向に しか進まな い Totally　ASEP （TASEP ）で 、開放 （open ）境界条件で の 定常

解 を行列積仮説 （Matrix　Product　Ansatz略 して MPA ）を用 い て求め たのが 【6］で ある。さ ら に 、

MPA を用い て 開放境界 ASEP の 定常解が ［7， 8］で求 まっ て い る 。 また 、バ ル ク領域で マ ス ター方
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図 1 ： ASEP の 模式図

程式が完全に 解か れ ［9ト 周 期境界に そ の 手法が 応用され て い る ［10］．こ れ らは連続時間 の モ デル

で あるが 、離散時間発展の モ デル に つ い て も調 べ られて い る 111， 12，
13

，
14

，
15）。また、様々 な拡

張モ デル が議論されて い る。なかで も 2 種類の粒子 の あるモデルが最近注 目を集め て いる ［161。

　開放境界条件 ASEP は境界で の 粒子の 出入 りする割合に よ っ て相 図が書ける。バ ル クの密度に

よ っ て 大まかに三 つ の相 に別 け られるが、さ らに詳し くわ ける こ と もで き る ［17j．そ の 三 つ の 相

は 、低密度相、高密度相、最大流量相 と呼ばれ る。また、低密度相 と高密度相 と の相境界の 領域

におい て、低密度 の 領域 と高密度 の 領域 と の 境界が安定 に存在 し、そ の キ ン クが ブラ ウ ン運動を

して い る こ とが知 られ て い る 118， 19
，
2 

，
21

，
22】。

　ASEP の カ レ ン ト（流量）の 他時刻自己相関関 数が、ラ ン ダム行列 ［231と の 関連か ら ［24 ，
25｝に

お い て 求め られ て い る。また 、多核型核成長モ デル PNG が ASEP と対応がつ けられ、　 PNG にお

ける 高さ の 他時刻 自己相関関数が ラ ンダム行列理 論で現れ る分布閧数にな る ことが知られ て いる

125126， 271。

　ASEP は確率過程の 1モ デル と して数学的研究がなされて い る 【4，28，29】n 文献 ［29］には、　 Zero

Range　Process（ZRP ）および ASEP とそ れ らの 関係に つ い て も書か れ て ある。　 ZRP とは ASEP

と同 じく格子 上 で 粒子が ブラ ウン運動をする が、各サイ トに無限個の 粒子が存在で きて、粒子が

移動する割合が粒子がい るサイ トで の粒子数 に依存する よ うなモ デル であ る。さ らに ASEP は、

Appendixで見 る よ うに、最近 接サ イ トに の み移動する排他相互作用 の ある格子ガ ス モ デル と等

しい 。

　また 、ASEP は交通流の モ デル と も関 連が あ る ［30］．　 TASEP は、セ ル ラ
ーオー トマ トン （CA ）

の ル ー
ル 184 の 時間発展 に確率 を い れ た モ デル にな っ て い る。ル

ー
ル 184 は、交通流の モ デル で

ある Nagel−Schreckenbergモ デル の 最高速度が u ，nax
＝ 1で ある場合に対応 して い る 。ルール 184

は逆超離散化法に よ っ て非粘性 Burgers方程式に マ ッ プで きる ［31】。　Burgers方程式は、衝撃波を

記述する方程式 と して知 られ 、非線形波動の 基本的な方程式で ある ［32］。

　また ASEP は非対称でない場合は Heisenbergの XXZ 鎖 に帰着で き る。そ の 関連で密度行 列繰

り込み 群を使 っ た アプ ロ
ー

チ もな され て い る ［33］．

　さて 、ASEP で は、 こ れまで は一次元 の モ デル につ い て の 研 究が ほ とん どで あ る。 しか し、多

次元に拡張 した モ デル を研究す る こ と は、非常に 重要 な こ と であ る。そ こ で、我々 は多次元 へ の

拡張の 最も簡単な場合で ある 2 レ
ー

ン モ デル の性質を調 べ る こ とに した。TASEP の 2 レーン モ デ
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ル には様々 な もの がある．周期境界条件の 2 レ
ー

ン モデル に つ い て は ［34］で 詳細 に 調 べ られ て お

り、境界の な い場合に つ い て調 べ た の は 135亅で あ る 。開放境界条件に つ い て は、ある位置 x にお

ける 1 レ
ー

ン 目と 2 レ
ー

ン 目の サイ トの 二 つ の サイ トか らなる ク ラス ター
を使 っ て定常解な どが

［361にお い て 調 べ られ て い る．こ れ らの モ デルではレ
ー

ンチ ェ ンジ の ル
ー

ルがそれ ぞれ 異な っ て い

る。レ
ー

ン チ ェ ン ジ をする とき に、前を参照 する場合 「34ト前 とその 隣を参照する場合 と ［35］、前

を参照 しな い場合 ［36】とがあ る．［371で は、レ
ー

ンチ ェ ンジ は しな い が、各粒子が移動する割合

が隣の レ
ー

ン に依存する とい うことで、 2 レ
ー

ン モ デルにな っ て い る。

　我々 は 、レー
ンチ ェ ン ジの割合 を非対称に とる こ とがで きる 2 レ

ー
ン TASEP モ デル を導入 し、

そ の定常解の 性質 を調べ 、さ らに、キ ンクの運動 の 様子 も調 べ た。

　本論文 は、まず 2 章にお い て 、 1 次元 ASEP に つ い て どの よ うに定式化 され るか を述 べ る。ま

た、厳密解を得 る方法 の MPA につ い て 述 べ る 。3 章に お い て は 、 2 レ
ー

ン モ デル を導入 し、そ の

定常解に つ い て述 べ る 。また 、キン ク の 運 動に つ い て 論じる。4 章におい て議論を述 べ る。また 5

章で結論を述 べ る 。

2　 1 レー ン ASEP モ デ ル

　本章で は、純粋に一次元系で ある 1 レ
ー

ン ASEP モ デルに つ い て の 紹介と簡単な レ ビュ
ーを行

う。なお、2，4．2 節の 内容は文献 ［22 ，
38】に 基づ い て い る。

2．1　 ASEP の 定式化

2．1，1　 マ ス タ
ー

方程式

　格子ガ ス とは、格子上をラ ンダム に動く粒子の 多体系で ある ［2，
3】。中で も、粒子が右隣に移る

確率 と左隣に移る確率 とが 異な っ て い て、粒子 同士が排他相互 作用を して い る もの は、ASEP と

呼ばれる確率過程 と同じ で ある。排他相互 作用 と は 、ある粒子が 移動 しよ うと した 先に粒子があ

れ ば、そ の 粒子 は動か な い こ とを指す e また 、移動先が 空い て いれ ば粒子は移動する。

　
一次元 ASEP は次 の よ うに 定式化 され る。ゴ番 目の サイ トで の 粒子 の有無を 乃 で 表 し、乃

＝ 1

な ら粒子が存在 し、7j ； 0 な ら粒子 が存在 しない こ とを表す。　P （r1 ，

…
， TL ）を系が Tl ，… ，π に

あ る確率で ある と定義する。L ＝ 1 だと、　 P （0）は粒子がサイ ト1 にない確 率、　 P（1）は粒子が サ

イ ト 1 に ある確 率を表す．L ＝ 2 だ と、　 P （0，
0）は粒子がサ イ ト 1 と 2 にな い 確率、　 P （O，

1）は粒

子が サイ ト 1 にな くてサイ ト2 にある確率、P （1，
0）は粒子がサイ ト 1 にあ っ て サイ ト2 にな い確

率、P（1，
1）は粒子が サイ ト 1 と 2 にある確率を表す。粒子は各サ イ ト独立 に存在する の で 、各サ

イ ト毎に独立に粒子の 存在確 率が決ま る 。よ っ て、L ＝2 の ときに粒子がサ イ ト 1に ある確 率は、

P （1，
0）＋ P （1，

1）で 表 され る。ゴ番目の サ イ トの 密度 ρゴは 、 ρゴ
≡ Σ 。

、
＿。 L 乃 P （Tl ，

…
，
7
’
L ）で定義

され、カ レ ン トJjは Jj　＝ 　E］ア、
．．．。 五 乃（1 一

乃 ＋1）P （Ti ，

…
，
7
−
L）で定義され る。
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　ASEP の 時間発展ルールは、移動先が空い て い る場合粒子は単位時間当た り害1］合 qで 左 に移 り、割

合 1で右に移る。本論文で は一貫 して平均粒子流が左か ら右へ と流れ る も の とする の で 、0 ≦ g ≦ 1

である。

　系を完全 に決める には、境界条件を設ける 必要が ある。境界条件には 、周期境界条件、閉塞境

界条件、開放境界条件の 三 種類が考え られ る。そ れぞれ の境界条件に対する解の 違い を簡単の た

め L ＝ 2 の 場合 に つ い て求め てみ る。平衡系と の 違い は、周期境界条件の 解と閉塞境界条件の 解

が異な り、q → 1 の 極限で等 しくなる点で ある、また、　 q 二 1 で も、境界で出入 りする割合が 両端

で 異な る と、解の 様子 も違 っ て来る。

　周期境界条件で は、粒子の 存在確率の 時間発展は連続時間 の 場合、次の よ うにな る。時刻 tで の

P （Tl ，
　T2 ）の 値を P （Tl ，

T2 ；t）として 、

　　 　　 　　 　　　 　　 d

　　　　　　　　　　　厩
P （O，

　O；　t）＝O

　　 　　 　　 　　 　　　 d

　　　　　　　　　　　蕊
P （O，

　1；　t）　＝一
（1 ＋のP（0，

1；t）＋ （1＋ q）P （1，
0；t）

　　 　　 　　 　　 　　　 d

　　　　　　　　　　　盃
P （1，

　O；　t）二 （1 ＋ q）P （O，
　1；t）　一（1 ＋ q）P （1，

0；t）

　　　　　　　　　　　 d
　　　　　　　　　　　蕊

P （1，
1；t）＝0

と な る。離散時間だ と、時間発展 は時間 ステ ッ プを △亡と して 、

　　　　　　　　 P （O，
　O；t＋ △の； P （0 ，

0；t）

　　　　　　　　 P （O，
1；t＋ △t）＝ （1 − （1 十 q）△t）P（O， 1；t）十 （1＋ の△tp（1，

0；t）

　　　　　　　　 P （1，
0；t ＋ △t）＝（1＋ q）ムオP （0，

1it）一（1 − （1＋ q）△t）P （1，
0；t）

　　　　　　　　 P （1，
1；t十 △t）冩 P （1，

1；t）

（1）

（2）

と、書け る 。L が大き い と き に 、 こ れ を逐
一

乃
； O

，
1 に つ い て書 い て い た ら繁雑 になる の で、ベ

ク トル を用 い る と す っ き りと記述が可能 になる 。実際 （1）式は、連続時間だと、

　　　　　岳儻iii〕一〔i贈亭纏i鋤　（・）

で 、（2）式は離散時間だ と

儲構i〕〔1・

聯野融副鰈iii）
と、書き換え られ る。さ らに、ベ ク トル

　　　　　　　　　　　　　　　　ー 催il〕

（4）

（5）
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　用 い る と、（3）式は

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　翫
P   ＝hl・・P （t）　 　 　 　 　 　 （6）

　とな り、（4）式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P （t十 △ t）＝ Tl，2P （t）　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）

　と書 ける 。 （6），（7）式の 形に書 くど あとは、遷移率行列 の形 を変え るだけで他の 境界条件の場合

　も取 り扱 える。閉塞境界条件の 場合は、

　　　　　　　蝶一 Tl・2 − 〔緒 1舗 （・）

　とな る。開放境界条件の 場合は、左端で粒子 が入 っ て来 る割合を α と し、右端か ら出て 行 く割合

　を βとする と、

　　　　　　　　　　短 磁
一

一 　 （・）

　　　　　　　　　⊥ 貸1

藩略 劇 （1・）

　で ある。

　　実 は、マ ス ター方程式を解 く こ と は、固有値問題を解 く こ と と等価で あ る。行 列 H に 対して 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Hp ＝ λP 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

と い う、固有値方程式を考 える。確率密度ベ ク トル は固有関数に よ る展開が可能で あ り、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P （t）一 Σ e
λ
」
tpj

　 　 　 　 　 　 （・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

　と、表現で き る。こ こ で、一
般に マ ル コ フ 過程の E に対応する λ

ゴ
は Re λ

ゴ ≦ 0 を満たす こ とが知

　られて い る。こ の H の 場合、必ずゼ ロ 固有値が存在す る。つ まり、長時間後の 統計的定常状態 を

知 りた い の な ら、λo ＝0 に対応 した 固有 ベ ク トル に つ い て 調 べ れ ばよ い こ と に なる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 lim　P （の ＝ Po　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t→oO

　こ の Po を、 定常状態 と呼ぶ 。また、全て の 固有値が求まるな ら、系の時間発展 までわ か っ た こと

　に なる。
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　こ れ らの 定常解は容易に求め る こ とが で き る。周期境界条件の 場合は、初期条件に解が依存す

る。初期条件が

　　　　　　　　　　　p ・… 一 〔iレ ー 〔1　 （14）

な ら

P （オ）＝ P （0） （15）

とな り、

一
方 、 初期条件が

一 〔i〕卯 一 〔i〕
な ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　P … ）− G〕
で ある D 閉塞境界条件 の場合 も、初期条件に解が依存する 。初期条件が

叩 一   σ 一 〔1

（16）

（17）

（18）

な ら

P （t）＝ P （0） （19）

とな り、初期条件が

叩 一    瑚 一〔i〕 （20）

な ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　一 絛〕　 （・・）

となる。解が （15）（19）式の場合は、初期 の状態 とまっ た く変わ らない ことを示 して お り、実際、粒

子 の出入 りの無い 周期境界 と閉塞境界で は、系が粒子で 埋ま っ て い る場合と系に粒子が ま っ た く

無 い場合 とで は時間発展しな い ことに対応 して い る。
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一

方、開放境界条件の場合は、初期条件に依 らず、定常解が

P （。。）＝

β　　　　 1
五
痴

　 　 　 ユ

痴

轟
a 　　　　　 ユ

万亨藕

（22）

となる。

2．1．2　 ブラケ ッ トを用 いた定式化

　ASEP の マ ス ター方程式は ブラ ケ ッ トを用 い て表す こ と もで きる 13gi。ス ピ ン系の ア ッ プダウ ン

が粒子 の 有無に対応 して い る と考え る。粒子が無い 状態 を 10＞で表し、粒子が ある状態を Il＞で表

す と、

　　　　　　　　　　　　　〈OIO＞＝（111＞二 1　　　（Ol1＞＝（110＞＝ ： 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

を満た し、そ の 表現は、

　　　　　　　　　　　　　　　1・・一 （1）・・一 （1）　 　 ・24・

で ある。L ＝2 の 場合、系が ｛tl，r2 ｝，
Ti　＝・　O

，
1で ある状態は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 17■1＞  17三〜〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

と書 ける。確率密度ベ ク トルは IIコ（t）〉で、

　　　　　　　　　　　　　　Ip（t）〉一 Σ P （rb 　7・；t）1τ1＞叶 、〉　 　 　 　 　 （26）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↑1，T2

と、定義される。規格化は

　　　　　　　　　　　　　　　（sl ＝（〈OI十 く1D   （くGI十 くID　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

を用 い て、

　　　　　　　　　　　　　　　〈slp （t）〉一 Σ P （71 ，
r・it）− 1　 　 　 　 　 　 （28）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T1 ，T2

と表すこ とが で きる。期待値は、ス ピ ン行列で構成できる行列 A （も しくはそ の 表現 に対応する演

算子）を用い て 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ＞＝〈slAlp （オ）〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

と、書ける 。 密度の期待値は、

　　　　　　　　　　　　　nllτ1＞＝δ1，Tl 」τ1）　　　（Tllni ＝（Tllδ1，丁 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）
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となる演算子 nl を用い て、

　（nl ＞ ＝　〈slTIII
）

（t）〉

　　　一 （く・1＋ 〈11）  （〈ol＋ 〈11）・ 1 Σ P （・・ … の1τ1＞  1・・〉
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl，T2

　　　 − （〈OI＋ 〈II）  （（Ol＋ （1D Σ P （Tl ，
r2 ；のδ1，。 、1Tl＞  卩T2 ＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl ，T2

　　　 − （〈Ol＋ 〈II）e （〈OI＋ 〈il）Σ P （1，
・T2 ；t）11＞  ・lr・＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T2

　　　 ＝　（〈01＋ 〈11）  （〈ol＋ 〈11）P （1，
0；t）11＞  lo＞＋ （〈ol＋ （11）  （く01＋ 〈II）P （1，

1；t）11＞  11＞

　　　
＝
　　P （1，

0；t）十 P （1，
1；t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

と、計算できる こ とがわ か る 。

　ASEP は粒子 の存在確率 の 時間発展を ブラケ ッ トを用 い て マ スター方程式で記述する こ とがで

き る。連続時間の 場合 、

　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 d

　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊
lpω〉− Hlp （t）〉　 　 　 　 　 　 （32）

で 、離散時間の 場合、

　　　　　　　　　　　　　　　　 】P （t一暑一△t）〉＝T 」P （t）〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）

こ こ で、H
，　T は遷移率行列で 表現 される演算子 で ある。そ の表現は、閉塞境界条件の場合 （バ ル

ク の 運 動）

　　　　　　　　　　　　・
一

か 一 舞催翫　　（34）

　　　　　　　　・ 一か 一 舞齢 ・1凱　 （35）

で 、ある 。ただ し hij＋ 1は、省略して 書い て あ り、実際は j，ゴ＋ 1の サイ ト以外 に は恒等演算子 と

してかか る の で 、

　　　　　　　　　一
…

・（i蹴 ・
・
  ・  

と表現 され る べ きで ある。また 、ス ピ ン行列の 表現

考 一 1（llい 一 1（∴1レ ー 1（1∴い 一 1  ・37・
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　を用い て 、5ナ， ηゴ，ら

　　　　　　　　5ノニ蓴
一isY　 5∫

＝ぢ＋ 娉　　nj 一尋
一
ろ　 ら

＝s彡＋ ち

　を導入 する と、遷移率行列 hl，」＋ 1 は

　　　　　　　　　　　 ノ1・
」，ゴ＋1 ＝ 一

偽 π
升 1 ＋ σ8∫3み1

− 7り‘
」＋1 ＋ 8／5み1

　と、表す こ とがで きる。また、

　　　　　　　　　 h
」，」＋1 ＝　（1 ＋ q）（・鍔 ＋1 ＋ ・鍔 ＋1

− ・夛・5＋1 ＋ J
，
・1

ゴ＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　＋（1 − q）（嚇 ＋ ・ ＋ 弱 ＋ 1
一
娉・∫＋1 ＋ 歪・鍔 ＋、）

　とも書 き表せ る 。

　　期待値の 時間発展は、
　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 d　　　 d

　　　　　　　　　　　　　　蕊
〈A＞；

蕊くslAlp （t）〉＝ 〈・IAHIp（t）〉

　と い う 関係式 で 求め る こ と が で き る。

（38）

（39）

（40）

（41）

2．2　 連 続極限

　 1次元の ASEP の 密度 の 時間発展方程式は、平均場近似を して 、格子間隔の 3 次以 上の 項を無

視する こ とで空間連続の 方程式 を求め る こ とが 出来て 、非粘性 Burgers方程式にな る ［40】．密度

（乃〉の バル ク で の 時間発展方程式は、

　　 d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （42）　　盃

〈Tj ＞一く乃一・〉（1 一
くτノ〉）

一
〈T」〉（1

−
〈乃＋ 1＞）

− q〈T」〉（1
一

く乃一1＞）＋ q〈乃＋1＞（1 −
〈乃〉）

とかける。〈乃〉＝u （x ；t）と し、格子 間隔 α を導入 して 、

　　　　　　　　　鰯 蝋 綴 一 咽 ）＋
∂

需
；の

・ ＋1∂
2

魯爰
；‘）

・
・

と展開 して 、（42）に代入 する 。また 、 時間を α で ス ケール して か ら α → 0 とする と 、

　　 　　　 　　 　　 　　 　　 ∂　　　　　 ∂

　　　　　　　　　　　　　翫
u ＠  ＋ Z］1．7u（x ；t）（1 − u （x ；t））＝o

とな っ て、非粘性 Burgers方程式が導かれる。さ らに、

　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　
u （x ；t）＝

砺
ん＠；t）

とな る h（．Tl 　t）に つ い て は ．

　　　　　　　　　　　　　　　毳卿 ）＋ （羞ん（・ ・t））
・ 一・

（43）

（44）

（45）

（46）

と も書けるが、こ の （46）式は非粘性 KPZ 方程式 141｝の ノイズを無視 した形 にな っ て い る こ とが

わかる．（44）式 と （46）式 は有限時間 で 爆発する こ とが知 られて い る 【42］．爆発を抑える には粘性
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α

05

A C

B

05
β

図 2： 1次元 開放境界 TASEP の 相図

拡散項 を付け足 した 方程式を考え る必要がある。（44）式 と （46）式に粘性拡散項 を付けた方程式が

それぞれ Burgers方程式 とノイズの 無 い KPZ 方程式で ある。

　 こ れ らの 成長する界面に つ い て の モ デル は、KPZ ユ ニ バ
ー

サ リテ ィ
ー

ク ラス と して まとめ られ

て い る ［43］。KPZ 方程式における結晶高さゆ らぎは、系の 大きさ L に つ い て ス ケ
ー

リン グが 成 り

立 っ て 、そ の ス ケーリングが

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 エ　　　　　　 s

　　　　　　　　　　　　　　　　 w （t，
L）or　L7ノ（t1LS）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

となる ことが知 られて い る 。

2．3　 開放境界条件 TASEP

　ASEP の 簡単な極限であ るモデル に TASEP が ある。　 TASEP は右 （左）の 一方向に しか粒子が

進 まない。ASEP の q → 0 の 極限に当たる 。 こ の TASEP は交通流で の Nagel−Schreckenbergモ

デル ［44】の 簡単な 場合に対応する。こ れ は、交通 流にお ける車同士 の 排他相互作用が TASEP の

排他相互作用と い う性質が 共通 で あ るか らで ある。

　 1次元 ASEP の開放境界条件の定常状態 は、バル ク の密度によ っ て、おお まかに 3 つ の 相 にわ

ける こ とが で きる （図 2）。それ らは 、

● A ：高密度相 （添字 highを用 い る）

● B ： 低密度相 （添字 low を用い る ）

・ C ：最大流量相 （添字 m αx を用 い る）

で ある。

　バ ル クで の 密度 とカ レン トは、行列積仮説を使 っ て厳密に求め る こ とがで きる 。 低密度相 で は、

ρ1。 w 　
＝，

　 a 　 Jl。 u，； α（1 一α） （48）

高密度相で は、

ρ勵
； 1一α 　 崛 ん

＝ α （1 一
α） （49）
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最大流量相で は、
　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 1　　　　　　　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　ρ一

弩 　」一
二
E

で あ る ．相境界 （phase　boundary ）の領域 では、　 L が大 き い とき は （添字 pb を用 い て ）

　　　　　　　　　　　… （ゴ）一α ・ （1 − ・・）壬 」
。・　一

…
　a （1

一
α ）

とな っ て い る。

（5 

（51）

2．3．1　 Matrix 　Product 　 Ansatz

　定常状態を求め る こ とは、周期境界条件の 場合 は簡単で 、一様解が解にな っ て い る こ とがわか

る。しか し、開放境界条件の 場合は簡単で な い こ とが L ＝ 2 の解 の 議論か ら想像で き る 。系の サ

イズが L ＝ 1
，
2

，
3 く ら い まで な ら、連立方程式を解 く こ とで定常解が求 まる。 しか し、大きな L

に つ い て は連立方程式を解 く こ とは簡単で はない 。 そ こ で 、行列積仮説 （MPA ）を用 い て特解を求

め る方法が有効 になる ［6， 45】。実際 MPA によ っ て定常状態を厳密に求め る こ とが可能 にな っ た。

　そ の概略を説明 しよ う。遷移率行列 H が 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L − 1

　　　　　　　　　　　　　　　H − h1 ＋ Σ転 ゴ＋ 1 砺 　 　 　 　 　 　 （52）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1

の よ うに、左端、バルク、右端の 三 つ の 部分に分けて書ける よ うな場合に、MPA で は、粒子 の 有

無に対応 した行列 E
，
　D を使 っ て定常状態を定義する e ゴ番 目の サイ トで の 粒子の 有無を η と表す

と、系が 状態 ｛τ1 ，

’”，TL ｝に ある ときの 確率を、

　　　　　　　　　　　　1・・一毳・噛・
・ ＋ ・・1・

一
・Tj））IV＞　　　 （53）

と書 く。こ こ で、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　ZL 一 Σ 〈WIH （D ・」＋ E （1・一・rj））IV＞　 　 　 　 　 （54）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tl …Tl、　　　 ゴ≡1

で ある 。 （53）式が定常状態を表す為には、＜Wl ，ly＞，
E

，
D は次の 関係式を満たす必 要が ある。

　　　　h・・」＋ 1（9）・ （B）　 　 　 　 ・55・一 ・［（ぢ）・ （露）一（君）・（ぢ）］
〈wihi （B）一一

ζ〈w （言）
《男）1・〉一・（ぢ）lv〉

　 〈Wlv ＞＝ 1

（56）

（57）

（58）

E
，
　D は E

，
D に 共役な行列 と呼ばれ て い て 、 こ の 関係式 を満たす もの な ら何で もよい 。これ らの

行列の 具体的な表現 を求め る方法に つ い て は、［4，
46」に詳 し い。こ こ で 定義 され た IP＞が定常状

態 を与 える の は、これ らの関係式を使 っ て HIP ＞が分解 され て 0 にな る こ と で 理解 でき る 。
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　一番簡単な場合で ある E ．D が行列ではな くスカ ラー
である場合 を考えて みる。

で は、E 　・ ＝ − D ； − 1 と E
，
D が 与え られ る こ とが知 られ て いる。する と、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　
E

諮
D ；

B α ＋ β＝1

と い う こ とがわか り、

　　　　　　　　　　　1・〉一α
L
（・

一
α ）

L
（盞）

L一Σ聟・・
（t。

）
Σ狂凸

とな る ことがわ か る。この場合の密度とカ レン トは、

1次元の ASEP

（59）

（60）

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ ＝ α 　 J 一α （1 一α ）　 　 　 　 　 　 　 　 （61）

で ある。

　以上で紹介 したの は連続時間版の MPA であるが、離散時間版につ い て も MPA が存在する Pl，

12
，
13

，
14

，
15】。

　ASEP の 離散時間発展 の モ デル には、時間更新 の方法に よ り以下の よ うに分類され る 。

　 ●　ordered 　sequential 　update

　 ●　sublattice 　parallel　update

　 ● 　parallel　update

orderd 　sequential 　update と は、系の右か ら左へ 1サイ トず つ 更新 して い く方法で あ る。　sublattice

parallel　update とは 、まず奇数番 目の サ イ トを更新 してか ら次に偶数番目のサ イ トを更新す る

方法で ある。parallel　update とは、全サイ トを一気 に更新する 方法で ある 。 通常の CA （Cellular

Automaton）で は parallel　update が用 い られて い る。

2．3．2　 キン ク の 運動

　相境界の パ ラメ
ーター領域で は、低密度領域 と高密度領域 と の 界面が定常的に存在 してい る こ

とが知 られ て い る。実は、こ の 界面 （キ ン ク
2
）は ブラウ ン 運動 をして い る．端 まで拡散する こ とも

あ るが、跳ね 返 っ て来て、や は りキ ン クは定常的に 系の 中に存在する。つ ま り、開放境界条件下

では 、 キンクの 位置は閉塞境界 の ブラ ウン運動をして い る こ とがわ か る。実際に、拡散 係数が求

ま っ て いて、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2α （1 一
α ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （62）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D ＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1 − 2α

とな る こ とが知 られて い る ［19］。キ ン ク の 左 側が低密度で、急激に ある位置か ら右側が高密度に

な っ て い る こ とか ら、こ の キン クを階段関数 を用 い て 、

　　　　　　　　　　　　　　ρkenk（」）＝α 十 （1 − 2α ）θ（」
− x ）　　　　　　　　　　　　（63）

　
2
この 場 合、密度の 急激な変化 を示 す点 を表すc 〔図 3 参照）

一 435 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

光藤　哲也

9

x
榊

十ρ

中
一 一 一 一一 一 L − 一 一 一 一 ゆ

図 3： α ＝βく 1／2 の 場合の ある時間にお ける 密度プロ フ ァ イル の概念図

と表すこ とがで きる。こ こ で、

　　　　　　　　　　　　　　　・（z・一 儲嬢 ：　 　 ・64・

で あ る 。x はキ ン ク の 位置 を表す。閉塞 境界 の ブラウン運動の 定常存在確率は位置に依 らず一定で、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
P・… （・）− lz］　 　 　 　 　 　 （65）

な の で 、定常密度 は、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，

　　　　　　　　　　　　・pb （ゴ）一 Σ 煽 鰯 一α ＋ （・
一・・ ）孟　 　 　 （66）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x ＝1

とな り、厳密解 の 結果 とも
一致する 。さ ら に 、反射境界の ブ ラウ ン運動は時間発展ま で 厳密に求

め る こ とがで きる。そ こ で、他時刻自己相関関数を計算する こ とで 、 パ ワ
ー

ス ペ ク トルを求 める

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3
こ と が出来て、角周波数 を ω とする と、ω

一
7 に比例する こ とがわか っ た （Appendix）。

　　　　　　　　　　　　　　・（・ ）一

α （レ

咢景
一2α ）

3

・
−S 　 　 　 （67）

こ れ は、モ ンテカル ロ シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン で確認 された べ き則と、係数まで きれい に

一致 した。

　よ っ て 、こ の キ ンク描像は、ASEP におけるキ ンクを論ずる上 で 確か な も の で あ る と い うこ と

がで きる。

2．3．3　 固有値分布

　 工次元 TASEP の 遷移率行列 H の固有値を直接計算する こ とは難 し い が、数値的に求める こ と

が 出来る e こ の 場合固有値は、遷移率行列 H が非 エ ル ミ
ー ト行列 なの で、QR法を使 う 147｝。　QR

法 とは任意 の実行列 A が相似変換 によ り直交行列 Q と上 Hessenberg 行列 R （Rij＝O；i＋ 1 ＞ の

の 積に分解で きる こ と （A ＝QR ）を利用する方法で ある。詳細は省略する。　 L が大き い 場合に は

メ モ リの 問題で数値計算は 困難だが 、L が 小さ い場合 に は可能で 、図 4 のよ うな固有値分布にな

る こ とが わ かる。
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図 4： 上 図は L ＝ 13
，
α ＝ β ＝ O．1 の 場合の 複素平面上 の 固有値分布 。 下図は実部の 0 付近 の 拡

大図。
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一〇．2

一〇．4

一〇．6

一〇．8

1冒

・12

一1．4
　 　2 4 6 　 8　　　 10　　 12　　 14

図 5； 第 二 最大固有値の 絶対値 の L 依存性。＋ が α ＝β ＝ 1．  の 場合。 x が α ； 0．1，β＝ 1．O の場

合。＊が α ＝β； 0．1 の場合。線は ガイ ドライ ン。

　相境界の 領域 α ＝ β＜＜ 0．5におい て は、0 固有値に近 い値が多 く存在 して い る こ とが見て 取れ

る。こ れ は、他の領域で は 見 られな い特徴で ある。相境界の 領域 は他 よ りも緩和時間 が長 い こ と

が こ の 固有値分布を見る こ とか ら予 想 され る。実際に他の 領域 と の 第二 最大固有値を比 べ て L 依

存性を調 べ て みた．最大固有値は必ず 0 で あるが、第二 最大固有値の 出来る範囲で の L 依存性を

調べ てみ る と、共存相で は L 『3／2 に比例 して い る こ とが わか る （図 5）。また、最大流量相で は 14

と 1．5 に近い 値を示 して い るが 、低密度相 にお い て は 0．9で あ り、異な っ た振舞を して い るよ うで

ある・周期境界 の 場合に は第二 最大固有値の 大き さが L
−3／2 に比例する と い うこ とが、Bethe仮

説法の 解析か らわか っ て い るが ［48 ，
49ト まだ両 者の 関係 はわか っ て い な い 。非ゼ ロ固有値で ある

比較的実部の ゼ ロ に近い 固有値は、時間発展におい て 比較的長く系を支配する の で、非常に重要

で あ り、そ の 性質の 詳細がわ か る と ASEP な らずと もそ れ と関連 した非平衡系の研究に重要な示

唆を与え るだろ う。

3　 2 レー ンモデル

3．1　 モ デル の導入

　 1 レ
ー

ン の モ デル を多 レ
ー

ン に拡張する こ とは重要 で あ る 。 1次元の モ デル を 2 レーン に拡張

する と、粒子が レ
ー

ン を移動する こ と で 粒子 の 入 れ 替わ りが起 こ る。すると、解析的な扱 いが異

な り、物理 的に も 1次元 と異なる振舞い が予想され る。しか し、い きな り多レ
ー

ン モ デル を扱 う

の は困難なの で 、まず は一番簡単な拡張で ある レー
ン を二 つ に したモ デル を扱 う こ と に する。

　図 6 の よ うに、 2 レー
ン モ デル を導入する。まず、 1次元鎖を 2 本並 べ る。空間は離散、時間は

連続で 扱 う。左端 に粒子がな い ときに粒子の 入る割合をそれぞれ α 1 ，
α 2 と し、右端 に粒子 がある

と きに右端か ら粒子が出て行 く割合 を β1， β2 とする。さ らに、 2 レー
ン目か ら 1 レ

ー
ン 目に粒子
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図 6： 2 レ

ー
ン TASEP の ス ナ ッ プシ ョッ ト

が移る割合を r
↑
、 1 レー

ン 目か ら 2 レ
ー

ン 目に移る割合を r↓
とする．レ

ー
ン チ ェ ン ジ は、とな り

が空い て い た ら行 われ る こ ととする。粒子はそれぞれ単位時間当た り 1 の 割合で 右に移り、行 き

先 に粒子が あ る場合は運動せずに留ま る 。

　パ ラメ
ーター

の 取 り方によ っ て 、系の様子 は様々 なふ るま い をする 。 レー
ン毎に見る と、 1 レ

ー

ン の 定常状態 の組合せ の 状態が実現する こ とが予想される し、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で も確認する こ

とがで きる。例え ば、 1 レ
ー

ン 目は低密度相で 2 レ
ー

ン目は高密度相が実現する よ うな境界の パ

ラメ
ーターをとっ た とき、レ

ー
ンチ ェ ンジ の 割合 と しては、 1 レ

ー
ン 目か ら 2 レ

ー
ン 目へ と移 る

割合の方が多くな るよ うに パ ラ メ
ーター

を とる。しか し、ど の パ ラメーター領域 で どの ような定

常状態が 実現 し、相図のよ うな も の が書けるかど うかに つ い ては、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン をする こ と

でわか るが、今 の と こ ろ き っ ち りと求め ては い な い 。

3．2　 行 列積仮説 に よる厳密解

　次に、 1次元で 成功 した行列の方法を使っ て 、こ の 2 レ
ー

ン モ デル の 定常状態の 解析をする。一

次元では、各サイ トに粒子の 有無に対応 した 2 状態を考えて いたが、こ こ では 、各サ イ トに 4 状

態がある と して 考える 。 すなわち、両 レ
ー

ン に粒子が無 い状態、 1 レー
ン 目に 粒子 が在る状態、2

レ
ー

ン 目に粒子が在 る状態、両 レ
ー

ン に粒子が在る状態 の 4 状態で ある。各状態 に対応して 、 4

つ の 行列 A
，
B

，
σ

，
　D を考え る と、系 の 確率密度ベ ク トル は、

1・〉一 涜（wal
＝，

（（1 − Ti
；i）（1　一　ri

；2）川 ・一
蜘 ・ 煽 1 一

璽 ）・ ・ T… T・・2D ）IV＞ （68）

と書け、分配関数に当たる ZL は 、

ZL 　＝〈Wl （A ＋ B ＋ o ＋ D ）
Llv

） （69）

で ある。こ こ で、％ 1 ，7i；2
；O

，
1 で i番 目の サ イ トで の 粒子の有無を表す。系の時間発展は マ ス タ

ー

方程式、

　　　　　　　　　　　誘lp＞… Hlp ＞ H 、。＝　h，1 ＋冤・。＋1 ＋ hL 　 　 （，。）
　 　 　 　 i；1
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で表 されるが、以下の 条件を満たす ような a ，b，c ，dが存在すれ ば、　 HIP ＞＝ 0 で ある こ とが知 られ

て い る．つ ま り．　 ［P ＞が定常状態の 解にな っ て い る こ とがわか る。a
，
b

，
　c

，
　d は行列 で も構わ ない が、

定数で 考え て み る。

hi，i＋ 1  ・  一・「ω・  一  ・〔1］

くは定数で ある ．遷移行列は、

ん
あゴ＋1　；
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　　　　　　　　　　　　　屍 一儲瀏 　  

で ある。0
，
1 はそ れぞれ 4 × 4行 列で、全て の 成分が 0 で ある もの と、単位行列である．〈Wl ，IV＞

に つ い て も、上の 条件 （71，
72

，
73）を満たせ ばどんな もの で もよ い 。

　まず、（71）（72×73）式の 中で 矛盾が無い よ うな条件 を求めて行 く。する と、以下の 条件式が 出て

く る。

　　　　　　　　　　　　　α 1 ＋ β1 二α 2 ＋β2 ＝ 1

こ の条件式 を満た す場合、（72，
73＞式を分けて書 くと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 く
　　　　　　　　　　　　　くWIA ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Wl
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α 1α 2

　　　　　　　　　　　　　Dlv ＞一議1γ〉

　　　　　　　　　　　　　（叩 一
。誘（网 ・

　　　　　　　　　　　　　〈叩 一鵡くWl ・

皇 ＝
α 1β2

rl 　 α2β1

　　　　 〈B 」y＞＝　　　　　　国〉
　　　　α 1β2

　　　　 〈
　　　　　　Iv＞Clv ＞＝
　　　　α 2β1

と い う こ とがわ か る。条件 （77）式の時、解は簡単に求ま っ て、分配関数は、

　　　　　　　　　　　　　　・・ 訓 覇 一（α 1α翻
L

で あ る 。さ らに密度や流量は、

　　 〈nj ，1＞・・ 　al

　　（nj ，
2＞一α2

」1 一 α 1（1一α 1）

」2 ＝ α2（1一α 2）

（77）

（78）

（79）

（80）

（81）

（82）

（83）

（84）

（85）

（86）

と なる。

　こ こ で 求ま っ た解は、 1 レ
ー

ン解 と同 じで あ り、レー
ンチ ェ ン ジ の 効果が 消え て い る 。また、こ

の 領域で は、 2 点関数が 1点関 数の 積と等 しくな る。

3．3　 キ ンクの運動

　 2 レ
ー

ン モ デル における キンクの 運動 を解析する こ とが本論文の 中核 をなす。こ の 節で は文献

［50】に基づ き、キン クが互 い に 同期 して 行 く こ とを示す。
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図 7： 左 図は シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン に よる時間発展の 様子 。点が 粒子 を示す。横軸が位置で縦軸が時

間を表す。 2 レ
ー

ン ある うちの 1 レ
ー

ン 目の様子。パ ラ メーターは、α 1 ＝角 ＝ 0．1
，
α2 ＝ 角 ＝

0．15
，
r
↓

＝ O．11
，
r
↑
＝ O．1

，
L こ 200。右図は同 じパ ラ メ

ー
タ

ー
で 同じ レ

ー
ン で 系 の 真中で と っ たパ

ワ
ー

ス ペ ク トル。側の線 は ω
一3／2 に比例する線。

3．3．1　 キンクの 拡散

　今度は 、 2 レ
ー

ン モ デル で の キン ク の 運 動 を考 え て み る 。まず、キ ン クが現れ るか ど うか確か

め る必要が ある。モ ンテカル 囗 シ ミ ュ レーシ ョ ン の 結果が図 7 に示 して ある。

　こ の よ うに、大体 α 1 ＝β1 く 1／2，
α 2 ＝＆ 〈 1／2 の領域 でキンクが安定に現れ る こ とがわか る。

定点パ ワ ース ペ ク トル を と っ て みた の が図 7右で．1 レ
ー

ン と同様な べ き関数 ∫＠）〜 w
−3／2 に従

うこ と がわか る．

　で は、2 レー
ンモ デル に拡張した とき に、こ の キンクの 運動は どうな っ て い る の だろ うか。レー

ン間の移動 を許す と、粒子は空い て い る ところ に移動しよ うとする の で、キン クがお互 い に同期

して 動 く こ とが予想 される。こ の こ とを解析的に示 して みよ う。

3．3．2　 キ ンクの位置

　まず、キン クの 位置を、レ
ー

ン内にある総 粒子数 くNe＞＝Σ鼻1（Tj，e）を使 っ て、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＜Ne＞一ρE；＋
L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （87）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 偲 4 ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρe；
一一

ρe；＋

と定義する e こ の 定義の妥 当性は 、キ ン ク を表す式 （63）か ら示される。この 2 レ
ー

ンモ デル の 場

合、」番目の サイ トの ‘番 目の レー
ン の 密度 を く乃；e＞と書く と、

〈Tj ；e＞＝
ρe；＿　十 （ρe；＋

一
ρe；＿）θ（」

− XE ） （88）

となる．こ こ で 、 ρe；± は e レ
ー

シ の密度 を表 レ ρe；＿がキンクの位置の左側の 密度で PE；＋ が右側

の 密度 を表す eXe は e レ
ー

ン 目の キンク の 位置 を示 す。（88）式の 両辺を 1 か ら L まで足 し合わせ

て 、式変形する と （87）式が導かれる。
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3．3．3　 平均場解析

　こ の 節ではキ ンク の位置の 運 動をレ
ー

ン内にある総粒子数の 時間発展方程式を平均場近似を使 っ

て 議論する。

　以下では 、レ
ー

ン毎の 総粒子数に着 目して い く。〈Ne＞に つ い て の 時間発展方程式 をマ ス ター方

程式を元 に導 くこ とがで きて、
　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　厩
くNE＞＝〈slNeHll

）

（の〉

とあ らわされるが、e
，
e「 ＝ 1

，
2沼 ≠e’

に対して 計算する と、

　 　 　 　　 　 　 d

　　　　　　　at（ハ曼〉　
＝
　αe（1一くτ1；E＞）

一
〈TL ；E）（1

− fie）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　＋（e − 9）Σ［r↑（rj、e
・（1 一

乃、e）〉
− rl 〈η、・（1

一
η 、の〉】

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1

（89）

（90）

とな る こ とがわかる。こ こ で、et− 4＝±1は符号を表す。この ままで は扱えそ うもな い の で、両

端か らの 寄与 （第噸 と第 二 項 ）礁 視 して・〈N ・〉一 蝉 と （N ・〉一（N ・〉
一

〈Nl＞を導入す

る と、方程式は 、

　 　 　 　　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　盃〈Nc ＞ ＝ o 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （91）

　　　　　　　　　岳（N ・・ 一 一・・
，・・。・・ … 、

一・
，め。、1（1 −

。、・・　 （92・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

とな る。r
↓

＝ rl の とき、方程式 （92）は簡単にな り、

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　　訃
N ・〉ニ ー2・T〈NR ＞　 　 　 　 　 　  

となる。こ の とき 、（／＞R ＞は指数関数的に減衰 して 0 になる。

　しか し、rl ≠ r↑の 場合は、（92）式の 右辺第二 項 に現れる 2 点関数 〈乃；1乃；2＞を求 める 必要が あ

る。一
般には、 2 点関数を求める には 3 点関数の 情報が必 要にな っ て 来る。全て の 多点関数を求

め る こ とは非常に難 し い の で 、どこ か で 近似を して こ の 階層構造を切 っ て や る 必 要が ある。そ こ

で 、まず、
一
番簡単な方法で ある、平均場近似で考える。平均場近似とは、こ こ では、 2 点関数を

1点関数の 積で 置き換える と い うもの で ある。つ まり、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L　 　　　　　 　　　　　 　 L

　　　　　　　　　　　　Σ〈η、1（レ 乃、2）〉一 Σ（T」、・〉（1
−

〈7」、2＞）　 　 　 　 （94）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝I　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1

で ある。

　平均場近似の 式 （94）を使うには 〈Tj；e＞の 時間発展が求まる必要がある．そ こ で、〈Tj　；e＞の 発展方

程式は、

　 　 　 　　 　 d

　　　　　　蕊
〈Ti ，E＞　　＝　　　〈乃

・＿1｝e＞（1　− 　〈Tj
・
；e＞）− rj

・t＞（1 − 〈乃＋11e＞）

　　　　　　　　　　　　一（乏
t 一ぎ）r↓〈7旗6＞（1 −

〈Tj；e’〉）十 （！
− 4）r↑（Tj；8t＞（1

− （rj；e＞）　　　　　　　（95）
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で ある ．こ の 方程式を解析的に解 く こ とは出来な い の で、近似的に密度 〈Tj；E＞の 時間発展を求め て

行 く。そ の 近似とは、密度がキ ンク描像を保 っ たま ま時間発展する、と い う もの で ある。つ ま り、

〈Tj；E〉が

　　　　　　　　　　　 〈Tj　
；e＞＝ ρe；

＿〔t）一ト（ρe；＋（t）
一

ρE；
＿（t））θ（」− Xe （t））　　　　　　　　　　　　　　　（96）

で あ る 、とする （以下で は時間依存を意味する （t）を略する）。ρe；± は ゴによ らな い の で 、（95）式 の

ゴ方 向の カ レン トを無視する ことがで きるため、

　　　　　　　箭・・、土
一 ＋ 軅 ・（1 − P… ±）・ （e

’

・一・e）…P・・、±（・− P・・± ）　 （97）

とい う方程式に従 う こ とがわ か る。こ れ は、変数変換 して ρG ；±
； m ；土

吉
ρ1’±

と ρR ；±
＝

ρ2≠
一

ρ1；±

を用 い る と 、

　　　　 　　　 d

　　　　　　　蕊
ρG ；士

＝ 0

　　　　　　　読・・ 、±
一一

，＋ ・・）・・ 、士 ・1（・・
一嘱 土 ＋（・・

一・
・x・・ 、・

一
・z、± ）

と書 く こ とが 出来 る．式 （98＞（99）式 は可 解 で そ の 解 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0
　　　　　　　　　　　　　　　 ρσ ：±　　

＝
　　ρG ；土

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27　　e
−
rrt

　　　　　　　　　　　　　　　ρR ；土
＝ ω 一÷ tE−trt＿c ±

で あた え られ る。こ こ で 、E
，　ty，　tV土 ，

0 ± は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　∈ ＝r↓
一「

↑　 cr＝i（r ↓
一「

↑）（tU＋
一ω 一）

r ↓＋ r
↑
士 （r↓＋ r

↑）
2 − 2（r↓

− r
↑）

2
（α 1 ＋ α 2

−
（α 1 ＋ α 2）

212
）

（98）

（99）

（100）

（101）

ω 土
＝

o ±
＝

e
ρR ；±

『
ω ＋

o
ρR ；」，

一
ω 一

　　　　〇　　　 α 1 十 α 2

　　　ρσ ；
一＝

　　2

　 0　　　 2 一
α 1

一
α 2

「i
− 「

↑

（102）

（103）

（104）

で ある 。初期条件で ある ρ乞．土 と ρ隻．± は、一
次元 の 定常密度と 同 じで あ る と仮定 す る。つ ま り、

　　　　　　　　　　　　ρσ；十
＝

　　　2

で ある。よ っ て 、解を ρe；士 で表すと、

　　　　　　　　　ρ1、
一一

・i− 1，
．裂

¢

。一

と、

　　　　　　　ρ1− ＋ ｝，
一  ＋

ρ覧、
．一 α2 一α 1 　 　 　 　 　 （105）

ρ距 一 α 1
一

α ・・　 　 　 　 　 （106）

・・、
一　
＝＝

・灸÷ 薨≡
ε

。． 　 　 （・・7）

… ＋
− 1 −

・1・ 音，
．瑳≡7＋ 　 ・1・8・
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とな る。こ こ で、

　　　　　　　　　　・1・・一　g，＋

 
ω 『

ρ弖一

α 1 ＋

讐
＋ ω 一

　 　 （1・9）

で あ る 。密度の キ ン ク形 の （88）式 を （92）式 に代入 して 、（94）式を使う と、Xl ＜ M2 の 場合、

　　　　　　　　　：，1〈NR ＞ 一 一（… ＋ ・（1 −
… 一＋ ρ1・＋ 脳 〉

　　　　　　　　　　　　　　　十2Eρ1；．十．ρ2 ；
＿L 十 2c（1 一

ρ1；＋
一

ρ2；
＿）〈N （1＞　　　　　　　　　　　　（110）

とな り、Xl ＞ x2 の 場合、

　　　　　　　　　浩働 一 一
（… ＋ ・ （1

−
… ＋ ・・ρ・・

一））〈・ ・〉

　　　　　　　　　　　　　　　＋2・P1、
一ρ2、＋L ＋ 2（（1 一

ρ1、．
一

ρ2、＋）〈NG ＞　 　 　 （111）

となる。（110）式 と （111）式 は解 くこ とが出来て 、時間発展が求まる （Appendix）。長時間後の t → oQ

の 解は、Xl ＜ x2 の 場合は （135）式か ら、

　　　　　　　　　　　　　　　　＜N 。 ）。．
．

‘ρ弖（’
一

・1）L 　 　 　 　 （112）
　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 「i一∈ρ2

と な り、Xl ＞ x2 の場合は （134）式か ら、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 eρ〜（1 一
ρつ五

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ll3）　　　　　　　　　　　　　　　　〈NR ＞。。
コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 r↑＋ cρc
とな る。 これ らの 結果は、レ

ーン 間の 平均総粒子数の 差が最終的に残る こ とを示す。

　こ の解析結果 をモ ンテカル ロ シ ミ ュ 、レ
ー

シ ョ ン と比較 してみた の が 図 8 で ある。咢
＝ 1．1の 場

合 にシ ミ ュ レ
ーシ ョ ンと解析結果 （134×135）式の 比較を行 う と、両 者は良 く一致 して い る こ とが

わ か る 。

　総粒子 数の 差が残る もの の 、キン クの 位置 は同期す る。（113）式 もしくは （112）式 を （87）に代入

する と 、 （103）を使 っ て 、

　　　　　　　　　　　　　　　　 x2 （OQ ）− Xl 〔oO ）＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（114）

となる こ とがわ かる。

3．3．4　近似の 妥当性

　次に、解析にお い て近似を用いた ので 、そ の妥当性を議論 した い と思 うe こ こ では 、モ ンテ カ

ル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンによ り、比較する。次の よ うに定義され る値 ．4

　　　　　　　　　　　　・ 一Σ匁〈7」、1乃、2＞
一Σ髭1〈η、1＞（r」、2

Σ廴、Σ仁、＜務、e＞

〉

　　 （1…

をシ ミ ュ レーシ ョ ン によ り求め た。まず、解析結果と 比較して よ い 一致 が見 られ た場合 の A の 値

が図 9 で ある。t ＝ 30か ら t ＝ 100の 間は ほ とん ど 0 にな っ て い る とみ て よ い 。キン クの 同期が

進行 するの は この時間領域なの で、近似はうまくい っ て い る と思われ る。
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000321

0
＜N 中

0000000

％ 20 40 60 80　 10
time

図 8： 〈NR ＞の 時間発展の シ ミュ レ
ー

シ ョ ン と解析結果の比較。解 （134）が直線で示 されて お り、シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果は x で 示 され て い る ．パ ラメ
ー

ターは α 1 ＝β1 ＝ 0．1
，
α 2 ＝β2

＝ O．15
，r↓

＃

0．11
，
r↑

＝0．1
，
L 　＝ 　1000で ある。初期条件は 、〈NR ＞o ＝75で、1000 の サ ン プル平均をとっ て い る。

　

O．

0．

・0．

一〇．

0 20 40 60 80　　 100

time

図 9 ： シ ミ ュ レーシ ョ ン で 得 られた値 A の時間発展 を表す。 パ ラメ
ーターは図 8 と同 じパ ラメ

ー

タ
ー

で あ る。
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0　　　 1QO200 　　　300 　　　400 　　　500
　time

A
脳

　

00

．OO2

℃ ，002

く）．oo4100

　　　200 　　　300 　　　400　　　500

　 　 　 time

図 10： 左の 図は くNR ＞の 時間発展の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン と解析結果の 比較で あ る。解 （134）が直線で

示されて お り、シ ミュ レ
ー

シ ョ ン結果は × で示され て い る。右の図は シミ ュ レーシ ョ ンで得 られた

19A の黼 発展を表す・両 図での パ ラメーターは α 1 一 β・
一・．1

，・、
一β、

一・．・5
，
r
↓

一 ・．・3
， r↑

−

0．Ol
，
L ＝ 1000 で あ る。初期条件は、〈／VR＞o ； 　75で、1000 のサ ン プル平均 をと っ て い る。

0．05

・0．05
−0．1

・0．15
・0．2

−0，25
−03
−0．35
−0 ．4

−0．45
　 　 0　　5　 1015 　　20　　25　　30　　35　　40

r−　／rt

図 11： 舞に対 して （NR ＞の解析結果と シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果の ずれを プ ロ ッ トした 。 パ ラメ
ーター

は α 1 ； β1 ＝0．1
，
α 2 ＝ 碗 ；　O．15

，
　L ＝ 1000 で ある。
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0．2Stationary
　density

O ．18
　 　 十

0．160

．140

．120

．10

．08x0

．06
　 0　　　　200　　　 400 　　　600　　　 800　　　1000

　　　　　　　　 position
　　　stationary 　density
O．1450

．140

．1350

．130

．1250

．120

．1150

．110

．105

　 0，1
　 　 0　　　　200　　　400　　　600 　　　800 　　　1000

　　　　　　　　　position

図 12： 定常密度 ρ1， ρEの シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン との 比較．＋ は 1 レ
ー

ン 目、x は 2 レーン 目の 密度の シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果を表す．直線は ρ1，ρ1の値。パ ラ メータ
ー

は α 1 ・・，　 o．1
， β1 ＝0．9，α 2 ；0，15，β2 ＝

0．85， L ＝ 1000で、上 図では r
↓

＝ 0、03
，
rT ＝0．Ol で下 図で は r↓

＝ 0．11
，
r
↑
；O．1 で ある。

　しか し、平均場近似によ る解析がうま く い かない 領域も存在す る。実際 舞
二 3 の 場合、図 10

の 左 の図は 、シ ミ ュ レ
ーシ ョ ンか ら得 られた 〈NR ＞と解析結果がずれ る こ と を示 して い る 。キ ン

ク の 位置は こ の 場合は 、一
致 しな い 。解析結果との ずれ を ；1 に対 して プ ロ ッ トした の が 図 11 で

ある。

　こ こ で の パ ラメ
ー

タ
ー値 舞

＝3 は平均場近似の 成立する 場合で ある T↓
＝r↑か ら大き くずれ て

い る の で近似の 破れは 当然で はあ るが 、もう少 し理 由 を探 っ て み る。こ の 場合の 値 A が 図 10 の右

の 図に示され て い る。値 A は t ＝30 か ら t＝200 の 間で ほ とん ど 0 にな る こ とがわ かる。従 っ て、

相関効果が重要 に な っ た た め に 近似が 破れ た と も言 い 切れない 。

　次に ρ1，p5が実際の キ ン ク の両側の 密度を シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン とあ っ て い るかを確認 してみ る．図

12 に よ る と、解析結果とのずれがある場合 には、pl， p5 の 値がずれ る． こ の ずれ が キン ク の 位置

がずれ る原因に な っ て い る。

　さ らに、図 13に最終的なキンクの 位置 の 解析結果 との ずれ を δ＝ rt！
’r↑

− 1に 対 して プ ロ ッ ト
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0，140

．120

．1O

．080

．06O

．0420

つ0

一〇．02
　　 0 0．5　　　　 1
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図 13： 最終的な キン ク の位置 の ずれ を δ＝r
↓かτ

一1 に対 して プロ ッ トしたもの。太線は δ
2

に比

例する曲線を あ らわ し、 x は シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン と解析結果 と の 最終的な キン クの 位置 の ずれを示

す。パ ラメ
ー

タ
ー

は α 1 ＝β1
窩0．1

，
α2 ＝ 碗 ＝ 　O．15

，
L ； 1000 で ある。

した。δが 0 の近傍では 、ずれ 方は δ
2

に比例 して い る。つ まり、δ
2 が無視でき るが δの 効果が現

れる領域 に お い て は 、平均場近似はな りた っ て い る こ とが、こ の 図か ら見て 取れる 。

3．3．5　 議論

　前節の終わ りでは、シミ ュ レーシ ョ ン結果 と解析結果がずれる の は ρ1，ρ1の値がずれ る こ とが原

因だと述 べ た が、で は、こ の ρ1，pl の 値がずれ る の は何による の で あろ うか？ それは、ρG ；± の値

が初期条件の （105）（106）式か ら変化する こ とに原因がある の ではな いだろ うか 。図 12 と同じ く、

対応する定常密度に お い て 〈乃 ，1＞。 。 ＋ 〈乃；2＞。 。 をプ ロ ッ トした の が 図 14 で ある 。

　 ノ　　 　　ノ

　ρ1 ，ρ2 は、（103）式 を通 じて ρG ；士
の 値に依 っ て い る。ずれの 原因の 結論と して は、定 常密度を

レ
ー

ンに つ い て 足 し合わせ たもの を時間に依 らず一
定で ある と仮定 した が、実際は一定では なく

変化する こ とだと思 わ れる 。

4　今後の 課題

　今後 の 課題と して は、まず、今 回は レ
ー

ンを 2 レ
ー

ン に拡張 したが 、さ らに マ ルチ レーン に し

た 場合 の キンク の 運 動が どうな るか 、と い うこ とを考 えて みたい 。レ
ー

ンチェ ンジの割合が レ
ー

ン によ らず
一

定の 値の 場合は、r↑≠rl で粒子 数にずれ が見 られ る とき、粒子数 のずれが各 レ
ー

ン

毎 に等間隔に できる だろ うと思わ れ る。また、粒子が運動す る領域が広 くなる の で 、 2 レ
ー

ン の

場合よ りも緩和時間が長 くなる と思 わ れ る 。
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図 14：
ユ に対 して定常密度 を真中の位置で レーン に つ い て 足 し合わ せ た も の の 解析結果 と シ ミ ュ

　 　 　
Tt

レ
ーシ ョ ン結果の ずれ をプ ロ ッ トした。パ ラメ

ー
タ
ー

は α 1 二β1 ＝0 ．1
，
α 2 ＝β2 ＝0．15

，
L ＝ 1000

で ある。

　文献 ［51】では 1次元 Burgers 方程式に現れ る衝撃波と膨張波 の 衝突 に つ い て調 べ て い る ． 1次

元 Burgers方程式は 、

　　　　　　　　　　　　　　　現・ ＋券（圃 一離 　 　 　 （116）

で あるが、u → 0 の 極限で 初期条件によ り二 つ の 解を持 つ こ とが知 られ て い る 。そ れ は、衝撃 波

解 と膨張波解で ある。な かで も、衝撃波同士 の 衝突で は、質量 と運動量に見立て た保存則が成 り

立 っ て い る こ とが知 られ て い る。

　我 々 のモ デル は 2 レ
ー

ン モ デルで、Burgers方程式の 1 つ の 拡張 した式にな っ て い る。そ こ で 、

こ の 問題 と比較 して 、多 レ
ー

ン モデル にお いて衝撃 波衝突の問題を論 じる こ とが期待で き る。そ

の 場合に、単純に衝突則が成 り立 つ の か、成 り立た ない ならそ れ に変わる衝突則がある の か、な

ど を調 べ る こ とが で きるだろ う。

　さ らに、 2 レ
ー

ン モ デル の 定常解 の 厳密解を求 め る為に も、行列 積仮説で の 行列が 2 × 2行列

の 場合 に どうな るか を計算 してみる と、さ らに定常解に つ い て 理 解が 深まるだろ う。

　また、レ
ー

ンチ ェ ン ジ の ル ール が今回は前の サ イ トを参照 しな いモ デル なの だが、交通流 を考

え る 上 で は 前を参照 する こ とは重要 で 、 1 レ
ー

ン よ りもカ レ ン トが大き くな る こ とが期待 される。

実際、本論文で は触れ て い な い もの の 、現実的な レ
ー

ン チ ェ ン ジの ル
ー

ル を採用 した TASEP で、

輸送効率の 上昇が見 られ る こ とが、筆者の シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン に よ っ て 確認され て い る 152】。そ の 解

析な どがで きる と面白い と思 う。

5　結論

　一次元 TASEP モ デル を 2 レ
ー

ン に拡張し、そ の 性質を調 べ た。まず、定常解を
一

次元で 成功 し

た行列積仮説に 基づ い て 解析し、一次元解と同じ解が求まる パ ラ メ
ーター領域を求めた．さ らに、
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2 レー
ン モ デル に おい て キン ク の 運動を調 べ た。レ

ー
ン チ ェ ン ジ の 効果で 、二 つ の キン クの 位置

は同期する こ とが わか っ た。レー
ンチ ェ ンジの 割合が非対称な場合に は 、レーン毎の 総粒子数に

差が残る も の の 、キン ク の 位置は同期する こ とが わか っ た 。

　まず、丁寧に 指導して くださ り、辛抱強 く原稿の推敲を してくださ っ た、指導教官で ある早川

尚男先生に謝辞を述 べ た い と思い ます 。 また 、拙 い説明に もつ き あ っ て くだ さ り、的確な コ メ ン

トをして くださ っ た、武末真二 先生に も感謝 します。投稿論文のプ レプ リン トに い ち早く反 応 し

て くださ り、有用な コ メン トをた くさん 頂き、西成活裕先生に も感謝の 意を述 べ た い と思 い ます。

研究会や 学会の 場で、議論に応 じて くださ っ た り コ メ ン トをくださ っ た りした、笹本智弘さん、日

永田泰啓 さん に も感謝します。また、G ．M ．Schtitzさん に は、国際学会で 快く議論に応 じて くださ

り、プレプリン トに もコ メ ン トを くださ り、非常に感謝して い ます。そ して、研究室の みんなや友

達に もな にか と助 けて もらい ました。最後に家族に も謝辞を述 べ たい と思 い ます。

A 　計算補足

A ．1　 1 次元 閉塞境界条件下で の ブラ ウン運動する キンクのパ ワースペ ク トル

　 こ こ では 、1次元で の キンク の パ ワ
ー

ス ペ ク トルが ω
T3

！2 に比例する こ との 導出過程を簡単 に説

明する。詳細は文献 ［22】にある。

　キンク の 位置を X とする と、位置 x にお け る密度は、

　　　　　　　　　　　　　 T （m ，
t）＝α 十 （1 − 2α ）θ（．T − X （の）　　　　　　　　　　　 （117）

と階段関数 を用い て 表す こ とが で き る 。

　計算の概略 を示すため、以下では τ （x ，
t）：＝ 　e（x

− 」，（（t））の 場合に つ い て考え る。こ こ で は、キ

ン クは 一L ！2 ≦ x ≦ L12 の 間で運動する とする。ある位置 x で の相関関数は 、

〈T （・，
・）7 （・，

・）〉一 乃漕 臨嶋 （x ・）・（・ ，
・… ，

・） （1ユ8）

と書 ける。こ こ で、P
，t（Xo ）は x （t）；x となる定常確率分布で、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P…（x ・）− lz］　 　 　 　 　 　 （119）

で あ り、P （x ，
　t；Xo ，

O）＝ P は拡散方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
2P

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊
一 D

涙 　 　 　 　 　 　 　（12°）

を境界条件

　　　　　　　　　　　　　　　諤1凶 、

一 噐L．。、、
一 ・ 　 　 　 （121）

の元で解 い た解で ある 。具体的には、

・（ユ  t；．TOIO ）＝＝t・　J　Z　e
− D λ：‘… M … M ・呈Σ ・

−D λ・
’t

… M … M （・22）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ；eaten 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 nloced
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　と表 され る。こ こ で 、煽 二
π n ！L ，

tl − 1
，
2

，

…　 で ある。拡散係数 D は 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 α（1 一
α）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 D ＝
　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 1 − 2α

とな る こ とが知 られて い る 。 そ して 、 パ ワース ペ ク トル は 、Winner −Khinchin の 定理

　　　　　　　　　　　　　　　・（の 一1こd・・
” Ut

〈T （y，
t）・（y，

・・）〉

を使っ て 、

　　　　　　　　　　　・… 一 蜑・・… 矩
1 ＋（

一1）
” − 1cos

（2λnSt

D2 λ誌＋ ω
2

）

て、和 を積分に置 き換える ことで評価 してやる と、

　　　　　　　　　　　　　　　　　（第二 項）。
・砺

ω

一・／・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2L

散の 場合 も計算で きる。

　　同様に密度 プ ロ フ ァ イルが （117）式の 場 合 も計算する こ とがで き て 、

　　　　　　　　　　　　　　・（・ ）・

α （1 一

留景
一2α ）2w− ・／・

　となる こ とがわ か る。

A2 　Σ1仁1〈η；1＞（1 − （7j ；2＞）の 計算

　 X2 ＞ Xl の 時、

　 L 　 　 　　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 L

Σ＜T」、1＞（1 − 〈T 」
・
；2＞） 一

ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　 j＝1

と なるが 、（87）式を使うと、

　 　 L

　 　 ゴ＝1

　　　　　　　　　　　 ＝　　ρ1：＋ ρ2：
＿L 一

ρ1；＋ ＜1V2＞十 （1 一
ρ2：

＿）〈1Vl＞

　　　　　　　　　　　一
ρ1、＋ ρ・、

一・一
ρ1、＋ （

2〈N °＞1（NR ＞
）・ （1

−
・・、⇒（

2

　　　　　　　　　　　一 ρ2；一
一

窒
’；＋

− 1
〈NR ＞＋ ρ1、＋ ρ・、

」 ＋ （1 一
ρ11＋

一
… ⇒〈・・ 〉

（123）

（124）

（125）

と、計算され る。δ（ω）はデル タ関数で あるが 、 本質的なの は第二 項で 、振動項を無視で きる とし

（126）

と、パ ワース ペ ク トルが ω
一3f2

に比例する こ とがわ かる。以上 は m が 連続で あ ると して い るが、離

（127）

　Σ（（ρ1、一＋ （ρ1、＋
一

ρ1、一）θ（」
− x1 ））（1・一ρ・、

一一
（ρ・、＋

一
ρ・、

一）θ（ゴ
ー

・ ・）））

＝　ρ1；＋（1 一
ρ2；＋）L 十 （ρ2；＋

一
ρ2；

＿）ρ1；＋ x2 −
（1 一

ρ2：
＿）（ρ1；＋

一
ρ1；

＿）xl （128）

Σ〈Tj、1＞（・
一〈乃、2＞） 一 ρ1、＋（1

一
ρ・、＋ ）L 一

ρ1、＋ （〈N ・〉
一

ρ・、＋
L ）＋ （1 一

ρ・、
一）（＜Nl＞一ρ1、＋

L ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2（ノ＞c ＞
一

くノVR＞
）

（129）
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とな る こ とがわ か る 。 同様 に ．Tl ＞ ．T2 の 場合 も計算で きて、

L 　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　 L

Σ〈乃 、1＞（1 − 〈乃、2 ＞） 一 Σ（（ρ1、
一＋ （ρ1、＋

一
ρ・、一）θ（ゴ

ーXl ））（1一
ρ・、

一一
（ρ・、．

一
ρ・、

一）θ（ゴ
ーm ・）））

j＝l　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1

　　　　　　　　　　＝　　ρ1；＋（1 一
ρ2；＋ ）L 十 （ρ2；＋

一
ρ2；＿）ρ1；＿x2 −

（1 一
ρ2；＋ ）（ρ1；＋

一
ρ1；

＿）Xl

　　　　　　　　　　一

ρ1；＋（1 一
ρ2；＋）L 一

ρ1；
一（〈N2＞一ρ2；＋

L ）＋ （1　一　P2；＋）（＜N1 ＞一ρ1；＋
L ）

　　　　　　　　　　一 ρ1、一ρ・、＋
L 一

ρ1、一（
2〈NG ＞

チ
〈NR ＞

）・ （1 −
・・＋）（

2〈IVG＞
夛

くNR ＞
）

　　　　　　　　　　−
e ；±＝ tP’；⇒ ・ ・〉＋ ρ1， ρ・、＋

L ＋ （1 一
ρ1、

一一
・・、＋）＜・

rG
＞ （13・）

で ある。

A ．3　〈1VR＞の計算

　計算するのは 、Xl ＞ x2 の 場合は、

　　　〈NR ＞ 一 （／＞R ＞。e
一おd‘

’

（2・
↑＋

f（1
−
ml ＋ ＋P ・ 1−））

　　　　　　　　・ ・ズ… ガー ・1−・ ・＋ ＋…
一・・

（・L… 一ρ… ＋ ・・1一ρII− 一
… ＋）〈N ・ ・）（・3・・

で あるが、まずは指数関数の中の積分を （107）式と （108）式を使っ て、

　　　　　　　　　　　　f。
tdt

’

・1 −
・ ・＋ ＋ … ⇒

　　　　　　　　　　− fe
t

　・・
’

・・ρ1一叫

許 （
　 e

一
ツオ

’

　 　 e イ

，
一

・・Lo
、

＋
，
一
… ．q）・

　　　　　　　　　　− 2ρi… 云
ω 一

1・ 儒ヂ
C ‘

ヂ）

と計算で きる の で 、

一 ・犀 1・ （
（（］h − e

−
「「t
）（Cl − e

’7t
）

ChCl ）

ビ 脚 岬 一 ＋一 ・一・

− 2… ＋ ・pl＞t

（，。。
．，

・一！llll：2i，lh96
，
．，

一
，，）

と い う こ とがわ か る。そ の 結果、

　　　〈NR ＞ 一 〈NR ＞・e
’2｛’ t＋鱈 ）t

（c．
．，執浩．

，
．

，，
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E
　 　 　 　 　 　 　 　 十

　（〇＋
− er7t ）（c＿− e

− rrt）

e
−
ort　．．　e

−2（・↑＋ 
十

2（r↑十 Eρt）− ty　　　　∈

ε

｝
守ε 一e

−2｛「T＋朔 ）7

　　　［
　　　　　　　　　　　　 1＿e

−2（rl ＋ ・ρつ
　　　　Lρ1（1 一

ρt）0 ＋0＿
　　　　　　　　　　　　　　r↑＋ e所

・・（z（・・
一

・1（σ一＋・・ ））
一

（・一＋ ・・ ）・1（i −
・1））

＋22
（r ↑＋ ‘〆）：

’

Tt（C −
　
− c

・）〈N ・〉

・噤孝 ≠
）

（÷ ぞ・2ρ1− 1… 1・・一
・〜・）・］
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とな り、そ して 、x2 ＞ Xl の 場台、

〈… 一 （恥 嘱 ‘

、。＿ ，雛 ．
，
．

．り

　 　 　 　 　 　 E
十

　（〇＋
− e

− Tt）（0＿− e
−trt）

　e
− trt ＿e

− 2（r ↓
一（ρ惣〉

十
2（

　　　　　　 ノ
「↓

一
ερ2）一

厂
）
・
　　　　E

e
−crt− e

− 2 （ア ↓
− E ρi）广

γ

　　　［L ・ら（1 −
・皀・叫 ギ 1詳

）

・L （
ユ
（o ． ＋ ρs（c．　一・c．t））一（c．　＋ c ． ）・s（1 −

・s））

＋22
（，、

±翰 一
， 才（°一皿゜

・）（Nc 〉

・肖譯 斗 筈・ 掻 1… 隔 ・）1 （135）

とな る。

Bdriven 　lattice　gas

　Driven　Lattice　Gas （DLG ）と は 、粒子 が格子 上 を移動 する も の を指し、同じ サ イ トを 二 つ 以上

の 粒子 が占め る こ とがで き な い （排他相互作用）も の の こ と で あ る u 粒子 の有無を ス ピ ン の ア ッ プ

ダウ ン に対応 させ るこ とで ス ピン系の 記述形式を応用で きるだけでなく、大規模なシ ミュ レ
ーシ ョ

ンが しやす く、応用が しやすい ため 、研究がな され て きた。

　排他相互作用を持っ た lattice　gasは、［3｝によ る と、次の よ うに定式化される。位置 ，T で の粒子の有

無をη＠）二〇
，
1で表すとき、系の configuration を η ＝ ｛… ，η（x ），

… ｝，
x ＝ O

，
± 1

，

…．で表す。例え

ば、1サイ ト目に粒子が無 く 2サ イ ト目に粒子が ある時、configuration は η（0）＝ 0
，η（1）＝ 1

，η
＝ O

，
1

とな る ．そ して 、位ts　x
，
　y の η（x ），η（y）を configuration ηか ら入 れ換えた もの をη

＝ Y と書 く．そ し

て 、そ の 入れ替わる割合を c（x ，y，η）と書く。系が configuration η に あ る 定常確率分布が 、ηに よ っ

て 決め られる エ ネル ギー H （η）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　　　
P （η）＝

7exp（
一βH （η））　　　　　　　　　　　　　　　　　　（136）

　　　　　　　　　　　　　　　H （η）− 」Ση（吻 （・ ＋ ・）　 　 　 　 　 　 （137）

と Gibbs型に書けるとする。βは逆温度で ある。こ の場合、定常で ある条件

　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊

P （η）− O 　 　 　 　 　 　 （138）

を満たすの で 、詳細釣合の 式、

c（x ， y，η）P （η）＝〔〕（x ，
　y，η

xy

）P （η
xy

） （139）

よ り、

c （x ，
　gy，η）＝ c（x ，

　y ，η
＝ Y
）exp （

一
β（H （？7

”y
）− H （η））） （140）
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が成 り立 っ 。

　こ の 系 に外場 F をか けて み る と、エ ネルギーは、

　　　　　　　　　　　H ’

（η）− 」Σ η＠）η＠ ＋ 1）＋ Σ（F ・吻 ＠）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T 　　　　　　　　　　　　　　　　　　 J

と、書ける 。F は
一
様で時間によ らな い とする。こ の場合、定常確 率は

　　　　　　　　　　　　・（・）一麦・xp （
一β・（・）

一
βΣ（… ）・＠））

と、表わ され ると仮定する と、詳細釣合の 式は、

　　　c（x ，y， η）＝ c（x ，y， η
xy
）exp ［一β（H （ep

＝ y
）
− H （η））

一
β（F ・

（x
− y））（η（x ）一η（y））1

と なる。

　粒子が 隣に しか行かない 場合、i．T − yl≠ 1の時 c（x ，y ，η）＝ 0 と書ける。

（141）

（142）

（143）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 また 、x か ら ．r 十 1 に

移 る場合 と x ＋ 1 か ら x に移る場合で遷移率が違 う場合、c（x ，
m ＋ 1

，η）を具体的に書 くと、

　　　c（x ，
x 十 1

，η）＝ttt（Xlm 十 1）η（，T ）（1一η（xH
− 1））十 w （x 十 1，x ）η（x 十 1）（1一

η（x ））　　　　（144）

で ある．ハ ミル トニ ア ン H （η）が 0 の時
〕
DLG は ASEP と呼 ばれる確率過程と等 し くな る。遷移

率 質＠，x ＋ 1），
趾，＠ ＋ 1

，
x ）がそ れぞれ ．T に依 らず W （m ，x ＋ 1）＝p，　u ∫＠ ＋ 1

，
x ）＝q とする とき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 q ；pe
一
βF 　 　 　 　 　 　 　 　 （145）

となる ことがわか る。p は時間 を ス ケールす るこ とで 1 にで きる。する と、これは ASEP とまっ た

く同 じも の で ある．また、q → 0 の場合は、外場が F → OQ （β → 0）の 極限に対応 してお り、　q → 1

の 場合は F → 0（β → ○○）の極限に対応して いる。
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