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　ハ ミル トン 系にお い て ，ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布の もとで 平衡状態 の
一

点分布 関数を導出する際 ，

一
般に Lane−Emden タイ プ の 積分方程 式 を解かなけれ ばな らない ．こ の 積分方程式 を解く際には，

分布 関数 と し て まず テ ス ト関数 を式 の
一

方に 代入 し ， 得 られ た 関数 を新 た にテ ス ト関数 として用

い て収束す るま で 繰 り返 す，逐次近似 法がよ く用 い られ て きた．と こ ろが こ の 逐 次近似法で は収束

が 遅い だ け で は な く，関数 の 収 束が保 証 され て い な い ．そ こ で 我 々 は新たな逐 次近 似法 を導出 し

た．こ の 方法で は逐 次計 算の 繰 り返 し によ る エ ン トロ ピーの 収束が数学的 に保証 され てお り，ま

た従 来 の も の に 比 べ て 高速に 分布 関数が 導出出来る．相転移点付近 で も十分に使 える もの であ り，

ハ ミル トン系で の 安定 ， 準安定な平衡状態を表す分布 関数 を導出する方法 と して ，幅広 い 応用が

期 待出来る．

1　 は じめ に

　物 理系にお い て ，様 々 な初期条件が与えられ た と し て も ， 十分 に長 い 時間が 経過す る と系は進

化，緩和 し，平衡状態に達 する と考 え られ る．平衡状態は ご く少数 の 物理 量 で 系の性質が記述出

来 る状況で あ り，熱力学 ， 統計力学で は長年扱われて きた．系が 多数の 質点か ら成 り立 っ 多体系

に お い て も ， 質点は互 い の 相互 作用 に より系 が進化 ， 緩和 し，最終的に は平衡状態に達する と考

え られる．

　それ で は安定な平衡状態にお い て ，質量分布は どの よ うにな るだ ろ うか ．ま た，熱力学的性質は

ど の よ うに なる だ ろ うか．多体系 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン か ら熱力学的性 質を見 い だす事 も考え られ

るが，自己重力系 の よ うな長距離力系で は，緩和 時間が非常に 長い こ とが知 られて い る 12， 3， 4i．

緩和時間が非 常に長い 上 に，多体系 の シ ミュ レ
ー

シ ョ ン で は系が 準安定状態に しばらくの 間 とどま

り，そこ か ら徐 々 に安定状態に移行 し て い くこ とが 知 られ て い る ［4］．こ の た め ， シ ミュ レ ーシ b
ン か らでは熱力学的性 質 を見い だ す事は難 しい ．

　平衡状態 に お い て は エ ン トロ ピーが最大 となる の で ， 最大 エ ン トロ ピ ー
を与え る分布 関数を求

め る こ と とな る． こ の 問題は，系の 全 エ ネル ギー
と全 質量 が保存 され る ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布に

お い て 考え る と，エ ネル ギ
ー

と質量を拘 束条件 とした変分問題を解 くこ とになる ．Lagrangeの未

1
こ の 原 稿 は、国 で 提案 した 逐 次近 似 法を拡 張 した もの の 解説 で あ る．
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定乗数法を用い て 変分問題 を考 える と， 形 式的に は分布関数 が与 え られる ．しか し変分問題 か ら

形式的に与え られ た分布関数は ，内部 に ハ ミル トニ ア ン を含む形で記述 され る． ハ ミル トニ ア ン

に は分布関数 に依存す るポテ ン シ ャ ル エ ネル ギ
ーの 項 が含 まれ るため，具体的に分布関数 を記述

する には，Lane−Emden タイ プ の積分方程式を解か なければな らな い ，

　
一

般的な相 互作用 を考えた場合，Lane−Elnden タイ プの積分方程式 は解析的 に解 くこ とが出来

ない ．そ こで積分方程式 を解くため に，しば しば逐 次近似法が用 い られ て きた．テ ス ト関数 と して

まず拘束条件 を満た すよ うな分布関数 を積分方程式 の 被積分関数 と し て 与 える．得 られ た分布 関

数は真の 解に近づ い て い る と期待 して ，改め て テ ス ト関数 と看做 し て 被積分関数 とす る．こ の 繰

り返 しに よる 計算で ，分布 関数が真の 解に 収束す るま で 繰 り返 す．と こ ろが こ の 方法で は分布関数

の 収束性が保証 され て い な い た め ， 逐 次近似 の 計算の 末に 解が得 られ る とは 限 らない ．また J 特

に相転 移 点付近 の 解析 を行 い た い 場合に は ，揺 らぎが大 きす ぎて収 束が非 常に遅い と考 え られ る，

　そ こ で我 々 は，平衡状態の 分布関数を導出す る ， 新 たな逐 次近似法を提案 し た．ミク ロ カ ノニ カ

ル 分布の も とで は系 の 全質量 と全 エ ネル ギ
ー

が保存され るとい う拘 束条件が課 され る． こ の うち，

全 エ ネル ギ
ー

は 分布 関数 に 対 し て 非線形の 関数に な っ て い る，我 々 の 方法 で は エ ネル ギー
の 拘束

条件を分布関数に 対 して線形化 し，不等式で与え られ る よ うな拘束条件に置 き換 えた， こ の 方法

では ， 逐 次近 似の 各段 階にお い て 系の 全 エ ン トロ ピーが 単調増加 しなが ら収 束す る．これ に 伴 い
，

系の 全 エ ネル ギ
ー

も各段階で は厳密 に は保存 しない が ， 最終的に は 拘束条件で 与えた 値に収束す

る．分布関数そ の もの の 収束は保 証 され て い な い が，我 々 の い くつ か の 解析で は，数回か ら数十

回の 逐次計算で ，解析 に 十分な範 囲内の 誤 差に とどま る よ うに分布 関数 が収束する事が確か め ら

れ て い る．

　分布関数が
一

意に収束 しな い 事か ら逆 に ， ある エ ネ ル ギ
ー

の も とで の 系の 分布 関数 の 導出 を試

み る と ， 最初に 与えるテ ス ト関数に依 っ て は ， 複数の 解に 収束す る事が ある．こ の 事は安定な平

衡状態だ けで はな く，準安定な平衡状態 を与えて い る．準安定な平衡状態は わずかな揺 らぎには

安定であるが ， 揺 らぎが大き い と平衡点 に復元 出来な い と い う，解析が難 しい 状態で あ る．我 々 が

提 案す る逐次近似法 を注 意深 く使 用す る 事に よ り，準安定な平衡状 態 の 分布関数を導出す る事 も

可能で ある．

　我 々 が提案す る分布 関数の 新たな導出法 は，任意次元 の 空間 の モ デ ル で 定式化が な され て い る ．

特 にモ デル が平均揚で 厳密に 記述出来 る場合や ，
モ デ ル に周期的境 界条件 が与え られ て い る場合

には ， 高速に計算 を進 め る手法 を見 い だ し て い る． こ の 方法は ハ ミル トン系で の 安定，準安 定な

平衡状態を表す分布関数 を導出す る方法 とし て ， 幅広 い 応用 が期待 出来る と考え られ る．

　 2 章以降の 構成は 以 下 の 通 りで ある．まず 2 章で は ミク ロ カ ノ ニ カル 分布の もとで ， 平衡状態

の 分布関数が どの よ うな形 に な るか を，LagrImge の未定乗数を用 い た変分問題 か ら導出す る，導

出 された分布関数 を具体的に 書き下すには ，積分方程式を解く必要が あ る．そ こ で 3 章で は ， 逐

次近似を用 い た解法を示 す．3．1 で従来の 方法 とその 問題 点を述べ ，3．2 で我々 が開発 した方法を

説明する．3．3 では我々 が開発 した方法を具体的に計算す るた め の 手順 を示す．そ し て 3．4 で 実際

に この 新しい 方法が有用 で あ る事を実証す る．
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　だが単純 に計算す る と ， 空間次元 を上げた場合に は 計算量が膨大にな る の で ， 4 章で は 計算を

高速化する手法 を解説す る．4．1 は平均場 で モ デル が厳密に 記述 出来る場合，4．2 は周期的境界条

件が与 えられる場合で ある．

　オ リジナ ル の 論文 で は 空間
一次元 モ デル の 解析 の みを行 っ た．そ こ で 5 章で は 空間二 次元 の 場

合に も新 しい 方法が問題 なく適用 出来る事 を示す．最後に 6 章で まとめ と今後 の 発 展 に っ い て 論

ずる．Appendix で は ，新 しい 方法 の 数学的背景を述べ る．

2　 平衡状態 の 分布関数

　まずは復習と して ， ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布 の も とで の ，平衡状態 の 分布関数を導出す る．今後

の 議論は
一

般 の d 次元系で 行 うもの とする．

　等質量の 粒子 か らなる多体系 の ハ ミル トニ ア ン は以 下 の 形で与 えられ る とす る．

　　　　　　　　　　　　　H 一Σ望＋1Σ ・卿 （Xi 　 Xj ）・　　　　　　 （1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　 　　 　 　 i≠ゴ

m は粒子 の 質量 ，
Xi と Pi はそれ ぞれ 粒子 i の 位置 と運動量を表す．　 V （Xi

− x
ゴ）は粒子 間の 相互

作用 を表すポ テ ン シ ャ ル で ，粒子間の 距離に依存する もの とする．

　粒子 の 質量密度を
一定 に保 っ たま ま ， 粒子数 1V→ QQ の 連続極限 を と り，物質の

一・一
点分布関数

∫（p ，
x ）を考え る．　 f（p ，

　x ）dxdp は相空 間の 微小領域 に 存在する粒子 の 数密度を表す．系 の ポテ ン

シ ャ ル エ ネル ギー
は ，

一
点分布関数 f を用い て 次 の よ うに表 され る．

　　　　　　　　　・［f］ − 11… x
「

・p ・P
・
　f（・ ，

・ ）・ （x
− x

・

）f（・
’

，
・

’

）

　　　　　　　　　　　　− lf… xt ・（・ ）・（x
’

）・（・
一・x

「

）・　 　 　 （・）

ρ（x ）は質量 密度 を表 し，

　　　　　　　　　　　　　　　　・（・）− 1・pf （P ，
・ ），　 　 　 　 （・）

と表 され る，一
方 ， 運 動 エ ネル ギ ー

は

　　　　　　　　　　　　　　K ［f］− lf… PP2 梱 ， 　 　 　 （・）

とな り，系の 全 エ ネル ギー
は

　　　　　　　　　　　　　　　　 Elf］＝K ［f］十 Φ［f］，　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）

とな る，

　平衡状態 とは ，
Boltzmann −Gibbs エ ン トロ ピ ー

　　　　　　　　　　　　　　　Slf］一
一f… pfl ・gf ， 　 　 　 　 （・）
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　　　 が最大にな る時で あ るとす る．こ の 時の 分布関数 を ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布 ， すなわち全エ ネル ギー
，

　　　 全運動量，全 質量が保存す る とい う条件 の もと で 導出す る，拘束条件は全 エ ネ ル ギー E ［f］＝ U ，

　　　 全質量

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M ［f］− f・ d・ − 1
， 　 　 　 　 （・）

　　　 お よび全運動 量

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［∫］　・ ・　f・f（P ，
・ ）… p 　 　 　 　 （・）

　　　 で あ る．以後 ， 全運動量は 0 とす る．ま た
，

一般に は角運 動量も保 存 し て 拘束条件 に 加 え る事 が

　　　 考え られるが ， こ こ では 角運動量 もゼ ロ で ある とす る，

　　　　 エ ン トロ ピーが最大 となる分布関数を得 るため ， Lagrangeの 未定乗数法 を用 い る．

　　　　　　　　　　　　　　　　F ［f］… S［f］・一・fiE［f】　一α ff・… ，　 　 　 （・）

　　　 α
，βは Lagrangeの 未定乗数で ある．分布関数に 関 し て変分 を取 り，汎関数 F の 変分が 0 になる

　　　 分布 関数 を求め る ．

　　　　　　　　　　　　　　
δ

守L − ・・f一ト β（惑梱 ・ ））一
・ 一 … 　 　 1・）

　　　 こ こ で 導入 した関数 W （x ）は点 x に置 かれた単位質量 の 質点が受 けるポテ ン シ ャ ル で ，次の よ う

　　　 に定義 され る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　W （・ ）・ f・（xt ）V （・ 一・x
’

）・x
’

・　 　 　 （・・）

　　　 式 （10）を解く と ， 規格化 され た 分布 関数は 次の よ うに 書か れ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　・（Pi・）− A ・xp 卜・（誓・ W …）］… 　 　 2・

　　　規格化定数 A は A ＝ 　exp ←α
一1）で ある．こ の 分布関数を用 い て ， 質量密度が得 られ る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（x ）＝ A　exp 　l一βW （x ）】．　 　 　 　 　 　 　 　 （13）

　　　 こ こ で A は空間次元 d に依存し ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万一 A （
塾
β）

d！2
　

，　　　　　 （1・）

　　　 で ある．

　　　　 式 （11）と （13）を組み合わせ る こ とによ り， Lane−Emden タイプの 閉 じた 式を得る こ とが出来 る．

　　　　　　　　　　　　　　　W （・）一 λ1・xp 卜βW （・
’

）1・V （・ − xt）・x
’

，　 　 （15）

　 　 　 ある い は

　　　　　　　　　　　　　　　・（・ ）一λ・xp 卜β1醐 ・ − xt ）・x
’

］　， 　 　 （・6）

　　　 である．

　　　　 平衡状態の 分布 関数を具体的に記述す る には ， 積分方程式 （15）ある い は （16）に つ い て解か な

　　　 けれ ばならない ．次の 章で は こ の 積分方程式 を解 くた め の 従来の 方法 と ， 我 々 が 開発 した方法の
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詳細 に っ い て述 べ る．関数 W が具体的に求まれ ば，（12）か ら
一

点分布 関数 f が得 られ る ．ま

た （16）を解 く事か ら ， 質量密度分布 p が 直接求まる．ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギーと運動 エ ネル ギ
ー

は，（2）と （4）か らそれ ぞ れ 求ま る ．系 の 温度 T は ， Lagrange の 未定乗数 βの 逆数で 与え られ

る （T ＝ 6
−1

）．また ， 温度と運動 エ ネ ル ギーの 間に は以 下 の 関係が あ る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
T ＝

A　
＝＝
　aK・

　　　　　　　　　　 （17）

こ こ か ら βは ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　　　　β ＝

蔘（ひ
一Φ）， 　　　　　　　　　　　　　　　（18）

とも表 され る．

3　 一
点分布 関数の 導 出法

3．1　従来か ら用 い られて きた方法

　前述の よ うに Lane −Emden タイ プ の 方程式 は積分方程式 で あ る の で ，解 く方法に 工 夫が必要で

あ る ． 3 次元 Newton 重力の 場合に は Poisson 方程式 と連立 させ て解 く事が出来 ， 特 に球対称を

課 し た場合には微分方程式 に置き換え る こ とが可能で ある ［3亅．また ， 粒 子 が
一

次元系の 円環に 固

定 され た HMF モ デル で は ， （16）の 右辺 の 積分 を うま く解析 的に扱 うこ とが出来，容易に解く事

が 出来た 國．

　だ が
一

般に は，積分方程式 を ど うに か し て 解か なけれ ばな らな い ．そ こ で逐次近似 の 方法 を用

い て 分布関数 を求 め る こ とを試み る．こ こ で は質量密度 ρ（x ）を求め る こ とを考え る，

　従来 の 方法 で は，以下の よ うな手順で 式 （16）が解 かれ て い た ．

1．まずテ ス トとして質量密度 ρu（x ）を考え る．ρo は 質量保存を満た して い る とする．また ，質

　量密度は式 （13）で 表 され るよ うに ，A β，W （x ）を用 い て 表 される もの で ある．

2．ρo を用い て，（11）か ら Wo （x ）を 次の よ うに求め る．

W ・（・ ）＝＝ f・・（・）V （x
−

・
t
）・d・

’

，

3，エ ネル ギー
保存 （18）か ら，

　　　　　　　　　　・・一 艶一1／… x
’

・・（・ ）・・（xt ）V （x − xt ））・

　 で βo を求め る，

（19）

（20）

4．式 （16）か ら

　　　　　　　　　　　・1（・）一λ・exp ［一吋 ・・（・ ）・（x 細 尋 　 　 （21）

　を用 い て ρ1（X）を求め る ．こ の 右辺 に 現れ る Al は ， ρ1（X ）の 規格一化 か ら決定 され る．
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　こ の 操作を繰 り返 し，h 回 目の 計算で 得 られ た ρκ（X ）を用 い て
， ρk＋ 1（X ）を 求め て い く．繰 り

返 し に よ っ て ρκ（x）が収束すれ ば，それ が平衡状態 の 質量密度 で あ る，

　 しか しこ の 方法で 解 の 導出を試み ると ， うまく行か ない こ とが あ る．逐 次計算に よ っ て解 の 収

束 を期待する訳 だが ，解が収束する保証 がな い ．そ の ため ， 特 に相 転移点付近で こ の 方法を用い

る と ， い くら計算を繰 り返 して も解が収束 しない とい う恐れが ある ，また ， β は運 動エ ネル ギー

との 対応か ら非負 で ある量で ある．とこ ろが
，

こ の 方法で計算を行 うと βが負 にな る よ うな解に

収 束す るこ とが起き うる．

　上記の 問題 の た め，相転移点付近で の 平衡解 の導出に お い ては，詳細な解析が非 常に困難で あ っ た．

3．2　 新 しい 逐次近似法

　我 々 は前節の 方法で，長距離力系の モ デル 同 の 平衡状態 の 質量分 布を導出 しよ うと試 み た．こ

の モ デ ル は後述 の よ うに エ ネル ギー
に依 っ て 二 相に分離す る の だ が ，

一
様分布で ない 相の 解析が

うま くい かな か っ た ．そこ で 我 々 は ［［Nirkington　and 　Whittaker　I6］が 二 次元 乱流 で極大 エ ン トロ

ピーを求 め る際 に用い た方法を も とに ， 新 しい 逐 次近 似法 を開発 した．

　 エ ン トロ ピー
が 極大 とな る よ うな分布 関数を求め る際に ， ミ ク ロ カ ノ ニ カ ル 分布 の も とで は質

量 と全エ ネル ギーに 関する拘束条件を課 し，Lagrangeの 未定乗数 を用 い た汎 関数 F ［∫1の 変分 を

取 っ て い た ．拘束条件 の うち，質量 は 分布 関数 の 全相空 間に お け る積分で 表 され る． しか し全 エ

ネル ギ
ー

，特 に ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギーに つ い て は式 （2）で示 した よ うに ， 分布 関数に 関 し て非

線形で あ る． こ の ため ， 変分 問題 として 取 り扱 うの が難 し い ．

　そ こ で我々 は 分布関数 に対 し て 非線形 であ るエ ネル ギー
の 拘束条件を ， 線形化す る よ うにす る，

具体的には逐 次近 似の 各段 階で ， 前段 階の 計算で 得 られ た分布 関数 の 周 りで 展 開 し て線形化す る

とい う方法 を用 い る
3。エ ネル ギーの 拘束条件 を線 形化するた め に ， 逐 次近 似の 各段 階で は エ ネル

ギー保存が満た され な くな っ て しま う．つ ま り，
エ ネ ル ギ

ー
の 拘束条件は等式で は なく不等式で

与 え られ る事に なる．また，分布関数を展開 し て ，逐次近似の 次の ス テ ッ プで得 られ る分布 関数

は ，前の ス テ ッ プ で代入 し た分布関数か ら大 き くずれ な い もの を導出 しよ うと して い る ．従来 の

逐 次近 似法で は，各 ス テ ッ プで の 分布 関数に対 して ， こ の よ うな条件 は考慮され て い なか っ た ．

　まず，逐次近似 の 方法で k 回 目の 計算に依 っ て ，規格化 された分布関ta　fkが求ま っ て い た とす

る．こ こ か ら質 量密度 Pk と Wk が求ま る．

P・（・ ） − f・p 鰤 ・ ），

iVl・（・ ） − 1・xt ・・（x
’

）・（x
− x

’

）・

（22）

（23）

次 の ス テ ッ プ の 計算で 分布 関数 fkを得 る際に
， 拘束条件を置き換 える．以 下 の よ うな不等式 の 拘

　
3
こ の 拘 束 条件の 線 形 化 こ そ，我 々 の 新 しい 逐 次近 似 法 の ポ イ ン トで あ る．後述 す る様 に，線形 化 に依 っ て エ ン トロ

ピー
の 収 束が保証 され る．
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東条件が付加 された，変分 問題 を解 い て 導出す る．

一 ｛・［・］M ［・］一 ・
，
・［・］一・［漏 ・胤 轡 ・dp ・dx ・ σ｝・

エ ネル ギ
ー

の 変分は以 下 の よ うにな る．

　　　　　　　　　　　　　　　　等L 一 惑囁 （・）・

（24）

（25）

こ の 変分問題 は ，線形化 され た 拘束条件 の も とで 凹 に なる汎 関数 の 極大点 を求め る こ と に な る．極

大点 の 存在 な どの 数学的な裏付 けに関 しては ， Appendix で 述 べ る こ ととす る．

　新 しい 方法で は，分布関数が 収束するの だろ うか． こ こ で は収束性 に つ い て 考えてみ る．まず

Lagrangeの 未定乗数法を ， 不等式 の 拘束条件が課 され た変分 問題 に
一

般化する こ とを考え る．

　　　　　　　　　　　　　　等L軸

一 ・・k＋・ ・ 餔 等触

，　　　 （26）

間題 とな る の は エ ネル ギー
に対す る拘束条件で ，

ス テ ッ プの 前後 の 変数 を用 い て以 ドの よ うにす る．

　　　　　　　　　e・＋・　［・［…］・1凱 ・f・＋・
− f… p・d・ ・一・U」一 … 　 27）

温度は非負 で あ る の で ， fik＋1 ≧ 0 であ る．また，質量 の 拘束条件に かか る 槻 ＋ 1 は質量保存の 規格

化か ら決まる． もし 俄 ＋ 1 ＝ 0 とい う状況な らばエ ネル ギー条件が外 れ て しま うが ， こ れ は高温極

限 なの で普通 は fifO＋1 ＞ 0 を考 える． こ の 場合に は線形化され た エ ネル ギー拘束条件 が課 され る ．

　エ ン トロ ピーの 収束性 を示 す
4 ．まず，エ ネル ギ ー汎関数 EV ］は 凹で ある こ とを示 す．運 動 エ

ネル ギ
ー

は f に対 し て線形 な の で ，
E ［f］の f に 関す る二 階変分 は，ポテ ン シ ャ ル エ ネル ギーの

項か ら現れ る．

　　　　　　　　　　　　　δ
2E

　一 　f・・ d・
’

・ρ（・ ）δρ（x
「

）V （・
− x

’

）T 　 　 （28）

空 間的に 無限 に広 が っ た 系で は な く，有限で あ っ た り周期的な境界条件が与え られ る場合に は ，

Fonrier級数展 開を施 して変分が 次の よ うに書き変わ る．次の 展開は ，モ デ ル が
一

辺 2π の 周期的

境界 条件 を持つ 場合 の 展 開で あ る ．

　　　　　　　　　　　　 δ
2E

＝ Σ V・1δρ・12，　 　 　 　 　 　 　 　 （29）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

　　　　　　　　　　　　　叺 r 、1）・1・x ・xp （
− ik・・）・・（・）1 　 　 （・・）

　　　　　　　　　　　　　敢
「 、1）・f… xp （

− i… ）・（・）・　 　 （・・）

ポテ ン シ ャ ル V は x に対 して偶 関数であ る場合に は，Vk が実 にな る，また，　 V ≦ 0 で か っ y が

原点か ら境界まで で 単調増加で あれば，任意の k に 対 して Vk が負に なる こ とが示 され る．従 っ て

（29）か らエ ネル ギー汎関数 の 二 階変分は負で あ り，
エ ネル ギ

ー
汎関数が 凹 で あ る こ とが示 される．

　
4
以 下 の 議 論 は ，逐 次近 似 の 各 ス テ ッ プで 分 布 関数 が 大 き く変化 しな い ため に，ス テ ッ プ 間 の 分布 関数 の 違 い が微小

で ある と看做せ る事 に より成 り立 っ て い る，従来の 逐 次近似法では 同様 の 議 論 は成 り立 た ない ．
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　一方，エ ン トロ ピー汎関数も凹関数で あ る．エ ン トロ ピー
に 関 して は ，次の 展開を考 える．

　　　　　　S〔f・ ・f］・一・［f］一 一f・… ｛・fl・9f ・ （f ・・ノ）1・9（・＋ △）｝・　 （32）

こ こで △ … δf〃 で ある．エ ン トロ ピ ー
の 変分 は

　　　　　　　　　　　1… p 乳δ・一一1・… （1・9・・ ・… ， 　 　 （33・

で ある の で ，

　　　・圃 一S ［・｝　− 1… p 矧∫

δ・・1… p ｛・f − ・… f）1・・（1 ＋ △）｝・ （34・

と書き換 えられ る．こ こ で さらに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x2

　　　　　　　　　　　　　　1・9（1 ＋ x）≧ ・ 一
万

， ＠ 〉
− 1）， 　 　 　 　 （35）

を用 い る と，次の よ うな書き換えが出来 る．

　　　　　　・［・… 】・剛 ・… 矧∫

δ引 … p 撃 レ ム）・ ・36）

1△1《 1 であ る こ とを考 える と

　　　　　　　　　　　　　　lf・… （

￥
t）1）

2

（1 − △… ， 　 　 （37）

となる の で ，

　　　　　　　　　　　　・圃 ・ ・国 ・1・・ d嚠 δ・， 　 　 （38）

となる．こ の 不等式に対 し て f ＝ fk＋ 1， δノ＝九
一fk＋ 1 を代入 し

， 条件 （27）を用 い る と以 下 の

よ うに関係式 を得 る ．

　　　　　　　　　　　　　3［fk＋ i］
− S［ffO］≧ β鳶＋ 1（U − E ［fk］）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

こ こ で ork
＋ 1 は質量保存 の た め に消えて い る．エ ネル ギー汎関数 E ［f］が凹で あ る事 を用 い る と，

k ＞ 1 に お い て

　　　　　　　　　　　E ［・・＋・！・ ・［f・］・1甑・f・＋ ・
− f・・・… ， 　 　 ・…

が成 り立 つ ．飯 ＋1 ≧ O，E ［f，1≦ U で ある の で ，（39）が以下の 関係 を示 す．

　　　　　　　　　　　　　　　　 S［ノ「k ＋1】
− S［ノ：k】≧ 0 ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

従 っ て，エ ン トロ ピー
は逐 次計算の 二 回 目以降 の計算で 常に増加 す る．また

一方 で エ ン トロ ピー

に は上限が存在す る の で ，エ ン トロ ピー
は逐 次近似の 間に収束す る．ま たエ ン トロ ピ

ー
が収束す

るため，（39）か ら E ［fk］が U に近づ い て 行 く事 も導出され る．

　さらに分布関数 fkが 平衡状態の 分布 関数 f に収束す る事を仮定す る と，未定乗数 α お よび

β≧ 0 も収束する事 を証 明可 能で ある，これ らの 事は，分布 関数 ノが変分問題 （26）を満たす事を

示 して い る．数学的には ノの 収束性 の 証 明 は出来て い ない が，実際に我 々 が適用 した 後述の モ デ

ル にお い て は，∫が収束 した ．
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3．3 　新 しい 逐次近似法の 具体的な計算方法

　それ で は新 しい方法を具体的に どの よ うに計算す る の か を説 明す る．変分問題 の 式 （26）か ら分

布 関数に 関 し て 次の 形の 式 を得 る L

　　　　　　　　　　f・＋ 1（P ，
・）− A ・＋・　exp （

一
・k＋1（碧・ PVk（・ ）））・ 　 （42・

式 の 中に現れ た 撫 ＋ 1
＝exp （

− ak
＋1

− 1）と 魚 ＋ 1 は未知量とす る， こ れ らの 未知 量を決定 しなけ

ればな らな い ．式 （42）を全運動量で積 分す る と，次 の よ うに なる．

Pk＋ 1（x ）　
＝
　AiC

十】exp （
一
βk＋ 1VVk （x ）），

恥 一 （
2π

βk＋ 1）
d／

  ＋1 ・

（43）

（44）

こ れ らを用 い て ，（11）か ら

　　　　　　　　　　　　　咳 ・ ・（・）− f・・
’

・k＋ 1（・
’

）・ （x − x
’

）， 　 　 　 （45）

が得 られ ， さ らに全エ ネル ギーが （5）か ら計算出来 る．

　　　　　　　　　　・・＋・
・ E ［・・＋ ・］一

，β1．、

＋11・・＋・（・）w ・＋i（・ ）… 　 　 （46）

未定乗数 ak ＋ 1 は質量保存 （7）か ら，魚 ＋1 は変更され たエ ネル ギー拘束条件 （27）か ら決定され

な けれ ばな らな い ．未定乗数を数値的に 求め るた め，次の 汎関数を定義す る 17］．

L ・・f］（rs1・ ・一 ・− S［fl・ ・「・・ ＋胤 ・・
− fk・… x − ・］… M ［・ト 1）・

こ の 汎関数を用 い て ， 次の 関数 を定義する，

Lk （β，
α）＝ i7f｛L ・lf］（β，

・ ）｝・

（47）

（48）

汎関数の 中には エ ン トロ ピーに 負の 符号 が つ い て い る こ とか ら， 嘆 の 形を与え る f は，式 （12）
で与えられ るもの で ある．よ っ て 煽 に式 （42）を代入 して具体的な形 が 与え られ る．一

般に 環
が 凹関数で ，ak ＋1 お よび 魚 ＋1 が 疏 の 極値を与える唯

一
解 で ある こ とが示 され る ［7］．

　爆 の 具体形を （12）を用い て 考える．エ ン トロ ピー
は

・［ノ亅 一 一1・… ∫1・9 ∫

一 一… ［・  『1・・ 即 （一βWk ・・ ））・ 誓／蜘 （一聯 ））

　　　　・卿 ・・ 嗾 （・）・xp （一聯 ））， 　 　 　 　 （49）

と表 される．
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　 エ ネル ギーの 変分は

　　　　　　　　　　　　　　　　　等L÷ 囎

なの で ，

　　　　　　　　　　胤 ・・pd ・

　　　　　　　　− A！d・ ・W ・・… xp ・一・Wk … ）・ 轟f・・ exp （− r・Wk （・ ）・，

　　　　　　　　　　胤 ・・ dp ・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　
＝ 2鰍

耳
＝ 2Ek 一

研

とな る，よっ て

　　　　　　　　　小＋胤 膕 ・・ dx − ・］
　　　　　　　一 一β＠ 恥 孟）
　　　　　　　　　・卿 ・・ VVI・　（・ ）・・xp ・一βW ・・（x ・）・吾f・x ・・ xp （一・嚇 ）），

で ある．最後 の 項に つ い て は ，

　　　　　　　　α （M ［f］　− 1）

　　　　　　一 一
［1・9 λ・1（1・9β一1・9（・・ ））・ ・］（小 ・xp （一βUlic　（x ））− 1），

となる の で ，
こ れ らを整理する と最終的 に は以下の 形にま とめ られ る．

　　　　LZ（β，
A ）− 1・9 λ・ 1，・9β一

β（… 磁 ）刃 ・・ ・… （
一
β1・Vk（・））・

（50）

（51）

（52）

（53）

（54）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55）

こ こ で は定数項は汎関数 の 大小 に影響 しな い の で ， 取 り除 い て い る．疏 が 極値 を取 る条件 は，LI

の ．4 お よび βに 対す る微分が 0 で あ る こ とで ある．

　　　　　　箸 一 去
一1… xp （

一
β％ （・ ））一・

・ 　 　 　 　 （56）

　　　　　　詈 湯 ・孟一・ 一踊 1・・ W ・（・）… （
一
βWk （・））一・・　 （57）

分布関数が収束 し た極限で 上 の 二 つ の 式 の 意味を考え る と，（56）は質量保存，（57）は エ ネル ギ
ー

保存に対応す る，（56）か ら

　　　　　　　　　　　　　　　A ・ ・ f… xp （− fl… （・））1

とな る の で ， （57）に代入 し て βを 禽 ＋ 1 に 置き換え る と
， 魚 ＋1 を求め る 式 に な る ．

　　　　　　　一
、β1．r 孟・ U …

一∫d

饗膿 1畿灘
x ））

一 ・・

LZ は 凹関数で ある の で ，（59）は 廐 ＋1 に 関 して唯
一

の 解を持 つ ．

　 こ の 逐 次近似の 方法で 平衡状態 の 分布関数 を求める 手順は，以下 の 通 りであ る．

（58）

（59）
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1，テ ス トと して 質量密度 ρo（x ）を考え る．ρo は 質量保 存を満た し て い る とす る．

2，ρo（x ）を用 い て （11）か ら Wo （x ）を求め る．

3．（59）を β1 に っ い て 解く．解析的には解けな い の で Newton 法な どを用 い る．

4．次に （58）を用い て ，Al を得 る．

5．最後 に （43）を用 い て，質量密度 ρ1（x ）を得 る．

　こ の 操作 を繰 り返 し，k 回 目の 計算で 得 られた ρk（X ）を用 い て ，ρk＋ 1（X ）を求めて い ぐ 5 ペ ー

ジに挙げた 従来の 方法 と手順が異な る とこ ろは， 3．の 手順で ある．従来 の 方法は エ ネル ギー保存

を厳密 に満た すよ うに 拘束条件を用 い て ，βを決定 し て い た．これ に対 し新 しい 方法 で は ，線形

化 した拘束条件 を用い て βを決定 し て い る．新 しい 方法で は βに つ い て 代数的に解 が求め られな

い の で ，Newton 法な どに よ る数値解法 を必要 とする ．

　新し い 方法で は計算手順が増 え る が
，

こ の 手順 の 置き換 えに依っ て 結果が決定的に変わる，逐

次近似 の 計算 で 分布関数 ある い は質量密度分布が収束す るだけで は な く ，
エ ン トロ ピー

も単調増

加 して収束す る．また ， 全 エ ネル ギ
ー

は逐 次近似 の 計算の 各段階で は厳密に保存 しない が，分布

関数の 収束 に伴 っ て 拘束条件 で 与 えた U に収束す る，

　ただ し，こ の 逐次近似法は （59）に関 して解の 一意性 を保証 して い るが，最終的 に収束する分布

関数が
一意で な い 場合が あ る．も し， あ るエ ネル ギ

ー
σ で 安定状態 と準安定状態が 両立 しうる場

合，初期に与 えた質量密度 ρo に よ っ て ，どち らの 状態に 対応す る分布 関数に収束す る かが分か れ

て しま う．逐 次近 似法で得 られた分布関数が
，

エ ネル ギー U に対す る唯
一

の 分布関数で ない 事 も

あ り得る とい う注意が 必要 で あ る．新 しい 逐 次近 似法 で は ，逐次近似 の 各 ス テ ッ プ にお い て ，
ス

テ ッ プ間 の 分布関数 の 違 い は微小 で あ る 事を仮定 し て い る．こ の た めに ， 例えば ρo に 近い 関数形

で 記述 される 準安定状態が 存在 し
， そ れ とは別 に安定状態が存在 した場合に は J 逐 次近似法 で得

られた分布関数は準安定状態の もの に なる可能性が 高 い ．だ が逐 次近似法 に よ る分布 関数の 導出

を注意深 く行 う事に よ り， 準安定状態の 存在とそ の 分布関数を発見出来る とい う利点 も存在する 、

3．4　新 しい逐次近 似法の有 用性

　新た に提案 した逐次近似法は ，どれ ほ ど有用な もの だろ うか，こ こ で は例 として ， 次 の よ うな

モ デル に つ い て 考える．

　
一

次元 の 円環 に粒子 が固定され て い て ，そ の粒子 が 三 次元 の Newton 重力 ポテ ン シ ャ ル に よ っ て

互 い に相互作用 を及 ぼすモ デル ［5］を扱 う．こ の モ デル は SGR モ デル と名付けられて い る．　 SGR

モ デル の ハ ミル トニ ア ン は ，N 粒子系で考 える場合 に は以 下 の よ うに 与え られ る．

　　　　　　　　　　　　　　ll − 1ΣP子＋ 壷Σ｝告（θi
一θ

，），　　　　　 （60）
　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 i　　　　　　 i

，j
　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 l　　　　　　 l

　　　　　　　　　　
Ve（θ一   ＝ −

75 、．c。，（、、　
，、e

」）． 。

・

　　　
（61）
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ε は ソ フ トニ ン グ パ ラメ
ー

ターで ， 粒子間の 距離 が 非常に小 さ くな っ た 時 に ポ テ ン シ ャ ル の 発散を

防 ぐために導入 した．

図 1 ： SGR モ デ ル ．粒子 は円環に固定され て お り， 空間座標 は角度 θ で表 され る ，θi と θj に 存

在す る粒子対 は ，粒子が張 る弦の 長 さに反比例す るポテ ン シ ャ ル の カを及 ぼ し合 う．力は 円環の

接線方向 に の み働 く，

　こ の モ デル は過去 の 解析か ら ， 熱力学的性質は ε に大き く依存す る事が分か っ て い る ［1，
5】．系

の 全 エ ネル ギ
ー

に依っ て ， 相が 三 つ に分類 され る．

1．低エ ネ ル ギ
ー

で ク ラス タ
ー

を
一
個形成す る相

2．中間状態の 相 ．こ の 相で は エ ネル ギ
ー

を増加 させ る と温 度が下が る ， 負の 比 熱が存在す る，

3．高エ ネル ギーで
一

様分布 に なる相

　そ して ミク ロ カノ ニ カ ル 分布で は，中間状態 と高 エ ネル ギーの
一

様 分布 の相 との 間で相転移 を

起こす．相転移 の 次数 も ε の値に依存 し ， ε ＜ 10
−4

で は
一

次相転移 ， ε ＞ 10
−4

で は二 次相転移

に なる．また ， ε ＞ 10
−2

で は中間状態の 相が消 え る ．

　こ の モ デ ル は長距離に力 が及ぶ事，また近接す る と力 が急激 に大 きくな る事な どか ら，多粒 子

系の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン で は精度良く計算を行 うの に 時間が か か る．また，特に相 転移点付近 では

揺 らぎが 大きい た めに，熱力学的性質を シ ミュ レ
ー

シ ョ ン か ら見 い だす事が非常に 困難 で あっ た，

　逐次近似法 で SGR モ デル の 解析を試みて み る．計算の テ ス トと して ，
一

次相転移 を引き起 こ

す ε ＝ 10
− 5

とした．また，全 エ ネル ギー
は相転移点 に近 い U　 ・＝ 　− 1 と した．こ の 比 較の 結果 は

図 2 に 示 す よ うで ，従来の 逐 次近似法 で は 100 回計算 して も解が収束 し ない ．一方，新 し い 逐次

近似法 で は ，
10 回前後 の 計算で 解が収束 し た， こ の 図 か らも ， 新 し い 方法 が極め て 強 力 な方 法 で

ある事 が分か る．

　また ， 新た な逐 次近似法は ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布 の もとで 導出 した方法 であるが ， カ ノニ カ ル

分布で の 臨界 エ ネル ギーお よび 臨界温 度を 求め る事も可能で ある ，ε ＝ 10
−5

と した場合 の SGR

モ デル の 温度 曲線 とエ ン トロ ピー曲線 を図 3 で示す．エ ン トロ ピー曲線 （b）は Utopく U ＜ Uc で
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図 2： 二 っ の 逐次近似法 に よる SGR モ デル の 解析 ．パ ラ メ ーター
は ε ＝ 10

− 5
，
U ＝ − 1 と した ．

こ の グ ラ フ は横軸が 逐 次計 算の 回数 ， 縦軸が エ ン トロ ピー
を表 して い る．実線は新 しい 方法 で の

結果で ，
エ ン トロ ピーは単調に 増加 し 10 回前後 で収束する．一

方，破線 は従来 の 方法 に よ る も の

で ，エ ン トロ ピー
は振動 し続 けて 100 回 の 計算で も収束 し な い ．

下に凸になる．こ の ため，エ ン トロ ピー曲線に U ＝ Ul
。 u， ，

Uhigh を接点 と し た共 通 接線 を引 く事が

出来 る．こ の 接点が ， カ ノ ニ カル 分布で の 臨界 エ ネル ギ
ー

に対応 する ．また ，共通接線 の 傾 きの

逆数が ，カ ノ ニ カ ル 分布の 臨界温度 に 対応する．

4　 計算を高速化する手法

　逐次近似法では積分が しば しば現れ るが，解析的に計算出来る事は な く数値積分を用 い る事に な

る．数値積分 は台形公式，ある い は精度を上 げた Simpson の 公 式な どの 方法 で な され る が ，た と

えば空間の グリ ッ ド数を N とす る と，ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギー
の 計算は 0 （N2 ），他 の 量 は 0 （N ）

の 計算が必 要 とな る．また，W （x ）の 計算 も各 々 の グ リ ッ ドで 0 （N ）の 計算が必要で ある の で ， 全

グ リッ ドで の 計算は 0 （N2 ）になる ．ポ テ ン シ ャ ル エ ネ ル ギ
ー

，
　 W （x ）の 計算は空間次元が 高 くな

ると膨大な も の とな り，現実的に モ デル の 解析が不可能に なっ て しま う．と こ ろが，モ デル に依っ

て は こ の 計算を大 き く減 らせ る場合が ある．

4．1　 平均場近似が使え る場合

　まず ， 計算量が非常に少な く出来る場合を考える．周 期的な境界条件が与 え られ た
一

次元 モ デ

ル で ，HMF モ デル を考える 國．

　　　　　　　　　　　　H 一 薄 ・裁 ［・一… （・、
一・、）1． 　 　 （62）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝・1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i“
’＝1

こ の モ デル は ポテ ン シ ャ ル が 二 粒子問 の座標変数 の 差 の COS で 与え られ る長距離力系で あ る ．ポ

テ ン シ ャ ル エ ネル ギーを計算す る場合には 歪
，ゴ各 々 の 足 し上げが必 要で ある よ うに見 えるが，以
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図 3； ε ＝ 10
− 5

の 場合 の
， SGR モ デ ル の 温度曲線 （a ）とエ ン トロ ピー繭線 （b）．図 中の Ut。 p は

比熱の符号 が変わ る エ ネル ギ
ー

で Utop　ty − 66 で ある．　 Uc　or　O は ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布 の 臨界 エ

ネ ル ギーを表す．U ＝ Uc で は （a）で曲線が 不 連続 にな っ て い る事，（b）で 曲線 が滑 らか で ない 接

続 を して い る事 か ら，こ の SGR モ デル は U ；　 Uc で
一

次相転移を引き起 こす事が 分か る．一
方 ，

エ ン トロ ピー曲線 （b）の 共通接線か ら， 臨界 エ ネル ギー
防側

蟹
一93，σ画 h 蟹 6 が分か る ．こ の

時の 相転移温度は Tcan　bl　15 で あ る．図 中の 実線 は ，

一
様分布 の 時の 温度 とエ ン トロ ピー

を解析

的に求め て 記述 した もの で あ る．

下の よ うな変形が出来る、

　　Σ ［1
−

… （θ厂 θゴ）］
　 らゴ罵1

　 　 　 　 　 N
− N2 一

Σ … （θ・　
一

　e」）

　　　　驚
1

＝ N2 一
Σ ［… θ・C・・θゴ＋ ・i・・θi　Si・ θ

ゴ］
　 　 　 　 i，ゴ＝1

＝ ・一 ・
・ 一

［（書醐 ）（書… ・・）・ （1＝1Sinei ）（書血 ・）1・ （63）
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こ こ で

　　　　　　　　　　　　　　　　　・・fl ・ 繕鳳 　 　 　 （64・

　　　　　　　　　　　　　　　　　M2 ・ 礁鵡 ， 　 　 ・65）

と い う平均場 を定義す る と，（63）は次 の よ うに書 き換 え られ る．

　　　　　　　　　　　Σ ［1− … （θi
一θ」）｝

− N2 （1
− M ぞ一

吻 ・　 　 　 （66）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ちゴ＝1

っ ま り，もともとは 0 （N2 ）の 計算が必要だっ た ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ
ー

が，0 （N ）の 計算で求ま

る平均場 で 厳密に 記述 出来 て しま うと い う事で あ る ，

　HMF モ デル に新 しい 逐次近似法を適用 し て ， 熱力学的性質を解析す る場合には 以下の よ うにな

る
5．関数 W （x ）の 定義式 （11）につ い て考え る と，

　　　　　　　　w （・） 一 　f。
2”

・（・）・（・
一

・）・φ

　　　　　　　　　　　一 詳 ・（・）［1 − 一 （・一・）〕・φ

　　　　　　　　　　　一 翕｛・一 ズ・（・）（・・s ・卿 柚 ・s・n … φ｝，

こ こ で 前述 の よ うに平均場を定義する．

M ・ ・ 諾 ・（・）… φ・φ，

M ・　・・　ti　fe
2 ”

・（・）… φ・φ・

する と （67）は積分操作が外れ る．

レレ
ア
（θ）二　1 − 1レfl　cos θ一M2 　sin θ．

（67）

（68）

（69）

（70）

こ の ため数値積分を考えた場合には ， 各 グリッ ドで W （θ）を求め る操作の 手順が 0 （1＞
2
）か ら 0 （N ）

に減 らされ る．こ こ で は 非常に簡単な HMF モ デ ル の 例 を示 した が
，

一般 に座標変数 の差 の Fourier

級数展 開でポテ ン シ ャ ル を記述する事が出来 る場合 ，三角関数の 分解 を用い る こ とがで きる．そ

れゆえ，平均場 を用い て ポテ ン シ ャ ル やカを厳密 に 記述する事が 出来 ， 計算量を劇 的に減 らす事

が出来る．ただ し， Fourier級数展開で ポテ ン シ ャ ル を展開 し た時に ，展開係数が波数に対 して急

激に減少 しない 場合に は，数多 くの 項を拾い 上げなけれ ばならな い の で，計 算量 が減 る とは限 ら

な い 事に注意が必要で あ る．

　
5HMF

モ デル の 熱力 学 的性 質 は解析 的 に 調べ られ て い る が，こ こ で は 後 述 す る よ うな HMF モ デル の 拡 張の 場 合 に

も適用出来 る場合を考慮 して解説す る．
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4．2　 周期的境界条件が 与え られて い る場合

　前節 で は平均場で ポテ ン シ ャ ル が厳密 に 記述出来る場合を扱 っ た ．し か し こ の よ うなモ デル は

ごく限 られた もの で あ る ．そ こ で よ り
一般的な場合に適用 出来る方法 を考 える．

　モ デル は周期的境界条件が与 え られ て い る とす る ．簡単の ため ，モ デ ル は どの 方向に も 2π で
一

周期 となるよ うに す る．周期的境界条件が 与 え られ て い る場 合 ，
ポ テ ン シ ャ ル の 計算 を以 下 の よ

うに改良出来 る． こ こ で は （11）に着 目する ．（11）の 両辺 を Fourier変換す る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　 W （k）＝ ρ（k）V （k）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （71）

Fourier変換に よ っ て ，（11）の たたみ 込み積分が 関数 の 積に 置き換 わる ．ρ（k ）と V （k）はそれ ぞ

れ ，以下の よ うに計算する．

　　　　　　　　　　　　P（・）
「 赤1… xp ← ik・・）・（・ ），

　　　　　　　　　　　　9（・） 一 歯1・・ exp （
一・k ・x ）・（・ ）・

ま た，こ れ らの 積 で 得 られ た W （k）か ら W （x ）は次 の ように Fourier逆変換で 求め る．

　　　　　　　　　　　　　　W （・）一・　fdk・xp （
一・k ・・凾 ・）・

（72）

（73）

（74）

こ れ らの R〕urier 変換お よび逆変換に つ い て ，高速フー リエ 変換 （FFT ）を用い る事に よ り，計算

を高速化出来 る．FFT で はグリ ッ ド数 N の Fourier変換の 計算量が 0 （N2 ）か ら 0 （Nlog 　N ）に

減 らせ るた め，ポテ ン シ ャ ル の 計算量 も 0 （N2 ）か ら 0 （NlogN ）に減 らす事 が出来る．

　FFT を用 い る 事が 出来 る の は ， 空間 の グリッ ド間隔が等間隔で ，か つ
一

辺 の グ リッ ド数が 2 の

冪乗に な っ て い る場合で あ る ．

　0 （／V2）か ら 0 （NlogN ）に計算量が減 らせ る効果は 非常に 大 き い ．例 えば前述 の SGR モ デ ル

の 解析で N 　＝ 　8192の グ リッ ドを使 っ た場合に，Pentium4　3GHz を使用 した PC で の 解析で ，

一

般的な手法だ と 2H ほ どかか っ た解析が ，
　 FFT の適用で わずか 数分で 終わ っ た．

5　 多次元 モ デル で の 解析

　我 々 は Newton 重力 を模 した SGR モ デル の 熱力学的性 質を解析す るため，新 し い 逐次近似法

を用 い た 11】．他 に もい くつ か の テ ス トを行 っ たが ，空間
一

次元モ デル ばか りで あ っ た ．そ こ で 多

次元 に な っ た場合も問題 なく解析が出来 るか どうか を調 べ る事 とする．

　こ こ で は HMF モ デル を二 次元 に拡張 し た モ デ ル を解析 して み る 18］．ハ ミル トニ ア ン は以 下の

よ うに与え られ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　2

　　　　・ 一

莟誓

　　　　　　　礁 ｛・一
・c… Xi − x

・）・
一

・… （・・　
一
…

’
）
− c・・…　

一
・・j・噛 嚇 （75・
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1 ．5D

．5

図 4： 二 次元 モ デル の ポ テ ン シ ャ ル ， x 方向，　 y 方向 とも周期 2π の 周期的境界条件が課 され て い

る．原点 が ポ テ ン シ ャ ル 最小 で ，x ＝土π また は y ・＝ 土π が最大 とな る．

こ の 二 次 元 モ デル の ポテ ン シ ャ ル は図 4 の 様 な形をし て い る．

　二 次元 モ デル の 場合に も，平均場を定義す る．

M1 ＝ （（cos （x ）＞N 　J 〈sin ＠）＞N ）； M1 （cos （φ1），sin （φ1））1

M2 ＝ （〈cos （y）＞N ， ＜sin （y）＞N ）＝ハf2（cos 〔φ2），
sin （φ2）），

pl 　＝ 　（〈cos （x ＋ y）〉ノv ， 〈sin （x ＋ y）＞N ）＝ pl （c・os （ψ1）、sin （ψ1）），

P2 　； 　（（cos （x − y）＞N7 〈sin ＠ − y）＞N ）＝ P2 （cos （ψ2），
sin （ψ2）），

（76）

（77）

（78）

（79 ）

M1 ≡ IM1［，M2 　i 　IM2［，
Pi　EE　lpll， P2 ≡ Ip21，

⇔N は 全粒子 で の 平均量，φ‘， ψf （i ＝ 1，2）は偏角を表す．平均場を用 い る事に よ り，
ハ ミル トニ

ア ン を次 の よ うに書き換える事が出来 る．

　　　　　　　　　　  事 ・ 鰐 一IM・1・ − IM・1・ − P ・
・P ・）・　　 （・・）

　N → oO の 連続極限で ， この 二 次元モ デル の 熱力学的性質を解析す る，既に過去の解析 ［8，
91 に

お い て，1．8 ≦ U ≦ 2 で 負の 比 熱が現れ る事が 分か っ て い る．そ して こ の モ デル は U ［y2 で 相転

移 を起 こす事が，カ ノ ニ カ ル 分布か らの 平衡状態に対す る予測が なされ て い る ［9】．

　まず ， 逐 次近似法が 二 次元 モ デル で も有効に働 くか を調 べ て み る．図 5 は 二 次元 モ デル に新た

な逐次近似 法を適用 した場合 の ，計算回数 とエ ン トロ ピーの 関係 を 示 し て い る．二 次元 モ デ ル で

もや は りエ ン トロ ピー
が単調増加 しなが ら直 ち に 収束す る事 が 分か る，つ ま り，逐 次近似法 は次

元 を上 げて も有用 な もの で あ る と い う事が 示 され た．

　こ の モ デル は全 エ ネル ギ
ー

が低 い 時に は ク ラ ス ターを形成 し ， 高い 時に は
一

様分布に なる．質

量分布が
一

様で ある とき，
ポテ ン シ ャル エ ネル ギ

ー
は dih

。 ni
＝ 1．5 になる．よっ て 高エ ネル ギー

の

場合には ， 系の 温 度は

　　　　　　　　　　　　　　　　 T ＝ β
一1 一σ 一1．5 ．　 　 　 　 　 　 　 （81）
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の

5、95

．85

．75

．65

．55

．45

，35

．2
° 51 ° 15

賓
゜ 25se

　
354 °

図 5： 二 次元 モ デル で，U ＝ 2．000 と した場合の 逐次近似法 横軸は逐次計算 の 回 数，縦軸は エ ン

トロ ピーを表す．新 たな逐 次近似法 は空間次元 を上 げて も有効で あ る事 が わか る．

D．75o

．ア

0．65e

　　　o．6O

，550

．5

／
一／

o．45
　 1．5 　 　 1．6 　 　 ‡7 　 　 18 　 　 19 　 　 2 　 　 2．1　 　 22

　 　 　 　 　 　 　 　 　 u

図 6； 逐 次近似法で 得 られた温 度曲線 　こ こ で は臨界エ ネル ギ
ー

付近の み を拡大 し て 示 した ．比熱

は U ＝ Ut。p　
＝ 1，795 で符号が反 転 し，　 U ； 　Uc ＝ 2．000 で 二 次相転移 を起 こす事が 明 ら か に な っ

た． こ の 解析は過去 の 解析 ［8， 9］とほ ぼ一致する．

に なる 。

　ミク ロ カ ノ ニ カル 分布 にお い て ，系は Uc ＝ 2．000 で 二 次相転移 を起 こす （図 6）．そ して ，負

の 比熱は Ut
。p

＝ 1．795か ら σ ＝ Uc の 間で現 れ る．　 U ＝ 　Ut。p で の 温度は T ＝β
一1

　ty　O．5508 で あ

る．こ れ らの 結果は過 去 の 解析 圖 と ほ ぼ
一

致 して い る．

　それ で は，カ ノ ニ カ ル 分布 で の 相転移 は ど うだ ろ うか．前述 の よ うに カ ノ ニ カ ル 分布 で の 相転

移は，エ ン トロ ピー
の 共通接線か ら臨界 エ ネル ギーと臨界温 度 を求 め る事で 調 べ られ る． 二 次元

モ デ ル の 場合 に はエ ン トロ ピ ー曲線 と共通接線 の 違 い が 非常に 小 さい の で
， 図 7 で は共 通接線 と

エ ン トロ ピー
の 差 を示 す． こ の 解析か ら．臨界エ ネル ギーが Ul

。 w
＝ 1．6160 と σ励 ん

＝ 2，0413 で

ある こ と， そ し て 臨界温 度が T
，
　＝ 　O．54137 で ある こ とが わ か る．

　以 上 の よ うに ， 空間二 次元 の モ デ ル で も平衡状態の 分布 関数 を導出す る事が 可能で あ っ た．こ

の 手法は さ らに空間三 次元 モ デル へ の 拡張 も原理 的には 可能で あ る と期待出来る
6 ．

6
解像度 に も大き く依存す る が，空 間三次 元 以 上の モ デル の 解析 は 大規模な計算機 シ ス テ ム が 必要 と予 想 され る，
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図 7： 二 次元 モ デ ル にお け るカ ノ ニ カル 分布 の も とで の 相転移．共通接線 とエ ン トロ ピー曲線の 差

を示す，接点は U ＝ 1．6160
，
2．0413 で あ り，こ れ は カ ノ ニ カ ル 分布で の 臨界 エ ネル ギーを表す．

6　 ま とめ

　我 々 は拘束条件 を
一．一点分布 関数に対 して線形化 し，不 等式の 拘束条件 を 与え る事に依 っ て ，分

布 関数を 高速に 求 め る新た な逐 次近似法 を開発 した．こ の 逐 次 近 似法を用 い る事に よ り， 従来は

ゆらぎが大 き い た め に解析 が非常に 困難 で あ っ た ，相転移点付近の 系の 振 る舞い を詳細 に調査す

る事が可能 とな っ た．本文で も示 した よ うに ， ミク ロ カ ノ ニ カ ル 分布の 仮定の 下 で ，系の 相転移

は
一一
次か 二 次か ， 比熱の 符号が反転する エ ネル ギーは い くつ か，準安定状態は存在す るの か とい っ

た，熱力学的性質 を明 らか に出来た、また ，得 られ た エ ン トロ ピー曲線の 共通接線 を求 める事に

よ り，カ ノ ニ カル 分布で の 臨界エ ネル ギーと臨界温度 を精密に求 める事 も可能 とな っ た．

　 で は こ の 逐 次近似法の 手法は 万 能で あ るだろ うか．残念なが ら現在 の とこ ろは ，どの よ うな系

に 対 して も適用 可能 とい う訳で はな く，い くつ か 解決 しな けれ ばな らな い 問題 が あ る，例 えば ， 逐

次近似の 各段階で は主に 数値積分を行 っ て い る．ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギー
の 数値積分を 行 う場合，

例えば Newton 重力 の よ うにポテ ン シ ャ ル が原点で 発散す るよ うな系は ，数値積分が発 散する．ま

た，開放系で 長距離力で あ る場合には ， 積分範囲 を無限 に取 らなけれ ばな らな くな り，計算が 出

来な くなっ て しま う．Newton 重力に対 して は ， ポテ ン シ ャ ル が無限遠で漸近的 に平坦 になるが 故

に ，大きな運動 エ ネル ギー
を持 っ た粒子 が無限遠に逃げて い くとい う，『蒸発』が見 られ る 〔2］．こ

の 蒸発 を防 ぐた め に，系全 体を剛体壁 で 囲む こ とを考え る．す る と今度は， 自己重力系は系の 全

エ ネル ギ
ー

を増加 させ る と温 度が低 下する 『負 の 比熱』 の 存在の た めに問題 が 生 じる．系 の 中心

部に 出来たク ラ ス タ
ー

か ら粒子 が脱出する と，脱出した運 動エ ネ ル ギー
の 分だけ クラ ス ターはエ

ネル ギーを失 い
， 温度が 上昇す る． こ の 繰 り返 し に よ り

， 中心 部は 温度が発散し て 系 が破綻す る ，

『重力熱不安定』を引き起 こす ［10，
11

，
12］．New ω n 重力に 限 らず とも ， 上記 の よ うにポ テ ン シ ャ

ル が発散 し た り，無限遠で 力 が漸近 的にゼ ロ に なる系で は ， 我 々 の 方法を応用す る事が 出来て い

ない ．

　 また現実的な問題 と して ，空 間三 次元 モ デル にお い て周期的境界条件が与 え られて い ない 系で

は計算量 が膨大に なる、ポテ ン シ ャ ル の 変化が大 きい 場合に は数値積分 の グ リ ッ ドを細 か く取 ら

なけれ ばな らず，計算時間お よび メ モ リの 面か ら解析が非常に 難 しい ．
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　だがこれ らの 問題 を別 にすれ ば ， や は り系 の 熱力学的性質 を解明する手段 とし て ，我 々 が 開発

した逐 次近似法 は強力な も の で あ る と い え る．こ の 方法の 応用 とし て ，様 々 な系 の 相転移現象や

準安定状態の 有 無の 解析な どがなされ るだろ う．空間 次元 と相転移の 性質の 関係 も明 らか にす る

事がで き る．また ， 多体系 の シ ミュ レ
ー

シ ョ ン と の 比 較か ら，系が緩和 に至 る段階を解析する事

も期待出来 る．本方法 を用い て ，系の 平衡状態 に関す る解析が進展す れ ば幸い で あ る．
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不 等式の 拘束条件が 課され た 変分間題

　我 々 が 開発 し た逐次近似法 で は， エ ネル ギ
ー

拘束条件を分布関数 に関 して 線形化 し，不等式の

拘束条件を与えて い る．こ の 場合の 未定乗数法 は，等式で拘束条件 が課 され た場合 の未定乗数法

とい くらか異な るの で 注意が必 要で あ る．以 下 ， 拘束条件が不等式で課 され た場合の Lagrangeの

未定乗数法に つ い て 考 えて い く ［13］
7．

　以下，数学的 な記述で説 明 して い く．文中の 式や変数 と、 逐次近似法 で取 り扱 っ て い る物理量

や拘束条件な どとの 対応は，最後に示す事 とす る．

　まず実変数ベ ク トル x を考 える．拘束条件 が複数存在 し，これ らが

　　　　　　　　　　　　　　　 9i（x ）≦ q 　（ゴ＝1
，

…
　 1M ），　　　　　　　　　　　　　　　　　 （82）

で 与えられ る とす る．こ の 条件 の 下で F （x ）の 最大値を求め る事を考え て ，Lagrange の 未定乗数

を導入す る ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　fi（・ 」W ）− F （・ ）＋ Σ w ゴ（・厂 9ゴ（x ））・　 　 　 　 （83）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1

こ の よ うな F に対 し，次の 定理 が成 り立 っ ．

　定理 1 次の 条件を満たす x
＊

， w
＊

が存在するな らば，　 x ＝x
’

は条件 （82）の もとで の条件付き

最大化問題 の 解を与える，

　　　　　　　　　　　　　　 F （x
＊

lw

＊

） ＝ 　ma ）c　F （x ，
w

＊

），　　　　　　　　　　　　 （84）

　　　　　　　　　　　　　　　　 9j（x つ ≦ cゴ （ゴ； 1
，

…
，
m ）， 　 　 　 　 　 　 （85）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　丐 ≧ o （ゴ＝ 　 1
，

…
，
M ），

　　　　　　　　　　　　ω ｝（・厂 9ゴ（x つ） − 0 （ゴー 1
，

・
… m ）・

　　　　　　　　∂Xt 　　　　∂Xi
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 X ＝＝X ’

で あ る．そ して ， こ の 場合に

　解 X ＝ X
＊

が存在す る時に ，二 の X
＊

に対応 す る W
’

の 存在が必 ず しも保証 され て い る訳で はな

い が，次の こ とが い え る．x ＝x
’

が F の 最大値を与える の で ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　． 勉　 　 　 　 　　 　 　∂F 　　　　 ∂F

　　　　　　　　　　　　　　　パ 写
ω

・
偽 ＿

＝ ° （’＝ 1
，

『’
，
7b））

　 （86）

　　　　　　　　　　　　　　9ゴ（x つ ≦ ・ゴ ， 丐 ≧ 0 （ゴ＝ 1ヂ
・

，
m ），

　　　　　　　　　　丐 （・厂 9ゴ（x つ） ＝ 0 （ゴ＝ 1
，

…
，
m ），

とな る w
＊

が存在す る．

　
一

方で拘束条件に つ い て ，次の よ うな定 理が成 り立 つ ．

（87）

7
こ こ で の 解説は ［131に 沿 っ て い る の で，証 明な どの 詳 細 は ［13］を 参照の こ と．
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　定理 2 条件付 き最大化問題の 解 x ＝ x
＊

にお い て ， 行列

　　　　　　　　　　　　　　｛舞一 ，

・・淵 一 ・
，

…
7m ｝

の 階数が m な らば，（87）を満た す wl が存在す る．

　拘束条件が不等 式 で あ る場合に は
， 条件式 の 数 が変数の 数 よ り多 くな っ て しま う事が あ り得 る．

こ の 場合に は ， 上記 の Jacobi行列 の 階数条件が成立 しな くな っ て しま うが，若干 の 書き換え をす

れ ば定理 が成 り立 っ よ うになる．

　定理 2a 条件 gゴ＠1 ，

…
，
Xn ）≦ o

ゴ （ゴ＝ 1
，
…

，
m ）の もと で F （Xl ，

…
1Xn ）の 最大 値を与える解

を x ＝ x
’

とする．こ の とき ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦Zプ（諮 も
一・

，
x 轟）置 qわ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（88）

となる ゴの 集合 を 1 と し，そ の 大 き さ （要素 の 数） を r とす る．もし rXn の Jacobi行列

　　　　　　　　　　　　　　　　　　陰 … ｝
の 階数が ・ に等 しけれ ば w

’
　一 ．（ω 1，… ，w ；n ）が存在 して 詮 て の ゴ｝・ つ い て w ∫≧o か つ ゴ・ 」

な らば 丐
＝0 となる．また，

　　　　　　　　　　　　　　　　募
一

  盤一・
， 　 　 　 ・89・

となる．

　次に凹 関数に つ い て考 える．関数 、F が凹 （concave ）関数で あ る とは，全て の x1
，
x2 ，0 く α く 1

に対 して

　　　　　　　　　　　F （αx ・ ＋ （1 一
α ）x ・）≧ α F （x ・）＋ （1

一
α ）F （x2 ）， 　 　 　 　 （90）

となる こ とで あ る．また ， 不等号が常に成 り立 つ 時は ， 厳密 に凹 （strictly 　concave ）で あ る とい う．

凸 は不 等号が逆の 場合 を い う．

　凹 関数に つ い て ， 次 の 事が い え る．まず，F を凹 関数 とす る．　 x と F の 定義域 の 内点 a を選

び ， 負で ない 実数 t を取 る．こ れ らに対 して，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　9t（・ ・a ）一
τ
（F （・ ＋ t・ ）

− F （・））， 　 　 　 　 （9・）

と置 くと ， F が 凹 ならば 9t（x ，
a ）は t に対 し て単調 非増加 にな る．従 っ て ，　 t を正 の 方 向か ら近

づ けた極限が存在す る，こ れ を ．F の x にお け る a 方向 へ の微係数 と呼ぶ事に し，

　　　　　　　　　　　　　　　
▽ F （・ ，・）袖 聖、

9i（・ ，
・）， 　 　 　 　 　 （92）

と表す事にする ．こ の 微係数に対 して ，次の 定理が成 り立 っ ．

　定理 3 凹 関数 F が与 え られ た範囲 0 の 内点 x ＝ x
承

で最大値を取 るた め の 必要十分条件 は，

全て の a に対 し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ▽ F （x   a ）≦ 0
，
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とな る 事 で あ る．そ して もし F が 連続で
一

階微分可能 である ならば，

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ ・（・ ，
・） 一 ・ ・震

と出来る の で，x ＝ x
＊

が最大値を 与える必 要十 分条件は ，　 x
’

が 定義城の 内点で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　裟L。

一・
，

となる事 で あ る．

　次に条件 9j（x ）≦ c
ゴ

に つ い て 考え る．も し 9」が凸な らば，条件を満たす範囲は凸集合 とな る．

そ して ，
Wi ≦ 0 （i　・＝1

，

…
lm ）とす る と，

　　　　　　　　　　　　　fi（X ，W ）＝ F （X ）＋ Σ ω ∫（・ゴ
ー

9ゴ（X ）），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

は凹関数 となるか ら，定理 2a と定理 3 を組 み 合わせ て ， 次 の 事が 導か れ る．

　定理 4F が 凹，9j が凸関数 の とき ，　 x ＝x
＊

が条件

　　　　　　　　　　　　　　　 9ゴ（x ）≦ ・ゴ （ゴ＝ 1，… ，m ），

の も とで F （x ）を最大 とす る解となる必要十分条件は，F
， gゴ が連続微分可能 で ある事．そ し て

x ＝ x
＊

にお け る 9」 の Jacobi 行列の 階数が r に等 しい とき，

　　　　　　　　　　　　　　　 F （X ，
W

’

） ＝ ma 」C・F （X ，
W

＊

），

　　　　　　　　　　　　　　　　 9ゴ（x
＊

） ≦ cゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　丐 ≧ o
，

　　　　　　　　　　　　 ω 7（・厂 9｝（x つ） − 0 （ゴー 1
，

…
，
m ），

となる w
’

が存在す る事で ある．

　実は F の 微分可能性 は必要 で はな く， さらに 9j の 微分可能性 も不 要である． これ らを考慮 し

て ，次 の 定理 が存在する ．

　定理 5 （Kuhn −Tucker の 定理）　 F が凹 ，9」 が 凸関数，0 が凸集合 の とき 、 条件

　　　　　　　　　　　　　9ゴ（x ）≦ ・
ゴ， （ゴ； 1

，

…
，
m ），　 x ∈ 0 ，

で F を最大 にす る解 を x 　・・　x
’

とす る．も し gゴ（Xo ）＜ Cj （ゴ＝ 1
，

…
，
m ）とな る よ うな Xo ∈ 0

が存在するな らば ， 定理 4 の 条件 を満 たす w
＊

が存在す る．

　こ の Kuhn −TUcker の 定理 か ら ， 不等式の 拘束条件が課 された変分問題で も，
　 Lagrange の 未 定

乗数の 存在が 証明 され る．
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平衡状態 の 分布関数を導出する新た な逐次近似法

　我 々 が 開発 した逐 次近似法 で は ，変数 x に対応する もの は 分布 関数で
， 成分は

一
つ で あ る．そ

の 他の 量は以 下の よ うな対応付 け が な され る．

F 　→ 　
− L

，

c
ゴ　→ 　U ，

9」
一 ・［・・］・ ／乳 ・f・＋ ・

一
・f・… p ・・ ，

Wj → β・

（93）

（94）

（95）

（96）
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