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結合され た振動反応系の同期解析
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　結合振動子系を対象 とした位相縮約モ デルに おい て 、振動間の相互 作用 を特徴付ける結合関数

を実際の系を対象に導く方法を示す。さ らに 二 つ の 連結され た Belousov−Zhabotinsky反 応系を対

象に こ の方法を実験的に適用 した 。 その 結果、求 めた結合関数を用い て 同期の 振舞い が正確に 記

述 ・予測でき る こ とが示 された 。
こ の 方法で は 1）振動子間の位相差を特定 、 2）固有振動周期か ら

の 振動間隔の ずれ を測定する だけ で振動 ・結合機構詳細 に立 ち入る こ と な く結合関数を測定す る

こ とが で き る 。 また 、 よ り多くの 振動子で構成され る系へ の適用性に つ い て も議論す る 。

1　 は じめ に

　自然界には 多 くの 自発的な リズムを刻む リミ ッ トサイ クル振動子が 存在 し 、 そ れ らが 多数集 ま

る と相互作用 を介 して 協同的な リズム を形成する。こ れ ら結合振動子 系の 動的振舞 い の 代表的な

解析法と して 位相モ デル が挙げ られ 、

一
般的に次の よ うな位相方程式に よ り記述され る 国。

　 　 　 　 　 　 N

姻 dt・＝ ・b・i ＋ Σ ・・ゴqi（φ厂 φ、），

　 　 　 　　 　 j≠i

（1）

こ こ で 、φ‘，
ω ‘≡ 2π／Ti は それ ぞれ振動子 t の位相、角振動数、　 Eij は振動子 吻間の 結合強度を表

す 。 N は系の振動子の総数を表す 。　q（ψ）は結合関数 と呼ばれ る 、 振動子間の相互 作用を 特徴づけ

る周期関数で ある 。 位相モ デルは振幅の 変化が無視で きるような弱結合系に対 して有効で あ り、振

動 ・結合機構の詳細に立 ち入 らず同期現象を取 り扱うこ との で きる利点がある 。 式 （1）を用い た

解析で は多くの 場合結合関数 と し て 正 弦関数が仮定ざれ 、結合強度に 依存 し て振動子集団 の 同期

転移が おこ る こ とが示 されて い る ［1］。 しか し 、 現実の系を対象に 位相モ デル の 立場か ら同期現象

を正確に記述するには結合関数を具体的に決める必要がある。特に心筋のペース メーカー細胞や、

Belousov−Zhabotinsky（BZ ）反応系な どい びつ な波形を刻む振動子系 で は結合関数は正 弦関数 と
一

致する とは 限 らない 。実際 結合関数が高調波を含む場合に は 、 より多様な振舞 い がお こ る こ と

が示 されて い る ［2， 3］。

　こ の よ うな 背景の 下、 本稿で は まず二 つ の 振動子を用い た結合関数の 決定法を導出す る 。 さ ら

に連結 され た BZ 反応系に対 して こ の 方法を適用 し、振動子系の振舞い を位相モ デルを用い て正

確に記述するこ とを目的と した 。

iE −mai1 ： miyanaki＠fbs．osaka −u ．ac ．jp
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2　 理論

　二 つ の 結合振動子問の結合関数を決定す る方法 に つ い て 説明す る。こ つ の結合系に対する位相

方程式は次の よ うに与えられ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　dφ1／dt　＝ 　ω 1 ＋ E9 （ψ）

　　　　　　　　　　　　　　　　dφ2！dt　
＝
　ω 2 ＋ E9 （一ψ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

こ こ で 位相差 ψ ≡ φ1
一

φ2 で あ り、 結合強度は等 しい と した。こ の とき、結合 によ り振動子 iがリ

ミ ッ トサイ クル を
一

周す るの に Ti＋ △Tiの 時間が かか ると し、さ らに ω 一 ω 2 が小さ く、位相差

がゆ っ くり時間変化す る と仮定する と次の 式が導か れ る 。

　　　　　　　　　　　　　・一 卿 一 ∬
＋△

  讐

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　イ
＋△ T ‘

畑 ・・（ψ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cr　（Ti ＋ △ Ti）［ω i ＋ Eq （ψ）】　　　　　　　　　　　　　　（3）

以上 より q（ψ）は △Tiの
一一

次 までで 次の ように 与え られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2π △T（ψ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（ψ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，呼　　　　　　　　　　　　　（4）

こ こ で △Tiは ψに依存するため △T （ψ）と明記 した 。 式（4）よ り、固有振動周期か らの ずれ △T（ψ）
を様々 な位相差 ψに対 して測定する こ とで q（ψ）を求める こ とがで き る 。 それぞれの 振動子の 位相

は 0 か ら 2π の 間で実験的に次 の 式に より計算され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 t一妬
　　　　　　　　　　　　 φ3（t）＝ 2π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 for　tki〈 t ＜ tki

＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　 tki

＋ 1
一

妬

こ こ で 娠 は振動子 iの ん番 目の 波形 ピー
クがみ られ る時間を表す 。 式 （5）で位相は 時間に対 して

一
定に増加する と定義され て お り、こ れは位相モ デルにおける c → 0の 極限で の定義 と

一
致する 。

3　実験 ・ 解析

　前節で 導出 した方法を実際に適用するため、図 1aで示され る 二 つ の 連結され た BZ 反応槽を組

み 立てた 。BZ 反応 とは最 も代表的な振動反応系の
一

つ であ り、実験的に も簡単に 取 り扱 うこ とが

で き る ため同期現象を探るの に も適した系である ［41。 本研究で は振動周期を一
定に保 っ ため、溶液

を一定速度で 注入排出をお こ な う連続流通撹拌反応槽 （CSTR ）を用い た 。 二 つ の反 応槽の溶液はポ

ン プを用 い て
一定速度で 交換されて お り、こ の送液速度が結合強度に対応する。 また、固有振動周

期に差を つ け るため二 つ の反応槽は独立に温度 コ ン トロ
ー

ル され、周期はそれ ぞれ Tl　＝ ・　107士 ls、
T2　＝ 　99士 lsに設定した 。

　こ の 系では結合強度に依存 して同位相 ・反位相の 同期が観測され る 。 図 1b に幾つ かの結合強度

に おける位相差の 時間発展、図 1cに結合強度を変え たときの系の振舞い を相図と して 示す。 結合

強度がゼ ロ の とき 二 つ の振動子は独立に振動 してい るため位相差 は連続的に変化する （図 1b（1））。
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図 1： （a 》装置 配置図 ：反応の 様子は 500  での 透過光を記録 した。（b）い くっ か の 結 合強度に おける 位相差の 時間発

展 ：〔1）か ら （4）に お け る 結合 強 度 は 図 （c ）中の 矢 印で 示 す。（c）結合強度 を 変 化 させ た とき の 系 の 振舞 い。

同期がおきて い るときには位相差はある特定の値に ロ ッ クされ る （図 1b（3），（4））。同位相同期で は

位相差は 2π よ りやや 小さな値、反位相同期では π よ りやや小さな値を とる 。 こ の とき、同位相 同

期で は振動周期 Tin　＝ 103sで同期 してお り、 二 つ の固有振動周期の 問をとる。一方、反位相同期

では同期振動周期 T。 。t は 116s で あ り、それぞれの固有振動周期よ り長くな る の が特徴で ある 。 同

期がお き る 直前の 結合強度で は図 1b（2）に示す よ うな特徴 的な位相差の 振舞い が見 られ る 。 これ

はそれぞれの振動子の 振動間隔が位相差に 依存 して い るか らで あ り、こ の とき △T（ψ）を様々な ψ

に対 して測定 し、結 合関数 を求める こ とがで き る 。 図 2 に い くつ か の 結合強度で測定 した結合関

数を示す 。 と こ ろで 、同期が おきて い る ときに も結合強度が弱い な らば、系 に 摂動を与え
一時的

に ロ ッ クされた位相差をず らし、そ の後、元の 同期位相差へ 収束する過程か ら同 じよ うに 結合関

数を計算する こ とが で きる。 こ の 手順 に従い 、同期がおき て い る とき に
一

時的に結合を停止させ

位相差をず らす こ とに よ り結合関数を測定 した （図 2 右部）n その結果、同期されて い る ときで も

結合強度が小 さければ結合関数を正確 に決め る こ とがで きる こ とが分か っ た 。

　次に 測定 した結合関数を用い て 二 つ の 結合 BZ 反応槽で み られ る 同期の振舞い に つ い て説明す

る 。 位相差の 時間発展は式 （2）か ら次に よ うに与え られ る 。

dψ／dt ＝ 一△ω ＋ EQ （ψ） （6）

こ こ で △ω ≡…ω 2
一

ω 1、Q（ψ）≡ q（ψ）− q←ψ）で ある 。 同期がお き る とき に は 位相差の 時間発展

は ゼ ロ な ので 、解は Q（ψ）と △ω ／ε との交点 で与え られ る 。 図 3 に 二 つ の 特徴的な △ω ／ε の値 と

Q（ψ）との交点を示す。結合強度をゼロ か ら徐々に大 き くして い くと △ω／ε は 2π よ りやや 小さな

値で Q（ψ）と交点を持つ 。 二 つ の 交点の うち白丸で示 した点は不安定解で あり、実際に 実現 され る

のは黒丸で示 した安定解 （ψ＝ψ血）で ある 。 こ の 解が同相同期に対応す る 。 さ らに結合強度を大き

くする と今度は π よりやや小さな値で交点を持つ 。 こ の とき表れる安定解 （ψ＝ ψ、mt ）が反位相同

期に 対応する 。 次に 同期振動周期に つ い て説明する 。 図 3b よ り q（ψin）＞ O
，
　q（一一iPin）く 0 であ り、
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図 2： い くつ か の 結 合強 度 で測定 した結 合関数．それ ぞれ に お ける結 合 強度 は下 部の 図の 矢印と して 示す n 破線は 左最

下部で求めた 実線と同 じで あ り、デ
ー

タの 同
一
性を示 して い る。上部右 の デ

ー
タに おけ る 水平 な バ ー

は 1周期 に わ た る

位相差の 変化を 示 して お り、位相差の 不確定 さに 対応す る。
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図 3： a ）Q（ψ）と △ω ／‘ との 交点。黒丸 と白丸は そ れぞ れ式 （6）の 安定解、不安定解を 表 して い る。b）q（ψ）、g（一ψ）、
Q（ψ）を重 ね たプ ロ ッ ト。灰 色 の 丸 印が q（±lelin／。ut ）を示す。

同位相同期の とき の 振動周期 Tin は 二 つ の 固有振動周期の 間の 値をとるこ とが示される。また
一

方、q（th。 ttt ），g（
− th。 ut ）く 0 より、 反位相 同期の ときの振動周期 T 。 ut はそれぞれの 固有振動周期よ

りも長 くなるこ とが分かる。こ の よ うに測定 した g（ψ）を用 い る こ とで実験結果を正確に説明する

こ とが でき る よ うに な る 。 実験で は よ り強い 結合強度で は 反位相同期が見 られな くなるが、こ れ

は結合 関数の 導出で消去 して きた速 く変化する 成分を考慮す る こ とで説明され る ［5］。

　より多 くの 振動子で構成 される系に適用できるよう本手法を拡張するこ とは今度の課題 として

挙げ られ る、その
一

方で振動子集団が 同
一

の種類の場合に は 、 二 つ の結合系に対 して測定された

結合関数を用い て多数の 振動子系の 振舞い を記述する こ とがで きるだろ う。 そ こ で例と して に三

つ の BZ 振動子が等し く結合された系に つ い て シ ミュ レーシ ョ ンを行 っ た 。 三 つ の 結合系に対する

位相方程式は次の ように記述され る 。

diPi！dt ＝ ω i十 c［q（φ乞
一
φ」）十 q（φ‘

一φ鳶）1　　（i，ゴ，　h ＝ 1
，
2

，3） （7）
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図 4： 式   に 対応す る xy 平面で の ベ ク トル 場 。 丸 印 は完 全 同 期 鰍 三 角は部分同期解、四 角 は三 相同期解を 示す。

こ こ で X　＝　iP1一φ2 、
　 y ＝φ2

一φ3 とする と、その 時間発展は

dx！dt ＝ ω
毋 ＋ ε【q（x ）＋ q（x ＋ y）− q（− y）− 9← x ）】

dy！dt ＝ ω v ＋ c［9〈y）＋ q（− x）− q（− x − y）− q← x ）］ （8）

になる。 こ こ で ω x 　 ＝ ca一 ω 2、　Wy 　
＝

　 W2 　
一

　W3 で ある 。 系の 同期解は式 （8）か ら x
，y の平面で のベ

クトル場を プロ ッ トする こ とで図示 的に知 る こ とがで きる 。 図 3の結合関数を用い て プロ ッ トし

たベ ク トル場を図 4に示す 。 こ こ で簡単 の ため Wx ＝
％

＝ O とした 。 こ の 図か ら同期解 に対応す

る三種類の ア トラ クタが得られ る。それ ぞれ 、 1）三 つ の 振動子 が位相をそ ろえ て い る 同期 （完全

同期）、2）二 つ の 振動子は位相をそろ え て い るが 、も う
一

つ の 振動子の 位相がずれ て い る 同期 （部

分同期）、3）三 つ の振動子が位相を （213）π ず らす同期 （三 相同期）に対応する。 こ の こ とか ら多数

の BZ 振動子が集 まっ た場合には幾 つ か の 集団に分かれて 同期する こ とが予測され る 。

4　 ま とめ

　本稿で は弱結合下の振動子系に お い て 、 相互 作用を特徴付ける結合関数 が振動間隔 と位相差を

測定する こ とで測定され る こ とを示 した 。 本手法で は基礎方程式に表されるような振動や結合機構

の 詳細に立ち入 らな くて も結合関数が決定され同期現象を解析する こ とがで き る 。 そ のため 、

一
般

に複雑な機構を持つ 生体組織でみ られる協同的振舞い を明 らかに す る際に も有効だ と期待され る 。

参考文献

【1］Y ．Kuramoto
，
　Chemical　Oscillation

，
　 Wave

，
　 and 　Turbulence（Springer−Verlag，

　Berlin
，
1984）．

12］H ．Daido，　Phys．　Rev．　Lett，73 ， 760（1994）．

【3］H ．Kori　and 　Y ．1（uramoto
，
　PhyS．　Rev．　E　63，046214 （2001）．

【4］M ．Marek　and 　I，　Stuchl
，
　Biophys．　Chem ．3 ，241 （1975）；M ．F．　Crowley　and 　1，R ．　Epstein

， 工 Phys．　Chem ．93
，

　　 2496 （1989）；　M ．　Yoshimoto
，
　K ．　Yoshikawa ，　and 　Y ．　Mori，　Phys．　Rev ．　E 　47 ，864 （1993）．

【5］J．Miyazaki　and 　S．　kinQshita，　Phys．　Rev ．　Lett，96 ，
194101 （2006 ）．

一 557一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


