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　 閉 じた空間曲線の こ とを結び目とよぶ。結び目をもつ 環状の高分子 に関する理論 と実験

が 最近著 しく発展 して い る。例え ば、様々 な結び目の 環状の DNA が 実験で 導かれ て い る 。

そ もそ も高分子 と は細長 い 鎖の ような分子で あり、高分子鎖同士 の 絡み合 い の効果は高分

子 物質の物性に重要で あ る。

一
定 の結び目をもっ 環状高分子 の振る舞い は、 トポ ロ ジ ー的

な絡 み合い 効果を反映す る。そ して トポ ロ ジ ーの 効果 は 興味深 い 多体相互作用 をもた らす。

さ ら に、生 命現象 を物理 的 に 理解する 上 で も重要 で あ る 。 実際、DNA が 複製 され る際 に

そ の塩基対 2重螺旋 に絡 み合い が 生じるが 、こ れが どの よう に解消され て 複製 が 無事に 行

われ るの か は未解明 の 大問題で ある。

　 本講義 で は DNA の 結び 目を最初 に 紹介 し、結 び目不変量 を用 い た結び 目高分子鎖の 数

値 シ ミュ レ ーシ ョ ン の 最新成果 を解説 す る 。

1　 結び 目と DNA

1．1　様々な結 び目

日常生活で結び目 と言えば靴紐な ど紐 を結ん だ もの を意味 し、 た い て い 紐の 両端は 開い て い る 。

しか し、 曲線の トポ ロ ジーを数学的 に 明確に す るた め に は、両端を閉 じる必要が ある。以下、

閉じた空間曲線を結び目 と定義 する 。
二 つ の 閉じた空間曲線を切断するこ とな く一方か ら他方

へ と変形で きる と き 、
二 っ の 結び 目は同 じ トポ ロ ジー

をもつ 、あるい は二 つ の 結び 目は同 じで

あ る とい う。

　 図 1 の （a）は 、 輪ゴ ム な ど単純に閉 じた輪 と同 じ トポ ロ ジ ーの 結び 目で 、 自明 な結び 目と い

う．図 1の （b）は、葉が 三枚広げられ た よ うな形 を して い るの で 、 三 葉結び目 とよぶ。三 葉結

び目を図で表す と、 図の 中に最低 3 個の 交点が ある 。 結び 目は最小交点数 ごとに 分類 され て い

る 。 三葉結び目は最小交点数 3 の結び目で あ り、その
一

番 目なの で 31 とい う記号で表され る。
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（a） （b）

Figure　1： （a）自明な結 び目 （trivial　knot）Ol；（b）三 葉結び 目 （trefoi1　knot）31

1．2　 溶液中の 高分子

高分子 で つ くられ て い る物質は身近に数多 く存在す る。高分子は、同じ分子単位が 多数結合 して

連 なっ た鎖状の 巨大分子で ある 。 高分子 （polymer ）の 中の
一

つ の分子単位 をモ ノ マ
ー

（monomer ）

とい う。例えばポ リエ チ レ ン は、エ チ レ ン分子が 多数連 なっ て 鎖を形成 した もの で あ る。結合

す る モ ノ マ
ーの 個数 を重合度 とい う。

　 高分子 は ひ もの形状の もの （線形 鎖）が多 い
。 しか し、 様々 な トポ ロ ジ ー

の 高分子が 存在

し 、 例え ば自明な結び目の 環状高分子 も存在す る。 例えば、大腸菌の プラ ス ミ ドは環状の DNA

で ある。 これは 天然 の環状高分子鎖で ある 。 最近で は 非常に 大 きな環 状高分子鎖 も合成可能 と

な っ た。技術的には非常に 困難だ っ たが、実験技術の 著 し い 進歩に よ り可能 とな っ た 。

　 溶液中の 高分子鎖は 、溶液の 中で ラ ン ダム な熱揺 らぎを受け、全て の 空間形状が 出現可能で

あ る 。 高分子が
一
種類の モ ノ マ

ー
の 繰 り返 しでで きて い る場合 、 高分子鎖の 空間形状が どの よ

うな もの に な っ て も、エ ネル ギーに大 きな変化 は ない 。こ の た め、線状 の 高分子鎖の 空間形状

は ラ ン ダム ウォ
ーク （random 　walks ）で 記述され る。溶液中の線形高分子鎖は ラ ン ダム ウォ

ーク

を用 い て 記述され、環状高分子鎖 は ラ ン ダ ム ポ リゴ ン （random 　polygons 、ラ ン ダム な多角形）

を用 い て 調 べ られ る 。

　 高分子の化学結合は熱揺 らぎの エ ネル ギーよ りもず っ と大 き く、 高分子鎖は切断され ない
。

つ ま り、高分子鎖が 交差やす り抜 けをする こ とは ない
。

こ れが絡み 合い 効果の 起源で あ る。高

分子鎖は非常に長い ため、互い に絡み合うとなか なか ほ どけに くい 。 この ため 、 濃厚高分子溶

液の動的な振る舞い にお い て 、 線形高分子鎖の絡み合 い が 重要となる 。

　　こ こ で
一

言注意す ると、絡み合い 効果 は線状 高分子 の 統計的性質に は関係 しな い
。 熱平衡

状態で は全て の 配置が 実現する 。 最初に どん なに 絡み合 っ て い て も 、 十分に 時間が経過すれ ば 、
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Figure　2： ラ ン ダム ウォ
ーク

ほ どけた状態が 出現す る 。

1。3　環状高分子鎖

環状の 高分子鎖 で は 、 そ もそ も
一

定の 結び 目をもつ 空間配置 しか実現 しな い 。結び目 K の 環状

高分子鎖 は
、 熱 揺らぎの 中で どの よ うに 時間発展 しよ うとも、ず っ と結 び目 K の ままで ある。

環状高分子の 統計的性質 を調べ るため に は、
一
定の 結び 目の 空間配置だ けを実現 しなけれ ばな

らない
。 しか し、

一
定の 結び 目をもっ とい う トポ ロ ジー一定の 条件を理 論に取 り込 むこ とは容

易で な く、 様々 な工 夫が 必要で あ る。実際 、 環状高分子鎖の 空間配置をラ ン ダム に つ くると、

様々 な結び 目の 配置が 含 まれ て しま う。

　　トポ ロ ジー一定の 条件 は、非自明 な相互 作用 を導 く。 結び目 K の 環状高分子の 物理量 を求

め るには 、ラン ダム ポリゴ ン の空間配置の 中で その 結び目 K をもつ ものの み が関係する 。 他の

配置は全て 関係 な い
。 こ の こ とは、 トポ ロ ジ ー一定の 条件は エ ン トロ ピー的な多体効果を もた

らすこ とを意味す る。こ の効果は 自明で はない 。 こ れは一
種の 絡 み合 い の 効果で あ り、 トポ ロ

ジ ー的絡み合 い 効果 とよぶ こ と に する 。

　　トポ ロ ジー的絡み合 い 効果は 、 高分子の トポ ロ ジーを コ ン トロ
ール す るた めに はぜひ とも

解明 しな けれ ば な らな い 、重要な研究課題で あ る 。

1．4　環状 DNA

自然界 に は大腸 菌の プラ ス ミ ドな ど、環状 の DNA が多数存在す る 。
　 DNA を切 断 ・再結合 し

て DNA の トポ ロ ジ ーを制御 する トポイ ソ メ ラーゼ とい う酵素が 知られて い る 。 【i］こ の酵素は

DNA の 複製過 程の 中で 生 じる 二 重螺旋 の もつ れ合 い を解消する役割を果たす。　 DNA の 高次

構造 をも制御 し、弛緩 して 拡が っ た環状 DNA を超 らせん形状 にす る 。

　 DNA は塩基 対の 2 重螺旋で あり、自己複製の 際に は 非常に 複雑な絡み合 い が 生 じる こ とが
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予想 され る 。 特に環状 DNA の場合 、 絡み合 い は複製の 重大な障害 とな るであろう。 トポイ ソ

メ ラ
ーゼの作用 を調べ る実験等にお い て 、様々 な結び目をもつ 環状 DNA が導かれ た 。［1，

2】

　 しか し、 不思議な こ とに 、 生物は何 らか の 方法で DNA の 絡み合い を解消し 、 結果的に環状

DNA の 2重螺旋は無事に複製され る 。 そ こ で 、 どうや っ て絡み合い をうまくほ どい て 複製 して

い るのか を明 らか にす る こ とは、DNA の 複製の 仕組み を理解する上で 本質的に重要で ある。

1．5　 ラ ン ダム 結 び 目

トポイ ソ メ ラ
ーゼの 機能は神秘的で あ り、 物理学の 視点か ら明 らか に す る こ とは容易で ない

。

そこ で第
一

段階 として 、

一定 の結び 目を もつ 環状高分子鎖の 統計力学的性質の研究が重要で あ

ろ う。 環状高分子鎖の 統計力学的性質は
、 ラ ン ダム ポリゴ ン を用い て 調べ られ る 。

ラ ン ダム ポ

リゴ ン の 中で
一定 の結び 目の もの を 、 ラ ン ダム 結び 目とよぶ 。ラン ダム 結び目の大きさ （慣性

半径）や結び 目の 出現確 率が重合度や結び 目の 種類に どの ように依存す るか 、 とい う問題 が最

も基本的で重要 な研究課題で ある 。

　 ラ ン ダム 結び目は DNA を用い て 実験 的 に も研究 されて い る 。 線形の DNA 鎖 を ラン ダム

に閉 じて環 状鎖 をつ くる実験 が行われ、ラ ン ダム結び目の 出現確率が測定され た。［3］線形 DN

A 鎖の 端に細工 を施 し、両端の 結合 を可能 とした 。
こ の結果 、 環状鎖と線形鎖 の割合 を温 度で

制御で き、電気泳動等で 環状鎖 の み を取 り出す と、ラ ン ダム結 び目を実現す る。

2　 高分子物理 の基礎

2。1　慣性半径

高分子の 物性を特徴づ け る最 も重要な量 は、そ の 平均的な空間的広が りで ある。その 指標 と し

て慣性半径が よ く用 い られ る。［4，5］重合度 N の高分子鎖の モ ノ マ
ー

の位置ベ ク トル を T ゴ と

表す と き、その重心 の位置 ベ ク トル r
。m

＝Σ鐸1 γ
」／N を用 い て 、慣性半径 Rg は次の よ うに定

義 され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　・；一峨く呼 棚 　　　　　（・）

こ こ で ⇔ は 、 高分子鎖の 全て の 空間配 置に 関す る平均 を表す。また、慣 性半径 は次 の よ うに

表す こ ともで き る 。

　　　　　　　　　　　　　　　R；一 峨 く叶 硝 　 　 　 （・）

　 長 さ α の モ ノ マ
ーが N 個 つ なが っ た ラ ン ダム ウ ォ

ークの 慣性半径 Rg，tin とラン ダム ポリゴ
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Rg

Figure　3： 慣性半径は高分子鎖の 平均的な大 き さを表す

ン の 慣性半径 Rg，．i。g
は重合度 N が 十分大 きい とき 、 次の ように 求め られ る 。

　　　　　　　　　　　　　R；．、、n 一咢・
・

， 畭 ゼ 差・
・

こ の結果 は 、 例え ばラ ン ダム ウォ
ークをガ ウス 鎖で近似す る と導 かれ る 。

（3）

2．2　 排除体積 とス ケ ー リン グ理論

ラン ダム ウォ
ークや ラ ン ダム ポ リゴ ン で は、高分子鎖の 体積をゼ ロ と仮定 した。

一
方、現実の

高分子鎖 に お い て 、モ ノ マ ーは
一

定の 体積を もつ 。そ し て
、

モ ノ マ
ー同士 が 空間的に 重な る こ

とはない 。 現実の 高分子鎖 は、自分の 他の部分 が存在す る空間領域に重なる こ とが で きず、そ

こ か ら締め 出され る 。 自分自身で反発す る効果が生 じる。こ の ようなモ ノ マ
ー

の体積の こ とを、

排除体積 （excluded 　volume ）とよぶ 。そ して 、排 除体積 を もっ ラ ン ダム な鎖を、自己排除体積

鎖 （Self−Avoiding　Walk
，
　SAW ）とよぶ

。 ［4 ，
51

　 排除体積の効果を明確にするた め、慣性半径 と重合度 N の 関係 を考 える 。 重合度が十分 に

大 き い とき、指tw　u を用 い た次 のス ケー リン グ則が成 り立 つ e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Rg　O（ NV 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　 自己排除体積をもたない ラ ン ダム ウォ
ーク （RW ）や ラ ン ダム ポ リゴ ン （RP ）の場合 に は 、 慣

性半径 と重合度は次の よ うな関係 にあ る。

　　　　　　　　　　　　　 Rg、Rlv （x 　N112
，
　 Rg，RP （x 　N1／2

ス ケーリン グ指 数は 0．5 で ある。
一

方、自己排除体積鎖 （SAW ）の慣性半径は次 を満たす。

R
，、SA ，v　・c　N °鹽588

（5）

（6）
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こ こ で ス ケー リン グ指数は 0．588 （ある い は近似的に 0．6）で ある 。 自己排除体積鎖の 指数は 、

ラ ン ダム ウ ォ
ークの 指数 よ りも大 きい

。 これ は、自己排除体積鎖は実効的な反発力の た め に、

高分子鎖の 大 きさが拡大 して い る た め で あ る 。

3　 ラ ン ダム結び 目の数値 シミ ュ レー シ ョ ン

3，1　 DNA の 理論模型

DNA は 負に 帯電 した荷電高分子 で あ り、
こ の ため に DNA 二 重螺旋は硬 くて 曲が りに くい

。

つ まり塩基の 負電荷同士が反発 して まっ す ぐに な りや すい 。環 状高分子の 空間形状を ラン ダム

ウォ
ー

ク とみ なす とき 、 ラ ン ダム ウォ
ークの 1ス テ ッ プあ るい は単位長 さに対応す る長さ を保持

長 とよぶ 。DNA は硬い けれ ども 、 非常に長 くなれ ば折れ 曲が り、細長い 自己排除体積鎖 （SAW ）

で近似で きる 。 DNA の 保持長は直径 に 対 して約 50 倍 と大 きい
。 そ こ で DNA は弾性を もつ

細長い棒が非常に長 くつ なが っ た模型で 理論的に記述され 、こ れ を ウ ォ
ーム ラ イ ク鎖 （worm −like

chain ）とよぶ 。 さ らに単純化す ると、細い 円筒が い くっ も連結 した鎖 となる 。 ［3］これ を円筒鎖

模型と よぼ う。 円筒の体積は排除体積に相当す る。

　 溶液中で DNA はそ の 塩基の 負イオ ン を中和す る対イオ ン の雲 に囲まれて お り、 そ の実効的

太 さが円筒の 直径に 対応 す る 。そ して DNA 鎖の 保持長が 円筒の長 さ に 対応す る 。 実験で は 、

実効的太 さは 溶液 の イオ ン 濃度で 制御され る。

3．2　 トポ ロ ジー 一 定の シ ミ ュ レー シ ョ ン 方法

一
定の トポ ロ ジーをもつ 環状高分子鎖の 空間配置を実現す るた め に 、結び目不変量 を用 い る。

［6］結び 目不変量 とは 、 結び目の 空間配置か ら計算で きる量で 、同じ結び目に 対 して は必ず同 じ

値が 導か れ る とい うもの で ある 。 しか し、 完全な不変量は知 られて い ない 。すなわち、全て の

結び 目に 異な る値が 対応 する よ うな結び目不変量は知 られて い ない
。 異 なる結び 目に 同じ値が

対応す る こ ともある。た だ し、
い くっ か の 結び目不変量 を組み合わせ る と、 10 交点以下の 結

び 目な ど 、 交点数の 小さ い 結び 目を完全に区別 する こ とが可能で ある 。

　 シ ミ ュ レ ーシ ョ ン の方法 を以下に説 明す る。まず最初 に全 て の 空間配置 をラン ダム に生成

し、そ して生成 した空間配置に対 して 結び 目不変量を計算す る 。 不変量 の値か らその空間配置

の 結び 目を推測 し、特定の結 び 目の 配置だけを選 び出す 。

　 三 葉結び 目な ど簡単な結び 目の 場合に は、 こ の 方法で精度良 く物理量 を求 め る こ とが で き

る 。 実際 、 頂点数 1Vが あ まり大 き くない 場合に は、複雑な結び目は実質上 は出現 しない 。
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Figure　4： 慣性半径の 二 乗平均値の比 R；，K ／R；，。 v ，
と頂点数 N の 両対数グラフ。 トポロ ジー

の条

件を課 さな い 場合の 慣性半径の 二 乗平均値 R；，av ，
を 1 と定め る とき、自明な結び目の慣性半径の

二 乗平均 砥レi お よび三 葉結び目の慣性半径の 二 乗平均 Rl，tr，
の 値。（、R；，t．i／R；，av ，

とR；，tre／R；，。 。 e

の 値。） （円筒半径！ボ ン ド長 ＝ 0．003 の 円筒鎖模型）Req9 】を参照。

3．3　結び 目環状高分子 鎖の数値シ ミ ュ レー シ ョ ン の 結果

結び 目が 出現す る確率の 重合度依存性が明 らか に され た 。 ［7］環状高分 子鎖に お い て 結び 目 K

が 出現す る確率 PK （N ）は、頂点数 N の関数 と して次 の ように 表され る 。

PK （N ）− OKNm （K ）
・xp ←NINi。） （7）

こ こ で C κ は模型に よっ て 異な る定数で ある。 また 、No は模型 を決め れば結 び目に よらずに

一定値で与 え られ る。そ して m （K ）は結び 目ご とに 決 まる指数で あ り、模型に は依存 しな い と

予想され て い る 。 ［7］式 （7）は、de　Gennesの ス ケ
ー

リ ン グの 考え方 【4］と整合的で ある。

　 さらに
、 円筒鎖模 型の ラン ダム 結び目にお け る排除体積効果が明 らか に され た 。 ［81結び目

が生 じる確率の 排除体積依存性 を表す従来の 理論式 ［3］が大幅に 改良された 。

　 一定 の トポロ ジーを もつ 環状高分子の慣性半径は 、 トポ ロ ジー一定の 条件が な い 場合 と比

較 して か な り大 きい こ とが 明 らか に され た。［9】トポ ロ ジー的な条件の ない場 合の 環状高分子

鎖の慣性半径を Rg，。 v ，
と表す 。 （こ こで

「
ave 」 は平 均、　average を表す 。 ）そ して 、 自明 な結び

目（trivial・knot）の 慣性半径を Rg，t． 、、三葉結び目 （trefoil　knot）の慣性半径 を Rg，tre と表す 。 図

4 に示され て い る ように 、自明な結び目は トポ ロ ジ ー条件の ない 場合に比較 して 、 大 きくな っ

て い る 。 すなわち 、 比 Rg，t。i／Rg，av ，
は常に 1 よりも大 き い

。

一
方 、 三 葉結び目は、頂点数 1＞が

小さ い ときは トポ ロ ジー
条件の ない 場合よ りも小 さい が、頂点数 N が 十分大き くなる とトポロ

ジー条件 の ない 場合 よ りも大 き い
。 すな わ ち 、 比 Rg，tre1Rg ，。ve が 1 よ りも大きい 。
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　 三 葉結び目に対す る結果は、直感的に も理解で きる。頂点数 1Vが小 さい 場合、三葉結び目

は交点 を持 つ ため に 絡み合 い
、 その大 きさは小 さ くな り、比 Rg，t． 。1Rg，。 v，

は 1 よ りも小 さ い 。

一
方、頂点数 N が十分大き くな る と、三葉結び 目は全体の ご く一

部分 を曲げて つ くられ、他の

大部分は 自明な結び 目と同じに なる 。 つ ま り、 自明な結び目 と同 じような結果 に なる。

　 自明な結び目が トポロ ジー条件 を課さない場合よ りも大き い こ と、すなわち、Rg，t，i！Rg、。 。 e ＞

1、とい う事実は興味深 い 。統計物理量に関 して は トポロ ジー一一一定の条件が 高分子鎖の す り抜け

禁止条件 に対応す る 。
こ の た め 、 比 Rg，t，i／Rg，ave が 1 よ りも大き い こ と、は トポ ロ ジー的拘束

か ら導か れ る エ ン トロ ピー
的斥力に よっ て 鎖同士 が反発して環状鎖全体が 拡大 した 、 と解釈で

きる 。 この ような トポ ロ ジー的拡大効果 は環 状高分子の 排除体積の 大き さに依存し、 高分子鎖

が 細い 場合に拡大効果が 顕著に現れ、鎖が太 い 場合 に は拡大効果 は減少 す る。19］
　 図 4 に示 され た トポ ロ ジー的 エ ン トロ ピーカ に よる環状鎖の 拡大 は、将来、結び 目DNA 等

を用い た実験に よ っ て 検証され るか もしれ な い
。 結び 目環状高分子鎖の 散乱関数 もシ ミュ レ

ー

シ ョ ン で 求め られ た 。 ［10】こ の結果も 、 近 い 将来、実験 と比較検討 され る こ とが期待され る 。
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