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少数結合振動子系 にお け る解の遷 移現象
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解の 遷移現象を示す モ デル 方 程式 として 、三 つ の Stuart−Landau 方 程式 を repulsive に 結

合 した系を考え る 。
こ の 系 にお い て複数 の 振動パ タ

ー
ン を時 間変化 とともに不規則に移 り

変 わる現象が現れ る こ と と、そ の 状態 に至 る ま で の 分岐構造に つ い て 解析 した 結果 を報告

す る。

1　 は じめ に

　 同
一

の 要素 を対称 に結 合 した系 は様 々 な対 称性 を も っ た解が表れ る こ とが 知 られ て お

り ［1，
2】、複数 の 周 期解 を時 間変化 と共 に移 り変 わる現象 が粘菌振動子 系 ［31や化学反

応 系 國 にお い て 報告 され て い る。複数 の カオ ス 的 な状 態 を移 り変わ る現 象 と し て は 、

crisis −induced 　intermittency［5】が知 られ て い る 。
こ れ は 、複数の ア トラク ターが融合 し

た （attractor 　merging 　crisis ）場 合や 、カ オ ス ア トラク タ
ーが不連続に 巨大化 した （interior

crisis ）場合にみ られ る現象で あ る 。
　 attractor −merging 　crisis の 場合は 、軌道 は crisisが起

こ る前に 存在 して い た ア トラ クタ
ー

の
一一

つ に長時 間止 ま っ た後 、や が て そ の 領域 を離れ、

別の ア トラク タ
ーが存在 し て い た領域に 移 る と い っ た振る舞 い を繰 り返す。

　我 々 は単純なモ デル 方程式の 分岐構造 を解析する こ とに よ り、 2 種類 の カオ ス へ と到 る

ル
ー

トを発見 し、複数 の ア トラク タ
ー

が 合わ さっ て 巨大なア トラ ク タ
ー

となる こ とを確認

し、これ らの 結果 か ら解 の 移 り変わ り現象 がお こ る メ カ ニ ズ ム に つ い て 説明 を与える。

2　 モ デル 方程式

　我 々 は モ デル 方程式 と して 、Stuart−LanClau方程式 ［6 ，
7］を 3 つ 結 合 した 系の 分岐構造

を調 べ た。Stuart−Landau 方程 式は Hopf 分岐を示す標 準系 で あ り、位相振動子 との 大き

な違い は、位相 の 他 に振幅の 自由度 を持 ち 、位相速度が振幅依存性 をもっ て るで ある。た

だ し、それぞれ の 要素 は同
一一一

で あ る とし、結合 は反発 的で ある とした。反 発的な結合 は 、

そ れ ぞ れ の 要素が 同 じ状態 に揃 うこ とを妨げ る効果 を持 つ
。 式は 以 下 の よ うに 書け る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3

彦
、 （α ＋ i）9厂 （1

一乞β）1・jl2・」＋ ・ Σ（z バ 竕 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝ 1
（1）

βは振 幅依存性 をあ らわ し、 K は 結合定数で反発的な効果を出すため 負で ある とした 。
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図 2： S2 ト
ー

ラ ス 問 を 問欠的 に 移 り変 わ

る解 の 振 幅 r
ゴ（＝ IZjDの 時系列。α ＝

− 1、

κ ＝
− 3、　β＝9．8。

3　 結果

　は じめに 、我 々 は 自明解か らの 分岐を追 うために、α ＝− 1 の 場合 に つ い て振幅依存性 β

と結合定数 κ を変化 させ るこ とに よ り解の 分岐構造を調 べ る 。 また、各要素が limit　cycle

振動子 となる α 二 i の 場 合に っ い て も分 岐構造を調 べ て い く。

　 ・
α ＝− 1 の 場合

　安定な周期解 、 準周期解が 存在す るパ ラメ
ー

タ領域を示 したもの が 図 1 で ある。κ ＜ − 113

に お い て は多様な周期解が存在 し て お り、それ ぞれ の 周期解は以 下の 通 りで ある。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2Ti　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4Ti

巡 回 的な解： （Zl （の，
12 （t），

Z3 （t））＝（ノ（‘），f（t）e
一

丁
，f（のe

・・
T ）

部分反位 相解 ： （z1 （t），z2 （t），
z3 （の）＝ （O，ノ（の，

− f（t））

ただ し、ノ（t）； ReI（（1＋ eκ
2
）t＋θ・））、　 R ； V＝ 1

−
＝
”
iik。 こ の 他 に部分同位相解 （Z1 （t）＝ 　Z2 （t））

が存在す るが 、 こ の 解は 常 に 不安定で ある。こ れ ら の 周 期解は 分岐点 κ ＝ − 113にお い て

自明解 （Zl ＝z2 ＝ 23 ＝0）か ら分岐 した もの で 、分岐直後に安定な も の は巡 回 的な解の み

で ある 。 βが あ る程度以上大 きい 場合は 、κ を下げて い くに つ れ、巡回的 な解が subcritical

な Hopf 分 岐に よ り不安定化 し、部分反 位相解 が subcritical な Hopf 分岐 に よ り安定化す

る （図 1、拡大図）。さらに、κ をさげて い くと安定な部分反位相解は 、 Hopf分岐に よ り不

安定 とな り、 か わ っ て 安定な準周期解 が 現れ る。 こ の 準周 期解は 、 原 点に 止 ま っ て い た Zl

が振幅 IZilの 小 さい 領域で振動す る 。 振幅お よび位 相差に つ い て 周 期性 があ り、もともと

反位相で あ っ た 二 つ の 要素 z2 、
　 z3 に 関 して 、　 x2　（t　＋　T2／2）1＝ Iz3（t）1の 関係が成 り立 つ よ

うな解で ある 。 た だ し、T2 は振 幅 1221、　 lx31の 周期で あ り、内側の 軌道の Izllは周re　Tb／2
で 振動す る。以降、こ の 準周期解の 乗 っ て い る トー

ラ ス を S2 トー
ラ ス と呼ぶ ご とにす る。

　安定な S2 トー
ラ ス は、振 幅依存性 を上 げて い くと snbc ：ritical 　pitchferk分岐に よ り不安

定化 し、そ の 分岐点 を越 えた付近 で不安 定化 した S2 ト
ー

ラス 間 を間欠的 に移 り変わ る解

が現れ る 。
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図 3； S2 ト
ー

ラス の 分岐図 （α ＝ 1）。　 IV

（太 い 曲線 で上 下を挟 まれた領域）：S2 トー

ラ ス が 安定、灰 色 ； S1 ト・一ラス が 安 定。

　 　 　 　 β

図 4： S2 ト
ー

ラ ス の 模式 的な分岐図 。 （a）
κ ＝ − 4．0、　（b）κ ＝ − 3．7。
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｛
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　 β

・
α ＝ 1の場 合

　α ；
− 1 の場合に 得られ た S2 ト

ー
ラ ス か らパ ラメータを変化 させ 、解 の 枝を追 っ て い

くこ とに よ り α ＝ 1 の 場合 の S2 ト
ー

ラス が 得 られ る 。 そ の S2 ト
ー

ラス の 分岐構造 を調
べ た も の が 図 3 で ある。広 い パ ラメ

ー
タ領域 で 、安定な S2 トー

ラ ス が存在 しす る こ とが

わ か る。α ＝ − 1 の 場合
’
と異な り、S2 トーラ ス か ら pitchfork分岐に よ り分 岐 した 対称性

の 破れ た ト
ー

ラス （5
「
1 トーラス と呼ぶ こ とにす る〉が安定な領域が 存在す る こ とが わか

る。図 5 は 同 じ S2 トー
ラ ス か ら分 岐 した二 つ の Sl ト

ー
ラ ス の 分岐 図を示 し た もの で あ

る 。
パ ラ メ

ー
タ を変化 させ る に つ れ て 、こ の Sl ト

ー
ラス が周期倍分 岐ル ー トを通 して カ

オ ス とな り、また、こ の カ オス 同士 が融合す る こ とに よ り、よ り大きな高 い 対称性 を持 っ

カオ ス へ と遷移 して い くこ とがわ か る。 こ の とき、crisis −induced　intermittencyが起 こ り、

融合する 前に ア トラ クタ
ー

が 存在 した 領域間 を軌道が 移 り変わ る こ とを確認 した 。こ の

attractor ．merging 　crisis に よ り、カ オ ス ア トラ ク ターの 数 は 6 か ら 3 へ と変化す る が 、さ

らに β ＝ 12．62 付近 にお い て crisis が起 こ り、 3 つ の ア トラクタ
ー

が 1 つ にな る 。

4　 まとめ

　我 々 は、Stuart−Landau 方程式 の 結合系 の 分岐構造と時系列 を調 べ るこ とに よ り、二 つ

の カオス へ と到 るル ー トを発 見 した 。
一

つ は、S2 トーラス か ら間欠的遷移 を経て カオ ス へ

到るル
ー ト。 も う

一
つ は、S2 トーラス か ら pitchfork分岐、周期倍分岐を経て 複数の カ オ

ス ア トラク タ とな り、それ らが合わ さっ て 大きなア トラ ク タ
ー

へ と到 るル
ー

トで ある。 こ

れ らの 結果 によ り、α ＝
− 1 の ときにみ られ た 間欠的な ト

ー
ラ ス 間の 移 り変わ りは 、複数

の カ オ ス ア トラ ク タが融合 して 生まれ た巨大なア トラク タ内の 不安定な トーラ ス の 不安 定

性が弱くな っ た こ とに よ り 、 軌道 の トー
ラ ス 近傍 の 滞在 時間が大 きくな っ た もの で あ る と

解釈す る こ とがで きる。
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図 5： Sl ト
…

ラ ス の 分 岐図 （κ ＝ − 3．7）。ボ ア ン カ レ 断 面 は r2 ＝ r3 で あ り 、 咤
一

勉 ＞ 0
を満 たす 点の み プ ロ

ッ トした 。 β　・ ・　12．02 にお い て 二 つ の ア トラク ターが融合 して い る こ

とが わ か る。
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