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1　 コ トの 物理学

　モ ノ （物質） の 科 学と コ ト （情報） の 科学は エ ン トロ ピー
の 概念 を共 有 して い る が，長 ら く別 々 に 発

展 して き た ．し か し ，こ の 10 年 ，両者 が 急接近 し て い る．こ れ は 物理学に お い て ス ピ ン グ ラ ス の 理論

（統計力学）が 発 展 し た こ と と，情報分 野 に お い て 多体 問題 へ の 関心が高ま っ た こ とで ，機が熟 し たの だ

とい える．さらに そ の 背景 に は計算機 情報 イ ン フ ラ の 飛躍的な進歩があ る ．

　 こ の 講義 は，具体 的な事例 を紹介 し な が らコ トの 研究 に モ ノ の 理論 を生 か す際 の 勘所を伝 え る こ と を

目的 と し て い る． レ プ リカ 法 が情報分野 に現れ る様 々 な問題ヘア プ ロ
ーチ す るため の 強力な方法 で ある

こ と を示 し，ま た ，統計力学 と情報論 の 間 で 発 展 し て い る 近似法 に つ い て 説明 して い く．

L1 　ラ ン ダ厶 K −SAT 問題

1．1．1　 ラ ン ダム K −SAT 問題とは

　情報 の 世 界 に は ， そ の 複雑 さ の た め ，解 き 明 か す こ と が 困 難な様 々 な 問題 が 発 生す る．そ うい っ た 問

題 に 対 して ，統計力学 の 手 法 を 用 い て ど の よ うに ア プ ロ
ー

チ で き る の か とい う こ とを探 っ て い きた い ．

例 と し て ，ま ず は ラ ン ダム K −SAT 問題 を議論す る．

　ま ず，真偽 に 対 応 した N 個 の 論 理 変数 （リテ ラ ル ） の 組

x ・・＝ （mt ）　＝ ｛o，
1｝

N
（1）

が あ る と し て ，x か ら選 ん だ K 個の 変数に 対 して ，そ れ 自身 ま た は そ の 否 定 を or で っ な い だ論 理 式 の

基本要素 を
“K 一節 （ク ロ ーズ ）

”

と呼 ぶ こ と に す る ．た と え ば 3一節は 次の よ うに な る ．

Ci（X ） ＝　毋 1V 諏 V 毋 7

c2（m ） ＝　x4 ＞x5 ＞ 鞠 （2）

K −SAT 問題 は M 個 の K 一節 を and で っ なげて で きる論理式 （K −CNF ）

F （xlC ）＝（フ1（x ）〈02（x ）A ＿〈 0Al（x ） （3）

に 対 し て ，その 値を 1 （真） にす る解 （完全 充足解；SAT 解）が存在す る か ど うか を判定する決定問題

で ある．

　な ぜ こ こ で K −SAT 問題 を取 り 上 げ る か と い う と ，こ れ が NP 完 全 問 題 の 標 準 形 と な っ て い る か ら で

あ る ．NP 完 全問題 と は 問題 サ イ ズ に 関す る 多項式程度 の 時間 で 互 い に 書 き換え る こ と の で き る組 み 合

わ せ 問 題 の ，あ る ク ラ ス の 集 ま りで あ り，現時点 で は 任意 の NP 完 全 問 題 を 効 率 的 に （問題 サ イ ズ の 多

　
＊
こ れ は 2006 年 11 月に 大 阪 大 学大 学 院 理 学 研 究 科 で 行 われ た 集 中講 義 の 講 義 ／一トで あ る。
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項式時 間 で ）解 く方法は見 つ か っ て い な い ．けれ ど も，互 い に多項式程 度の 時間 で 書 き換 え られ る とい

うこ とは ，NP 完全 に属するある問題 ク ラ ス の 任意の 問題 を多項式時間 で解 く方法が発 見 で き れ ば，　 NP

完全 に 属す るす べ て の 問題 が 多項式時間で解け る こ とを意味す る，K −SAT 問題 は こ うい っ た 文脈 に お い

て組み 合わせ 問題の 標準的な表現 と して 広 く取 り上 げられ て い るの で ある．

　K −SAT 問題 の 構造を調 べ るために，「節数 M に対 して ，　 SAT 解の存在する問題の 割合は どの ように 変

化 し て い くか 」，とい うこ とに つ い て調 べ る ．そ の た め に ラ ン ダ ム K −SAT 問題 に っ い て 考察し て い く．

こ れ は ラ ン ダム に K −SAT 問題 を 生成 し，生 成 し た 閙題 の うち SAT 解をもっ 問題 が どれ く ら い の 割合 で

あ る の を 調 べ て い くとい うも の で あ る．

　まず 直感 的 に 考え る と，K が 3 以 上 の と き は ，節に含ま れ る変数 の うち どれ か ひ とつ が 真 で あれ ば，

そ の 節 は 真 と な る の で ， 各節を真に す る の は 比 較的簡 単で ある．節数 M が 増 え る と，全部 の 節を満 足 す

る の は 難 し くな る が ，M が 十分多ければ次 に 示す よ うに節 の 間 で の 矛盾が み えやす くな り，判定 は易 し

くな る ．

節間 で 矛 盾 が 生 じ る例 ：エ 1，エ 2 ，＝ 3 に 関す る す べ て の 3一節 を 同 時 に 真 と す る こ と は で き な い ．

x1VX2 ＞X3 　　　　∫IV 置 2 ＞：じ3 　　　　xlV ユ72＞頭3　　　　δ1＞記 2V 頗3

xlV コi2　Vx3 　　　　ゴIVj ヲ2＞毋 3　　　　xlV コヲ2V ゴ3　　　　コ『1V コ52V2ラ3

そ れ で は α ＝M ／N に 対 し て SAT 解 をもつ 問題 の 割合 が どの ように変化す るの かをみ て み る ．　 M
，
　N 》 1，

α ＝ 0 （1）の 状況 を考える と次 の よ うに なる こ とが わ か る．

・ K ； 1 ： α に よらず，UNSAT 解 の 割合 が圧倒 的 に多 い ．

・ K ＝ 2 ：α ＜ 1 の と き SAT 解が 圧倒的 に多く，α ＞ 1 の とき UNSAT 解が 圧倒的 に 多 い ．

・ K ＝3 以 上 ： α 〈 α c の とき SAT 解 が 圧倒 的 で ，α 〉 α c の と き UNSAT 解が 圧 倒的 と な る α c が

　存在す る．

ただ し，K ＝ 1，2 に つ い て は 数学的 に 厳密 な結果，　 K ＝3 以上 に つ い て は 数値解に 基 づ く予想 で あ る ．

こ こ で ，α ； α 。で の 振舞 い を理 論的に解明 し，で きれ ば α
。 （K ）の 値 を理論 的 に 評価 し た い の だ が ，こ

こ に 困 難 が 生 じ る ．と い うの は ，こ の 問 題 を ナ イ ーブ に 解 こ う とす る と，まず SAT 問題を発 生 し
， そ れ

に 対 して SAT 解 が あ る か ど うか を調 べ る こ とに な る が
， そ の 手間が 指数関数的に 増大 して しま うの で あ

る．さらに SAT 解 の 割 合

P・AT 一 Σ P （c ）δ（ヨx ・・t・ F （毋 lc）− 1）
　 　 　 　 c

（4）

を 求 め た い の だ が ，こ れ が 与え られ た 節数 の 下 で の SAT 問 題 の す べ て の 可能性 に 関 し て 平均 を必要 とす

る 「2 重平均 」 の 構造 に な っ て い る こ とで 問題 が もう
・
段複雑 に な っ て い る．こ の 「2 重平均 」 を評価す

る 有力 な 手 段 と して 物 理 の 方 法 で あ る レ プ リ カ 法 が 登場す る，

L1 ．2　 レ プ リカ法 の 概 略

　 レ プ リカ 法 は 統計力学に お い て ，不規則系 の 分配関数 の 般 化 モ
ー

メ ン トを求 める方法 で あ る が，次

の よ うに レ プ リカ ト リ ッ ク を用 い て ，対数 の 平均値 を求 め る 目的 で 使 われ る こ とが多 い ．

　　　　　　　 　　 ∂
［1” Z （J ）j」 ＝

編 贏
1・ ［zn （」）レ

一 lim ［zn（」）レ l
　 n → O

（5）
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n が 自然数の と き，次 の よ うな展 開が で き る こ と がポ イ ン トで あ る，

　　　　　　　　　　　Izn（」）】」 一 Σ P （」）（Σ ・
一
βH （SIJ）

）
n

　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 J 　　　　 5

　　　　　　　　　　　　　　　　一 　Σ Σ・（・）・
一
βΣ跫一・

H ・S
”

IJ・ 　 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S1，S2，．、．、snJ

　　　　　　　　　　　　　　　　一 　Σ e
一
βΣ ：一，

　H
… （S

’

・S2・・…S ”

・β）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S1，S2，．，．，sn

n を自然数 と し て 展開 を行 っ た が ，レ プ リカ トリ ッ ク に お い て は n → 0 と い う操作 が 必 要 で あ る．レ プ リ

カ 法 で は， こ の 操作 を 自然数 に 対 して 得 られ た （6）式 に 関 す る解析 的 表 現 を 実 数 に 解析接続す る こ と に

よ り実行す る．自然数 か ら実数 へ の 解析接続 とい う飛躍 を伴 う計算法 で あるため，レ プ リカ法 で 得 られ

た結果が正 当性を もつ か どうか に は 十分注意す る 必 要があ る．

　（6）式 の 展 開 に お い て H （SIJ）が現れ た．こ れ は エ ネル ギ
ー

関数 で あ る が．　 K −SAT 問題 に つ い て は エ

ネ ル ギー
関数を次の よ うに 導入す る こ とで レ プ リカ 法 に よ る解析を行 うこ とが で きる．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M

　　　　　　　　　　　H （xl σ）＝Σ⊃（1
− （］Pt（x ））＝「非充 足節 の 個数亅　　　　　　　　　　　（7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ
＝l

　　　　　　　　　　　　c一 橿綴繼 謝
こ の よ うに エ ネ ル ギー

関数を書け ば，K −SAT 問 題 は 「エ ネル ギ
ー

関 数 の 最 小 値が ゼ ロ か ど う か 」 を判 定

す る 問題 と言 い 換 え る こ と が で き る ．数 式 で 表 現す れ ば次 の よ うな こ と に な る．

　　x が SAT 解 で あ る条件

　　　　　　　　　　　　　　 F （xlC ）＝＝1　 e 　H （xl （〉）＝O

　　SAT 解が 存在す る 条件

　　　　　　　　　　　　　F （∋xlC ）＝1　 e 　 min ｛H （xlC ）｝＝0
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 甜

要 は 最 小 エ ネ ル ギ
ー

が ゼ ロ か ど うか を判定 で きれ ば よ い （図 1）．

　　　　　　　　　　　　　　 SAT 解がある場合　　　 SAT 解がない場合

　　　　　　　　　　 H （xlc ）　　　　 H （xlc ）

0 SAT 解　　x 　 O

　 　　　　　　　　　　　　　 図 1： SAT 問題 の エ ネル ギ
ー

描像

つ ま り，SAT 解を持 つ 問 題 の 割 合PSAT は

　　　　　　　　　　　　P ・・T 一 Σ P （c ）δ（∋x ・… F ＠1c）− 1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ P （c ）δ（mi ・ H （xlc ）一一・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c
（8）
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と な り，「最小 エ ネル ギーが ゼ ロ と な る 」 問題 の 割合 と い うこ とに な る ．し か し，ラ ン ダム に 与 え た 問題

0 の 最 小 エ ネル ギ
ー

は C に複雑 に依存す る ラ ン ダ ム 変数 となる た め，そ の 統 計的振舞 い を解析す るの

は ，や は り　筋 縄 で は い かな い ，

　そ の 苦壌を救 っ て くれ る の が，最小エ ネル ギー
の 下界を表す 分配関数 で あ る ．分配関数 Z （β1C）を導

入 す る こ とで ，K −SAT 問題 を次 の よ うに 統 計力学的 に 定式化す る こ とが で き る，

e
一
βm ’nx ｛H （SIJ）｝

≦ Σ e
一
β〃 （SIJ ）− Z （βIC）

　　　　　　　　　　　
Xl

tt” ｛H （xe °）｝ ≧
『
Bh

’Z （β1σ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

tt皿 ｛H （皿 ρ ）｝ ＝

鵡
一
β
lnZ（βIC）

（9）

（9）式 は 情 報 理 論 の 通 信 路 符号化 定 理 に 関連 して 用 い ら れ る 不 等 式 で あ り，しば し ば Arimoto 不 等 式 と

呼ばれ る．つ ま り，任 煮 の 逆温度 β＞ 0 の 分配関数 （の 対数） の 統計的振舞 い が わか れ ば，β→ OQ の 極

限 で ，最小 エ ネ ル ギ
ー

の 振舞 い ，つ ま り，SAT 問題 の 振舞 い が わか る．こ こ で 分配関数 か ら自由 エ ネル

ギ
ーf が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Nf ＝− ki” Z（βIC）　 　 　 　 　 　 （1°）

と得 られるが，こ の 自由エ ネ ル ギ
ー

∫が （9）式 か らわ か るよ うに評価 す べ き対象 となる．∫は C に依

存す る が，fが そ の 典型的な値を と り得 る確率 は ，大偏差統計 に 従 っ て N の 値 に 関 して 指数的 に 1 に近

づ き ，相転移現象が 観測され る ／V
，
ル1》 1 の 状況 で は 以 下 の よ うな ス ケーリ ン グが期待 され る．

Z （βIC）〜ピ
N β∫

・［・一一
訪1・ ・（βlc）1− e

’” ・u ；M
（11）

（f〜 0 （1））

・ r［・ 一．・∴1・z（ lc ：）］

0 （．X
「−1ρ

）

＊

〜 ノ

図 2 ： 大偏差統計 に よ り，典型値 f＊

が 得 られ る確 率 は ほ ぼ 1

大偏差性 に着 目す る と，SAT −UNSAT 転移に つ い て 図 3の よ うな描像が 得 られ る．

大偏差統 計 で の 典型的な値 と は

r − ｛二蝦僻 二

一 4 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「コ トの物理学」

　　　　 α く α
‘

　　声0が 奥型爐（最鎮値 ）

C（f；・・）　
⇔ SATza

確 寧 1

　 　 　 　 α 〉 α c

　　 f》Oが臭型 値⇔ UNSAT 相

c（ノ；o 。

⇔

f

oo

… 確

…
≡

o　　 ＞ 0 ∫

確率 1

ノ
零 ＝ 0

図 3 ： SAT −UNSAT 相転移

で あ る ．なぜな らば

［・（・1・）］σ
一 f・f・xp 卜・ （β・・ c （fi・））1

　　　　　　− ・［
− N （iti・｛β∫・ ・（∫・β）｝）］ （12）

とな り ［Z（βIC）］c は 大偏差統計 に ひ きず られ て 典型値 （最頻値） か らずれ て し ま うか らで ある．

　分配 関数の 対数 の 形 で 与 えられた典型値 の 評価は，（5）式 の レ プ リカ トリ ッ ク に よ り 可能 になる （有

限 の n に 関す る評価を行え ば，非典型値 の 評価も 可能）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　1

　　　　　　　　　　　　　　　ノ  一
iGb［inz（βIC）｝C

　　　　　　　　　　　　　　　　　一
柵 漏 1・ ［・（・IC）1・ 　 　 　 〔13）

あ と は ，β→ DO の 極 限を と り，最 小 エ ネル ギ
ー

の 典型値 が 評価 で きる．

　　　　　　　　　　　　　　f − 一
，．齦．。漏 1・i・（・lc）］c 　 　 　 （・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

＊＝0− → SAT 相

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫
‡

＞ 0− → UNSAT 相

こ こ で 詳 しい 計算に つ い て は 説 明 し な い が，

　　　　　　　　　　　 K ＝ 3，　A「

，
ルf → DO のとき

　　　　　　　　　　　　　　　1 拶 姦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■　　　・　　　P

　　　　　　　　　　　　　　　藁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ．　　　．　　　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ．　　1　　「

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 FRSB 〔？）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 RS 　　　　FRSB ｛？） IRSB

　　　　　　　　　　　　　　　f’

　 SAT 相 1… ．。SA ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｝　 環 論的 な

　　　　　　　　　　　　　　　　　 α dcr3 ．92　ii　SA了袙 の眼界

レ プ リカ 解析 か ら得 られ る 描像 は 図 4 の よ うに な る．

　　　　　　 α ・
　t1　4・27 α ＝ M ／N

ortn　Dt 　4．15

図 4： SAT 問題に つ い て レ プ リカ 解析 か ら得 られ る描像
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ラ ン ダ ム K −SAT 問題 に レ プ リカ 法を適 用 した流れ をま とめ る と次 の よ うに な る．

・ ラ ン ダム に発生 した K −SAT 問題 が SAT 解 を持 つ 割合を調べ る際に，2 重平 均の 構 造が現 れ る．

・ レ プ リカ法 は 2 重 平均 の 困難を解決す る方法で ，特に 分配 関数 の 対数 の 平均 を求 め るの に よ く使

　 わ れ る．

・ 最小 エ ネル ギ ー
値 は 分配 関数 と結 び つ く．

　一最大化，最小化 は 平均計算 の 特別 な場合．

● 大偏差統計 で は ，典型値 （最頻値）＝平均値

　一対数 の 平均 が 必要 に な る
一ゲ レ プ リカ法

’

い くつ か の 数学的 な問題 点 も指摘 して お く，まず 1 つ 目の 問題点 と して ， （13）式 を み る と ， N − ， oo の解

析なの で ，0（1）の 誤 りが無視され て い て ，大偏差的解析で は 解けた こ とに な っ て い な い ．しか し，それ

で も数値実験 と は 良 く合 うこ と が わ か っ て い る．

　2 つ 目の 問題点 と し て 、解析接続が よ い の か ど うか ，そ もそ も離散値 か ら連続 値 へ の 接続 が ユ ニ
ー

ク

な の か とい う問題 が ある．こ れ は Carlsonの 定理 に より有限 系 で あれば今 の 問題 で は 大丈夫 で あ る．

　3 つ 目の 問題 点 は 熱 力学的極 限 に 関す る もの で あ り ， 次 の 極 限 の 入 れ 替え の 正 当性に っ い て で あ る ，

lim　 lim − → li皿 lim
N →oo 　n →O　　　 n →01〉 一→OQ

（15）

こ れ に 起因 し て 種 の 相転移 （レ プ リ カ対称性 の 破れ）が現れ る と い う問題 があ る こ と は わ か っ て い る ．

し か し，必ずよ い か は わ か ら な い が，経験的に こ れ に 対す る 対処法は わ か っ て い る．

1．2　 CDMA マ ル チ ユ
ーザ復調問題

1．2．1　 CDMA に つ い て

　次 に 携 帯 電 話 の 方 式 の
一
つ で あ る CDMA （Code 　Division　Multiple　Access） に つ い て 議 論 す る ．携

帯 電 話 サ ービ ス で は ，各 エ リ ア に 基 地 局 が 置 か れ て お り，あ る エ リア で 端末 か ら発信 され た 情報 は そ の

エ リア の 基地局 に 送 られ る （図 5）．各 エ リア の こ とをセ ル （cell） と呼び，携帯電話 を英語 で cellular

phone とい うの はそ の た め で あ る．

セ ル 内 の通 偲
・端 末 ・甚地 局 8s ）
・無線通 信
・多 対 1

セル 同 の濶 信
・基 地局 一韮 境局
・脊線還信
・1対 1

図 5： 携帯電話 の 通信方 式

　ユ
ー

ザ の デ ジ タ ル 情報は図 6 に 示す ように ，矩形波 の 連な り で 表現 され る．こ こ で ，仮定と し て ユ ー

ザ間 で の 波 の 位相は 同期 して い るとす る．こ の よ うな同期は実用 レ ベ ル で 実現 可能 で ある．

　問 題 と な る の は ，　
・
つ の 基 地 局 が 複 数 の ユ

ー
ザ を 抱 え て い る た め ，ユ

ー
ザ 間 干 渉 が 起 き て しま う こ と

で あ る 、図 7 の よ うに 同
一
セ ル 内 に Aliceと Bob が い る とす る ．こ の 二 人 が 同 時 に携帯電話を使 う状 況

を考 え る．Aliceと Bob の 音声信号 は デ ジ タ ル 化 され て 基 地局 に 送 られ る．デ ジ タル 信号 は 通常 e，1 で

表 され る が ，こ こ で は 便宜上 ＋ 1
，

− 1の 二 値 で 表す こ とに す る．Aliceと Bob が，も し 同 じ周波数 の 信号
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User　1

。

Gen

罐
y瞭

野
’伽

　 　 　：　　　　
【
　　　　　　　　　1

　　　1　　　　　　　　 t

・se ・L
一 オ⇒

；1＿ij厂．一 一

一1 鎗 　　・　 L

十1

一1

十1

一1

Synchronous　Case

t

：
．
　 ＋ 1User

　K

一1冖　 　　≡ T

「
　　 t

t

オ軒
1十

　

一

図 6 ： デ ジ タ ル 信号 の 同期

を利用す ると ， ＋ 1 と 一1 を同時 に 送 る と き ， それ らの 信 号 は 重 ね あ わ せ で 0 に な り通信 が うま くい か な

い ．そ こ で ， 同
一セ ル 内 で 同時刻 に通信 を行 うためには何 らか の 工 夫 が 必要 となる．

　そ の ような多 元接続 の 方法 は い くつ か 検 討され実用化 され て い る．FDMA （FYequency　Division　Multiple

Access）は ，周 波数帯域全体をい く つ か の 帯域に分割 し，各帯域 に 個別の チ ャ ン ネ ル を割 り 当て ，複数 の

ユ
ーザが 同 時に 通信を行な う方式 で あ る ．ま た TDMA （Time 　DiviSion　Multiple　Access）は，複数 の ユ ー

ザが使用する 無線チ ャ ン ネル に 対 し、 1 つ の 無線周波数を使 用 す る幾つ か の タ イ ム ス ロ ッ トに 分割す る．

各 ユ
ーザ は 異な る タ イ ム ス ロ ッ トを使 用 し，1 つ の 周 波数 を 短 時 間 ず つ 交代 で 複数 の ユ

ーザ で 共 有 す る．

　 FDMA と TDMA は 一
つ の 基 地 局 で 複数 の ユ

ーザ の 通信 を 同 時 に 処 理 す る こ と が で きるが ，あ らか じ

め 処 理 で き る ユ
ー

ザ の 数 は 限定 され る．

　あ らか じ め 処 理 で き る ユ
ー

ザ数が決 ま らな い 方法 の
・
つ が CDMA で あ る ．　 CDMA で は ，図 7 に 示す

とお り，Aliceの 一1 信 号 と BQb の ＋ 1信号 に 各 々 別 の 拡散 系列を掛 けて 変調 し て い る ．拡散系列 は ，送

信信 号 1 ビ ッ トが送 られ る 時間内 に そ の 送信信 号 よ り も細 か く分 け られた ラ ン ダ ム パ タ
ー

ン で あ る．

彊賜

珊
噸 輩

7
’

ゆ （・・）・北細
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一1
　　　　　　　8Bob

　 　 　 s　
’

・ 6 亀
　　 基 地局

驟 ランダNre ンぜ
覗 ♂

・瀦 ）

変調する

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 一1

図 7： CDMA の 概 念 図

　同
・セ ル 内 で K 人 の ユ

ー
ザ が 同時 に 携 帯電話 を使 う場合に拡張 し て考え よ う．k 番 目の ユ

ーザ の あ る

ビ ッ トを bk とす る．　 K 人 の ユ
ー

ザ の 送る ビ ッ トbl，b2，＿ ，娠 が 同期 し て お り，伝送 中に 重 ね あ わ さ れ

る．拡 散系 列 の 細 か く分割 され た そ れぞ れ を チ ッ プ と呼び，送信信号 1 ビ ッ トに 対す る 拡散系列 は N 個
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の チ ッ プ か ら成る もの とす る ．k 番 目の ユ
ーザの 送信信号 bk に Sk ＝｛sk ，sz ，

＿
，畷｝の 拡散系 列 を掛 け

て送信す る ．さ ら に ，伝送中に μ番 目 の チ ッ プの 部分 に 偶然発生 した Gaussian　noise ｛σ on
μ

｝hミ加 わ る．

こ う し て ，基 地局 で 受信 され る μ 番 目の チ ッ プ の 部分の 信 号は

　　　　　　　　　　　　　　　　・識 塾 耀 　 　 　 ・・6・

と な る ．

　復調問題 は拡散系列 ｛s＃｝を既知 で ある として ， ｛YP｝か ら ｛bk｝を推定す る 問題 で あ る．実用 の た め に

求 め られ る こ と は ， すばや く復 調 で き る こ と ， そ して エ ラーが 少 な い こ とで ある．（16）式 は 線型方程式

で あ る が，離散変数 の た め 解く こ とが 計算量的 に 困難で ある．そ こ で ，拡散系列 ｛sx ｝の 性 質を利用 し て

うま く復調す る 近似法を考え る ．拡散係数の 各チ ッ プ は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l　　 　　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　　
P （・）＝iδ（s ＋　1）＋

蚕
δ〔・

− 1）　 　 　 　 　 　 （17）

で ラ ン ダム に 与 え られ る の で ，独 立 変数 と して 扱 うこ とが で き る た め

　　　　　　　　　　　趣 一 罐魯 ｛ち、畔 隔
ゴ

とな っ て ，統 計的に ほ ぼ直交 し て い る ．

User　k’

s　SS
SIe ＝ ｛s鴛｝

User　j’

s　SS
s
ゴ・

＝ ｛5
μ

フ
｝

（18）

　 こ の 直 交 性 を 利用す る 簡 便な復調方 式 と し て 実用化 され て い る シ ン グル ユ ーザ復調 に つ い て 説明 す る．

　受信信号 ｛〃
μ

｝に 拡散系列 b
・
k を作用 させ る と

　　　　　　　　hk 一 罐 榊 ・

覆罐鵜 ・ 嬬 轄 　 …

とな る．第 2 項 は 平均 O，分散 K ／N の ガ ウス 分 布 に 従 う．よ っ て ，ユ
ーザ数 K よ り，チ ソ プ 数 N が 十

分多けれ ば ，基地局が複数 ユ
ー

ザを担 当 して い る に もか か わ らず，信号 の 劣化 は実質的に ノ イ ズ の 影響

しか 受けな い こ と に な る ．シ ン グル ユ
ー

ザ推定 で は こ の 原理 を 直接用 い て ，hk か ら送信 され た ビ ッ トを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SllUD− ・g・（h、）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （20）

に よ っ て 推 定す る．こ の 方法 は 計算 コ ス トがそ れ ほ どか か ら な い と い う利 点 が あ る．欠点は，ユ
ー

ザ数

が増 え る と ビ ッ ト誤 り率 が 大 き くな る こ と で あ る ．

1。2．2 　復調問題 へ の 統計 力学的 ア プ ロ
ー

チ

　 こ こ か ら は さらに 通信効率の 向上 を よ くす る た め の 方法 と して ，マ ル チ ユ ーザ復調 に つ い て 説 明 す る．
マ ル チ ユ

…ザ 復調 で は ベ イ ズ決 定 理 論を 使 う．ま ず 例 と して ，表 が 確 率 p で 出る こ とが わ か っ て い る コ

イ ン を トス す る とき T 出る 目を予測す る方法 と して どの よ うな もの が 最 適 か ， とい うこ とを考え る ．確

率 q で 表 が 出 る と予 想す る と，予 想 が的 中す る 確率 は

R （q亅p） ＝　p × q ＋ （1 − p）（1 − q）

　　　　＝　　（2p
−
　1）q 十　1　

−
p （21）
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とな る．よ っ て 最適 な戦略 は R （qlp）を g に 関 して 最 大 化す る こ と に よ り

｛
P ＞ 112　　−→ 　　q ＝ 1　　（表）

P ＜ 112　　−→ 　　q ＝o　　（裏）
（22）

となる．つ ま り問題に確率的要素が あ っ て も，ベ イ ズ 決定理論 による最適な戦略 は決定論的 になる．

CDMA に 対 して 同様に ベ イ ズ 決定理論に よる議論 をす る．

R （ql

0 1　 9

図 8：
ベ イ ズ 決定 に よ る コ イ ン 投げ問題 に 対 す る 最適 戦略

b ＝｛bl，．．．，bK｝の あ るパ タ ー
ン が 得 られ る確 率 P （b）は ，それぞ れ の ユ

ーザの 送る信号 が ＋ 1 か 一1 の

値 をとる 確率は そ れぞれ 1／2 と仮定す るの が 自然な の で ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
P （b）一壷　　　　　　　　　　　　 （23）

とな る．Gaussian　noise の 影響 を受け て ，（16）式よ り Yμ は平均 11v弄 Σ農15 鴛δ齔，分散 σ o の ガ ウス 分

布に 従 い ，

　　　　　　　・・y
・ 1・… z・一・，・．．

K ））一 毒 即 卜蟲・ガ
ー

繕 姻
とい う確率 に な る．ベ イ ズ 決定理論 に 従 え ば ，y ＝YP を受 信 した 後 の b の 事後確率 は

　　　… 1・ 一 加 臨 脚 ［
一

、レシ
ー

繕 州
とな り，コ イ ン 投げ の 例 で 言 えば，「表 が 出る真 の 確率 」 に対応 して い る

が 最 大になるもの を選ぶ こ とによ っ て お こ な う．

（24）

（25）

　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　 送信 ビ ッ トの 推 定は事後確 率

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 そ の 際，複 数 ユ
ーザの 送 っ た ビ ッ ト b をま とめて 推定

し て お こ な う復調 を MAP 復調 とい い ，推定 ビ ッ トわが ，真 の 送信 ビ ッ トbO と異な る 確率 Prob（6≠bO）
を 最 小 に す る，MAP 復 調 で は ，

　　　　　　　　　　　　　　　 b ； argl τlax ｛」
ロ

（bl⊆ノ， ｛Sk ｝）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b

に よ り ，
ユ
ー

ザの 送 っ た ビ ッ トを推定す る ．

　各 ユ ーザの 送っ た ビ ッ トをそれ ぞれ 別 々 に推定 して お こ な う復調は MPM 復調 と い う．これ は ，　Prob（bk≠b2）
を最小 にす るよ うにす る．MPM 復調 での 送信 ビ ッ トの 推定 は

6た　　＝　　argmax ｛P （bkkノ， ｛Sk ｝）｝
　 　 　 　 　 bk

＝
Ψ ｛Σ P （bl〃，｛・k

b＼b，

｝）｝ （27）
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に よ っ て お こ な う．

　MAP 復調や MPM 復 調をす るには，す べ て の ユ
ー

ザ の 系列 が必要になる．そ の た め，こ れ らの 復調

は 「マ ル チユ
ー

ザ復調 （MUD ）」 と呼 ばれ る ．あ る ユ
ーザ の 送 っ た ビ ッ トを推定す るの に，他 の ユ

ー
ザ

の 情報 も使 うこ とで ，シ ン グ ル ユ
ー

ザ に 比 べ て よ い 復調 に な る こ とが 期待 で き る ，

　ベ イ ズ 決 定理論によ り事後確率 を最大 に す る ように ビ ッ トを推定す る こ とで マ ル チ ユ ーザ復調 が で き

る こ とが わ か っ た ．し か し，厳密計算は計算量的に 困難で あ る．こ の 問題 の 解決 の ために高性能 な近似

的な ア ル ゴ リズ ム の 開発 が お こ な わ れ て い る が ，こ の こ とに つ い て は後 で 簡単に触れ る．

　マ ル チ ユ
ー

ザ復調 の ほ か の 問題 と し て ，性能評価の 問題があ る，最適性 は 保障 され る もの の ，ベ イ ズ

決定理 論だけ で は シ ン グル ユ
ーザ復調 と 比 ぺ て どの く らい よ い の か は い えな い ．そ こ で ，統計力学を使 っ

て 定量的 に 性能評価 をお こ な う．まず は ス ピ ン 系 との 類似性を指摘 し て お こ う．b ＝｛＋ 1
，

− 1｝
κ と し て ，

送信 され る ビ ソ トを Ising　Spinsと 対 応 させ ，σ
2

を 温 度に対応 させ る こ と で ， 次の よ うな ハ ミル トニ ア

ン とボル ツ マ ン 分布 を構成 し て ，統計力学の 技法を使 っ た性能評価を行 うこ と が で きる．

　　　　　　　　　　　　… 嗣 ・ − 1シ
ー

結 騨 　 　 ・28・

　　　　　　　　　　　　・（bl・ ・ ｛・ ・｝） ・ ・xp ［
一歩H （・1幽 ｝）］　 　 　 （29）

N ，K → oo ，　fi　・・　”〜O （1）の 極 限 に お け る，さ ま ざま な y と ｛Sk ｝に 対す る 典型的な性 能評価 を行 うこ と

は ， 2 重平均 の 構造に な っ て い る．そ の た め に ，こ こ で も レ プ リカ 法 を使 っ て 解析す る．

　 レ プ リカ 法 の 手順 は こ れ まで にも説 明 したよ うに，分配関数 Z を導入 して，自然数 n に対 し て ， 配位

平均

臨 ・
一

品 ［exp ｛
一歩シ齢 ・・｝］。，、Sk ｝

（30）

を計算 し て ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　π
［1・ Zly．｛・ ・｝

＝
軌 瀛 π

1・｛Z
”

］y、｛s ・｝　 　 　 　 　 （31）

を求 め る ．

　こ こ で は
， 詳 し い 計算をせ ず，レ プ リカ 法で 評価 された結果 をい くつ か 紹介する こ と に す る．まず，レ

プ リ カ 対称 （RS ；Replica　Symmetric ）自由エ ネル ギ ーに つ い て考え る．レ プ リカ 対称仮定

　　　　　　　　　　lt£ ［b2・・…。，、。、｝
− ma 一融 一1，2，…，・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 κ＝1

　　　　　　　　　　　　　素圭［（b：〉〈・k＞】。，｛。
、｝

一
・
・

一
・ （Va　〉・b）　　　 （32）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

に お い て ，RS 自 由 エ ネル ギーは

11il
［1・殉 ・｛Sk ｝

一 駲 か ・ ・ 御 一・噛 擦 渉、1零｝）
　　　　　　　　　　　　・… 一・9（

≒
の

・1dg蕩
／21

・ 2 − ・h・両 ・ 樋 ）｝・・一・1・・

とな る．こ の 極値問題 を解 く こ と で ，m ，g の 典型的な値 が 決 ま る ．

　ま た
， 性能評価の 問題と し て ビ ッ トエ ラ

ー
率 に つ い て もレ プ リカ 法に よ る評価が 可能で あ る．

エ ラー率は 真の 送信 ビ ッ トと推定 ビ ッ トが 異な る確率 で あ り，

P ・・b・6… 2・一鵡綜 一 erfc （
m ．

面）

（33）

ビ ッ ト

（3・4）
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．01o

，oeOl
ξ

が

が

1trle

β＝　O．02

4206

剛

・

馳

420

to

．Ol

螂

舮

O

IY
’

1（r10

β＝ 1．4

1412伯8

閾諞
20

図 9： ビ ッ トエ ラ
ー率 （Tanaka，2002【2］よ り改変）．横軸は SN 比 （信号 と ノ イ ズ の 比 ）で あ り，こ こ で は

情報 1 ビ ッ ト当た りの 電力 Eo を通信路ノ イズ の 片側電カス ペ ク トル 密度 No で 割っ た もの で ある．こ の

値が大 きい ほ ど良好な状 態 とい え る．

とな る．図 9は 異なる 負荷率 β＝κ 1Nで の ビ ッ トエ ラ
ー

率を表 して い る．性能 は ，　MPM ＞ MAP ＞ SUD （シ

ン グル ユ ーザ復調），と な る，大 きな負荷の ときは
“
ダメ な相

”
が 出現 し て い る．こ れ は 実験的 に 観測 さ

れ る
’‘Waterfalling” 現象 へ の 回答に なっ て い る ．グ ラ フ に 見られ る S 字 の 部分で は ，同

一
の SN 比 に 対

し て 3 つ の 解 が 存在 して い るが ，真 ん 中 の 解 は 不安定で あ り，上 下 の 2 つ の 安定 な解 の ど ち ら か が 正 し

い 解 を与える．こ の うち正 し くない 解は準安定解 と呼 ば れ る．レ プ リカ 解析結果 で は ，S 字の 厂右肩 」 に

相 当す る解 が 準安定解 で ある．準安定解が 正 し くない か ら 重要 で ない か とい う と，そ うで は ない ．図 10

に モ ン テ カ ル ロ 法 に よ る 実験結果 との 比 較 を示す が，実験結果 は 準安定解 で あ る 「右肩 」 に 沿 うよ うな

振舞 い をみ せ て い る．こ の こ とは 実際的 な推 定を行 う際 の 推 定誤 り率 を評価す る場合 に は ，準安定解 が

重要 で ある こ とを示 し て い る．

10

．1

　 O．edPb

　ttr3

筆r4ttrst

α
6

　 0，1 　 　 　 1　　 　　 　　 　　 10

α ＝ β
一1

＝ ハ1ノκ

σ
2

＝ σ3＝ 1／20
　 ＋ ：SUDx

：MPMx

：MAP

図 10： ビ ッ トエ ラ
ー

率 の 実験結果 （宇 田新介氏，田 中利 幸氏 か らの 提供 ）

　 ビ ッ ト推定 に お い て ，こ こ で は レ プ リ カ 対称性 を仮定 し た結果 を示 したが，そ の 妥 当性 は どうだ ろ う

か ，RS 解 は 以下 の 条件 が 成 立 し な い と熱力学的に 不 安定 で あ る こ と が わ か っ て い る，

AT 条件

1 一 β

（σ
2

＋ β（1 − q））
2

　 dxe−・
2
！2

1m　　　　　（1 − tanh2 （V毎E 十 潮〉）
2

＞ 0 （35）

こ れ は σ
2
／σ 02 が 十分小 さい と不 安定化す る ．こ れは次 の こ とを意味す る．

σ
2
は （29）式な どを見 る とわ か る よ うに ，ボ ル ツ マ ン 因 子 に お け る 温 度 に 対応 して い る ．MAP 復調 と
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MPM 復調は

　　　　　　　　　MAP ・ら ＝ ・・gmax ｛P （bly， ｛Sk ｝）｝ ⇔ σ
2
／σ 。

2−一＋ 
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b　　　　　　　　　　　　　　　（zetr ）

−temp ．）

　　　　　　　　
MPM ：b・ ；

叩 ｛轟
P （bl・・

　｛Sk ｝）｝⇔

蘊臨 1
とい っ た対応 が あ り ， 温 度の 違 い とし て 理解可能 で あ る （Rujin（1993 ），

Nishimori （1993），
　Sourlas（1994 ））．

よ っ て ，AT 条 件 に よれ ば MAP 解 は不安定 とい うこ とに な る．また，　 RS 解は σ
2
／σ 02 ＝ 1が成 り 立 つ

とい っ で も安定 で あ る と い う Nishimori条件 と 呼ば れ るもの が 示 され て い る．こ れ らの こ とは σ
2 ＝略

の 場 合 の MPM 解 に 関す る性能評価 は RS 解 で 十分 で あ り，MAP 解 の 詳細 な解析 に は レ プ リカ 対称解 の

破れ を考慮する必要がある こ とを示 して い る．

2 　 コ トを解 き明か す

　 レ プ リカ 法は 2重平均の 数理 構造 をもつ 問題を評価する こ と が で き，情報分野 の 研究に対 して 性能評

価に 利 用 で き る こ と を説明 し た ．しか し，そ の 具体的な計算は 見せ な か っ た．計算を見 せ な か っ た 理 由

は ，ほ と ん ど の 問題 で レ プ リカ 法 の 計算は ，添 え字が た くさん 出 て き た り，　 部 数値計算が 必要 に なる

な ど，煩雑 で 面倒 だ か らで ある．ま た ，レ プ リカ法はそ の 手順にお い て，い くつ か 数 学的に 「怪 しい i
部分 が あ り，そ こ には十分に注意する必要がある．しか し， レ プ リカ法 を知 る ため に は具体的な計算を

や っ て み る 必 要 も あ る だ ろ う．こ こ で は ，例 外 的 に 手 計算 で 扱 うこ との で き る モ デ ル を 取 り 上 げ，レ プ

リカ 法 の 勘所 を 伝 え る ．

2．1　 ラ ン ダム エ ネル ギー模型

2．1．1　 ラ ン ダ ム エ ネ ル ギー模型 の 説明

　レ プ リカ 法 は 分配 関数 Z の モ ーメ ン ト【zn （J ）】を ま ず 自然数 n に 対 し て 計算 し て ，それ か ら実数 の π

に 解析接続 する こ とで 求 め る方法 で あ る，具体的 な例 と して ラ ン ダ ム エ ネル ギー
模型 （REM ：Derrida（哲

学者 Jack　Derrida の 甥 ），1981） に 関 して レ プ リカ 法 の 計算 をみ て い こ う．

　2N 個 の 状態 の r ＝｛＋ 1，− 1｝
N

の 各 々 に 対する エ ネ ル ギー
値 E （r ）を

　　　　　　　　　　　　　　　・… 一翻 ［
一

矧　 　 　 ・36・

か ら独 立 同 分布抽出 で 定 め た シ ス テ ム を 考え る （図 11）．

E （T ）

サンプル 1

E （τ ）

サ ン プル2

7

図 11： ラ ン ダ ム エ ネ ル ギー
ラ ン ドス ケープ．（36）式 の 確率分布 か ら得 られ た REM の ラ ン ドス ケ ープ の

例 （N 二 8）

　 こ の シ ス テ ム は ス ピ ン グ ラ ス ，高分子 の 研 究等 で 用 い られ，情報理論 の ラ ン ダム 符号化 とも密接に関

係 し て い る．状態 S ＝｛＋ 1．− 1｝
N

に対 し て エ ネ ル ギ
ー

関数は

　　　　　　　　H ・・1・ ）一写一 ・   一｛1：翻 　　 （37）
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となる．E ＝｛E （τ ）｝で ある．エ ネル ギ
ー

ラン ドス ケープへの 依存性を明示 した 表現 に する た め，　E （S）
と書か ず，E （T ）と して い る．絶対 温度 丁 ； β

一
五

の ときの 分配 関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　ZWIE ）　一　Z）e
』
βH （SiE ） 　 　 　 　 　 　 （38）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 5

とな り，こ こ か ら 自由エ ネル ギー
（密度） の 平均値

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　　　　　　　　　　f（β）＝−
iGli【

i” z （βIE）］E 　 　 　 　 　 　 （39）

を 評価す る．1… ］E は E に 関 し て 平均 （配位 平均） を とる こ とを意味す る ，

2，L2 　 レプリカ法を用 い な い解法

　REM を例に し た 理 由は ，自由エ ネル ギーが レ プ リカ法を用 い なくて も求まるの で ， レ プ リカ 法の 検

証 に 使 えるか らで ある、そ こ で ，まず 正 解 を レ プ リカ 法を使 わ ず に 求 め て ，そ れ か ら レ プ リ カ 法 を用 い

て 正 解を導 く に は ど の よ うな 工 夫が 必 要 か を示 す （そ れ に よ り レ プ リカ 法 の い か が わ し さもわ か る ）．

　1 自由度当 た りの 状 態 密度

　　　　　　　　　　　　　　　 E ∈ ｛Ne ，
N （e 十 δe ）｝〜 人厂（elE ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

に 対 して ，平均 と分散は

　　　　　　　　　　レV （elE ）｝E − 2N ・ P （E ・ 　 Ne ）（N6 ・）〜 ・ xplN （1・ 2 − e2 ）｝

　　　　　　　　　Var｛人r（εIE）｝　＝　　2
」v

× 1D（A厂e ）（ノVδε）（1 − P （N ε）（N δe ））　　　　　　　　　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　　　　　　　　〜 ・xp 【N （h・2 −　e2 ）｝

とな る．こ れ より N が大 き い ときを考 えると状態密度 の 形 は 図 12 に 示す とお り

　　　　　　　　　　　・
回　く 　Viil

’
li指数的．揺 ら ぎ／平均 は 無視 で きる

　　　　　　　　　　　・
囘　＞ 　vill

’
i ゼ ロ と み な して よ い

’

　　　 iitT22 In　2 　 e

図 12： REM におけ る状態密度 の 形

とな る の で ，実質的 に ラ ン ダ ム 性を考えな くて もよい こ とに な り，ほ とん ど全 て の 実 現値 に 対 して 典型

時 （1 に 漸 近 す る確 率 で ） の 評価 を す る こ と が で き る．

　鞍点法を用 い る と，ほ と ん ど全 て の エ ネル ギーラ ン ドス ケ
ー

プ の 実現値に 対 し て

　　　　　　寿即 ・ 片 訶 が   1孵 ｛
　 　 　 1
一βe ＋ i▽

1「）V （el 」E7）｝

　　　　　　　　　　　　　一 儲 盤 ：：濡　　　 （42）
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　　　β〈 β、

〉β。

一
一 In　2

一
1n2e

　　　　　　　　　　　　　　　　　 図 13： 鞍点法 に よ る評価

とな り，こ れ よ り自由エ ネ ル ギ
ーf（β），エ ネル ギ

ー
u （β），エ ン トロ ピ

ー一・s（β）は 次の よ うに相転移を 起

こ す こ と が 示 さ れ る．

　　　　　　　　　・・β・ 一 ｛：慧 鷺 ；：濫

　　　　　　　　　u … 一 一 ｛  臨 霊 　　　　 圃

　　　　　　　　　s・f・） 一 ・（・・e・・一・f・・））一臣門 二雛

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

In2

0
　　　　 β。＝2 磆

　　 　 図 14： REM の 相転移

2。1．3　 レ プリカ 法 に よる評価

　次に REM の レ プ リカ 法 に よ る 評価 を行 う． レ プ リ カ 法 で は レ プ リカ ト リ ッ ク を用 い て 自由 エ ネル

ギ
ー

を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　∫（β） ＝ −
m ［］1）z 〔β1E）］E

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　悪協 訊 而
111［Z

”

（βIE）】E 　 　 　 　 （44）
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とい うよ うに計算す る．計算 の 方針 は こ れま で に も述 べ た よ うに n ； 1
，
2

，
．．．に 対 して ［zn （β1E）］E を評

価 して ，n を実数 （あるい は 複素数） に 解析接続す る とい うもの で ある．　 REM の 分配関数 （38）式 か ら，

　　　　　［・
”

（SIE ）】E 　＝＝［（Σ e
一
βH （51E

う
η

］ガ Σ ［e
一βΣ：一・

” ‘salE ）

］E 　 〔45）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 5「

且

，s2，＿．sn

に よ っ て ［zn （SIE）］E を計算す る こ とになる が ，（37）式を使 っ て指数 の 肩を書 き換えると

［zn （SIE ）］E − ［（Σ ・

一
βΣ ・

E （τ ’δ（S ・’ ）

）
n

］E 一 Σ ［e
一
βΣ ・ 恥 Σ3−・

δ（S
”

1Tl
］E （46）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 si，s2，…Tsn

とな る．各状態 τ の エ ネル ギーが （36）式 の 確率か ら ラ ン ダム に 発 生 す る こ とよ り，各状 態 丁 に お ける平

均 の 計算は

　　　　　　　［・
一
・・E ・「 … 1−・

61sa・「 1
］。 − ／ue’（’ ））

e
一卑 一

βE ・τ … Σ1− ・
6〔S ・’ ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 ［半（盞・・sa ，
・ ） 　 　 （47・

と な る．よ っ て

【zn（SIE）］E 　＝ 　　Σ　 H
S1，S2，．．．．sn 「

　　Σ
si，S2，、．．β

n

　　Σ
si，s2，．．．，

　　Σ
si，s2．…，sn

呵
… ［

s ．
exp ［
exp ［

学（書・（sal・ ）

撃写（書・（s
・

，・ ）

撃写書書・（s… ）・（・
・

，
・ ）］

撃籌
・・剄

）］

）1
）1

（48）

とな る，δ（sa8b ）は δ（sasa ）＝1 で ，α
，
b に関 し て 対称な の で ，独 立な 変数 の 数は 甼 で あ る ．次の

恒等式 が 成 り立 つ こ とに 注意す る、

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ H δ［δ（sa ，
　sb）− 9・・1・一・i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 qob ＝＝e，1a ＞ b

こ こ で qChは こ の 系の オ ー
ダ
ーパ ラ メ

ータ に な っ て い る ．こ の 式を （48）式 に 代 入 す る と

　　　　　肺 ・・ 一

為   ［半壽
・・駅 噸 ・醐 一 ・

　　　　　　　　　　　
一

満 、

… 「穹 伽 ］・ s 、1．．，s ．　．
fi
．，

6［6（Sa ，

　
Sb・一 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 exp ［八厂S （｛9nb ｝）］

　　　　　　　　　　　
一

渦 1

即 ［・樗齋
・ ・鳳 ｝］

を得る．最後 の 式 に 現 れ た

　　　　　　　　　　　・・｛… ｝・一炉しΣ渦 綱 ・− 1］

（49）

（50）

（51）

（52）
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は あるオ ー
ダ
ーパ ラ メータ ｛qab｝に 対す る レ プ リカ ス ピ ン の 微視的状態数の 対数を シ ス テ ム サ イ ズ ノV で

割 っ た もの に な っ て お り，っ ま り ｛qab｝に よ っ て 特徴付け られ る巨視的状態に 対す る（1 自由度当た りの ）

エ ン トロ ピー
にな っ て い る，

　有 限の N に対 し て，（51）式 で は
n 〔
等
’1）個の 9Ub の 和を とる こ とに な る．さらに各 qab の それぞれに対

して sl
，
S2

，
．．．

，
3y に 関す る 2nN 回の 和 をとらな け れ ばな ら な い ．しか し，熱力学極限 N → OQ で は ，各

項問 の 大きさの 優劣が そ の 指数で は っ きり現れ て くる の で
， 鞍 点法 に よ り（51）式 の 最後の 式 の 指数 の 肩

は そ の 値が もっ とも大き くな る とき の ｛qab｝を代入 した 値

騨 ｛甼Σ ％ ・ ＋ s（｛q
　　　a ，b

｝・｝ （53）

で 代表 し て 構 わ な い ．こ れ に よ り，n ＝1，2，
＿ ，に 対 し て は 【zn （β1E）1を

・即 1… 一

忍
脚 ［跚 ・｛爆 肋 ・ s・｛… ｝］ （54）

で 評価す る こ とが で き る ．

　こ こ ま で で ，（51）式 の 指数 の 肩 を最大 に す る ｛qab｝を 選 べ ば，［zn （βIE）】を 評価 で き る こ とがわ か っ

た．し か し，そ の 評価 を行 うためには ！撃 個 の qab を選 ぶ 離散最 大 化問題 を解 か な くて な ら な い ，こ

れ は ナ イ
ー

ブにや ろ うとす る と骨 の 折れ る 問題 で ある，

　そ こ で ， レ プ リ カ 系 の もつ 特徴を使 っ て 問題 を うま く簡 単化す る 方 法 を考 え る ．まず， レ プ リカ系

si
，
S2

，

… ，sn は 同 じエ ネ ル ギーラ ン ドス ケープ を 共 有 し て い る 同 等 な も の で あ る．こ の こ と か ら （50）
式 の 指数の 肩は添 え字 1，2，．．．，n の 入れ替 え に 関 し て 不変 と な る対称性 を 有す る．よ っ て 目的 の 指数 の

肩 を最 大 に す る 点 も レ プ リカ 変数 に 関 し て 対称性 があ り，任意 の a ＞ bに対 して

9ab＝q （55）

とな る こ と が 期 待 で き る．こ の 仮 定 を レ プ リ カ 対 称 （replica 　sylmnetric ： RS ）仮 定 と呼 び ，そ の 仮定 の 下

で 得 られ る 解 を レ プ リカ 対称 （RS ）解 と い う．　 q は 0 か 1 の ど ち ら か の 値 し か 取 り え な い の で
，　 RS 解 も

それ に応 じ て 2 つ 存在 しか 存在 し得な い ．

　まず RS1 として ，　 q ；0 の とき，つ ま り

　 　 　 　 　 　 　 rl

　 　 　 　 　 一

隔 ・一

（一 ）｝・

（56）

に お け る解を 求 め る ．こ の と き

　Σq。・
一 ・

e
ハ厂5 （｛qab ｝）　　＝　　2

ハJ
× （2N ＿1）× （2

ハ厂一2）・　・（2
！v 一

η ）

　　　　　 cr　 2nN ＝e
酬 ・2

（57）

が得 られ て

・zn ・β1・・  一
一 ト（

矍
＋ 1。 24）］ （58）

とな る．
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次 に RS2 と し て ，　 g ＝1 の とき，つ ま り

　

　

nーー
　

11

　

…
　

−

厂
ガー

　

　

；

　

　

の

　

　

α

　

　

9

　

　

（ （59）

の と き の 解 を求 め る．こ の ときは

　Σ q。 ・
一

・
2

elv5 （｛q・わ｝） ＝　2Nx1 ．．，xl

　 　 　 　 　 　 　 lVln2
　 　 　 　 　

＝
　　e

（60）

が得 られ て

・zn ・β1・ ・・… 　一　・xp 　［N （ギ・ ln・）］ （61）

とな る．

　2 つ の レ プ リカ 対称解が得られた が，それ らの 妥当性 を検討 し なければな らな い ．寿［lnZ（βIE）1は RS1

で は

k・圃 ・恥 一 紬 （
β
2

一 十
4 ）

　　　　　　　　　＿ 星＋ 1。 2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4 （62）

となり，RS2 で は

紳 1珂   一

蝋挈 … ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝　　oc・ （63）

とな る ．

　 よ っ て レ プ リカ法を使わ な い で求め た 解と合 う解は RS1 と い うこ と に な り，　 RS2 で は お か しな結果を

導い て しま っ て い る．RS 解を求 め る際に鞍点法を用 い た．鞍点法に よれば得 られ た解の うち大きい 方 を

選択す る こ とに なるはず なの だが，今，RS2 は正 しい 解 を与 えな い ．（58）と （61）式 の 解 は n ∈ N につ い

て は 妥当性 が数学的 に 保証 され て い る の で あ る が， こ れ を実 tw　n ∈R に 解析接続す る と 主要解の 選択 が

自明 で は な くな るの で あ る．こ の こ とに つ い て は 後 で もう
・
度検討す る こ とに す る．

　n ∈1V に 対 し レ プ リカ 対称性 を課 し て 鞍 点解 を求め る と，自然 に 実数 へ の 解析接続 が 可能 な形 で RS

解が 与 え られ る こ と が わ か っ た ．し か し，（42）式 と比 較す る と，低温 相で RS 解は 正 しい 結果 を導か な

い こ とが 分 か る，こ れ ま で の 研 究 か ら，こ の 問題 を解決 す る た めには レ プ リカ 変数 の 対称性 を破 っ た

RSB （replica 　symmetric 　breaking）解 を構 成す る必要 が ある こ とが 分 か っ て い る．

　具 体的に は 、nxn の qab 行列をす べ て の 要素 が 1 の mxm （m く n ）の ブ ロ ッ ク 行列 を対角成分 に 並 べ
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て ，それ以外はゼ ロ に 分け た 次 の よ うな もの を考え る．

（9ab）＝

1 1

1　 　 　 1

0

0 0

1　 ．．　 1

1　 ．．　 1

0 0

0 （64）

1 1

1　　 　 1

これ を 1 ス テ ッ プ RSB （IRSB ）と よ ぶ．問題 に よ っ て は ，　 qabが O，1 以 外 の 様 々 な値を と る こ ともあ る．

そ うい っ た 場合 は ，mXm 行列 に 対 し て 1RSB の 構造 を入れ子 で 課 し て い く こ とで 2 ス テ ッ プ RSB ，3
ス テ ッ プ RSB の 解を構成 して い く こ とも可能 で あ る ，　 REM で は 1RSB で 十分で あ る ，1RSB で は ，

　Σα・・
− m2x 諾一m ・

幽 ・・ 一 ・
・

・… − 1・・ … x （2N ÷ 1）癌 扁 一
・
…

陥

　　　　　・ 一 ［剰

（65）

とな り，よ っ て

・zn ・・1恥 … ［畷擘 … ）］ （66）

が得 ら れ る．こ こ で ブ ロ ッ ク の 大 きさ m を どの よ うに 決 め る か が 問 題 に な る が ，こ こ で は 少 々 天 下 り的

に 極 値条件 に よ り決 め る こ と に す る．す る と，そ の よ う な m は

2VffE
m ＝
　　　 β

（67）

で あ り，IRSB 解

涛P・ zn（β1・）］・．Si 一 酷 ・ β》疲

　　　　　　　　　＝ βvifii （68）

が 得ら れ る ．こ れ は （42）式が 示す低温相 で の 正 解 と
一
致 し て い る．

　こ こ で もう
・
度 どの よ うな解 を選択す るべ きな の か ，とい う こ とを考え て み よ う，こ れま で に RSI

，

RS2 ，1RSB と三 つ の 解 が得 られた．そ し て，β 〉 βc の 高温側で RS1 の 崙［zn （βIE）］＝ 92＋ ln2，βく β、

の 低 温側 で 1RSB の 刧Z ”
（β｝E ）1＝ βv 励 と い う

“
正解

”

を導 い た ．　 n ∈N に 対す る 高榲相 と低温相 で

の 解 の 振舞 い をまとめ る と図 15 の よ うに な る ．
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e　　 　 　　 　1 a　　 O2

n

（a ）β ＜ β。 （b）β〉 β。

図 15： （a）β〈 ｝〈 2Vfifi＝βc と （b）β＝3 ＞ β。 に対す る RS1 ，　RS2，1RSB の 大小 関係 ．（a），（b）ともに

RS1 と RS2 が n ＝ 1 で 交 差 す る．ま た ，　RS2 と IRSB の 接 点 nlRsB ＝告は （a）で は nlRsB ＞ 1，（b）
で は 0 〈 nlRSB ＜ 1 と な る ．

　図 の 通 りn ∈N に 対 して 正 し い 結果 を 導 く 「値の 大きな鞍点解を選 択す る t とい う選択方法を n ∈R に そ

の ま まあて は め る と、い ずれの 場合 も n → 0で RS2 が選ばれるべ きで ある．しか しなが ら，轟［zn（β）IE】RS2 ＝

1n2 とな り，こ れ は 間 違 っ た 結果 を導い て い る．なぜ なら Z （βIE）は 正 定値 なの で lim． →o［Z
”

（βIE）1＝1

とな る は ず だ か らで あ る．ま た，こ こ で は 詳 し く説明 し な い が ，エ ン トロ ピー
が 負に な っ て し ま うとい

う問題 も生 じ る．つ ま り，n ∈1V で の 鞍点解 の 選択基準 は 自然数以 外 の n に 対 して
．
般に は 通用 し な い

の で あ る．

　それ で は，どの よ うな解 を選択す るぺ きな の か ．結論 か ら述 べ る と，数学的に 正 当性が 保証 され て い

る
一
般的な処方箋 は今 の とこ ろ存在 しな い ．しか しな が ら，こ こ で 説明 し た REM な ど、経験的に選択

基 準 が 確 立 して い る 閊 題 も あ り，これ ま で の 研 究 に お い て は ，負の エ ン トロ ピー
を避 け る な ど物理的 に

よ く合 う解 を試 行 錯 誤 して 選 ぶ こ と で 矛 盾 を解 消 す る 処方箋 が 経験的 に 作 られ て きた．こ の 経験則 をま

とめると以下 の ように なる．

i）n ；1 の す ぐ右側 で 優勢 な RS 解を選択す る．

ii）i）で 選択 した RS 解 に n く 1 の ど こ か で 不 都 合 が 生 じ た 場 合 に は 適 宜 RSB 解を構成す る ．

こ うい っ た 数学的 な い か が わ し さ を あ る 程 度 許 容 しな が ら，物 理 的 に う ま く解釈 して い く こ と が 現 時点

に お い て レ プ リカ法を使 い こ なす には大切 な こ とな の で ある．

2．2　 ラン ダム行列 の 固有値分布

2．2．1　 ラ ン ダ厶 行列 と は

　 レ プ リカ 法を使 う次 の 例題 と して ラ ン ダム 行列 の 固有値分布 を考え る．ラ ン ダ ム 行列 は 乱数 の 要素を

持 つ 行 列 で ，応 用 範 囲 が 広 く 解析数論，組 み 合 わ せ 論 ，原 子 核物 理 学，素粒 子物理学，固体物理 学，生

態学，金融工学な ど，多くの 分野で 使 われ て い る．こ こ で は ラ ン ダ ム 対称 行列 に 関す る固有値の 漸近分

布が レ プ リカ 法 に よ り求ま る こ とを示 す．

　行列 C は

o 〜P （o ） （69）

の よ うに 確 率 P（σ）で 決ま る とす る，λ］，
λ2 ，

，．．
，
λN を C の 固有値と す る と，そ の 分布は

・。 … − s …
− Ap・

　 　 　 　 　 μ
＝1

（70）
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　 となる行 列 の ア ン サ ン ブ ル P （σ）に 対す る固有値 の 漸近 分布は

　　　　　　　　　　　　，・・）粗 【伽 ・・）】。
一
無 誠 【・・圃 σ 　 　 ・71）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ ＝1

　 と定義 され る．1… 】C は C に関す る 平均 で ある．こ れ も 2重平均 の 構造 で あ り， レ プ リ カ 法 に よ る 評価

　 が 有効 で あ る と考 え られ る，た だ し，こ の 評価 で は 孤 立 固有値 は 無視 され て お り，ま た ，有限サイ ズ 依

　 存性が見えな くな っ て い る こ とは 注意 し て お こ う，

　　 こ こ か らの 計算で は Kramers −Kronig の 分散 公 式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　 1

　　　　　　　　　　　　
δ（λ

一λ
・）

＝
蜘 ・ 奔

lm
λ．λ

。
．・

＝

奔
lm

・一・
”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　；1・ ｛
∂

菰
1・ （λ一λ

・）｝　 　 　 ・72・

　 が 鍵 とな る．こ れに よ り，固有 値分布は

　　　　　　　　　・N （・） 一 詑 ・（・
一・p ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ
＝1

　　　　　　　　　　　一 羨・｛
∂

瀛
1n（λ一λ

・）｝一諭 ・ ｛・意・圃 ｝
　　　　　　　　　　　一 詣1・ ｛£ 一 ・・

一・・｝
とな る．対 称行列 を仮定す る と，こ こ で 現れ た 行列式は ガ ウス 積分 の 公式 によ っ て

　　　　　　　　　　d・・…
一

・c ）
一毒 一 … 〉

一“f・xe
一去ゴ ゆ

　　　　　　　　　　　　　　　　　一 ・2・・
一一・fda：e

−t）Xl ’

・exp ［
！a：

TCx2

］
　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ z （λ）c ）

と分配関数の 形 に表現す る こ とが可能で あ り， 固有値漸近分布 は

　　　　　　　　　　　　P・・）一 ≠1・ 候講 ・・… ρ ）］C｝
とな る．

　 こ こ で レ プ リカ 法 を 使 う．今 ま で と 同 じ 手 続 き で 自然数 η に 対 し て

［zn （λlc）］c ；
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　o
　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　n 　　 　 　　 　　 　 　n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ＝：1　　　　 a ＞b　　　　　　 a ＝＝1　　　 a＝1　　　　　　　　　　　 a ＞ b

（73）

（74）

〔75）

1・・
’dx2・・競 会Σ隔 1

叫 圭Σ獨 〔ca ）
TCxa

］

／H 鵬 nN呵 Hd・
・ H δ（i・ ・12　一　NQ ・ ）　n δ（・

・

　・　・
’
　
一
　Nq ・ ）e

−iΣ：一・ ［¢
a12

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （B ）

　　　　　　・ ［・i
£ ：一・（：

”ITCxa
］C 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （76）

一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A ）

を計算す る ，行列 C は 問題に よ り様 々 な要素 を持 っ た もの に な る が ， こ こ で は 次の よ うに ガ ウ ス 型 ア ン

サ ン ブル を と る もの を考え る ．

　　　　　　　P … 　・＝　（iX．）
LN

（N −1）／2e

．p ［
一咢剖 （檎 ）　 （77・
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こ の結果 は よ く知 られた もの に な る が ， それ を レ プ リカ 法 で 確認 し て み よ う．（76）式の （A）と （B ）を そ

れ ぞれ別 々 に 計算す る，

　　（A ）各 Cij に 注目

　　　　　　　　画 畷ピ   ［重鯛 一 ・［盡（書鯛 1
　　　　　　　　　　・卜…

”
・ic　

cn
　
｝
TC

　
i
“

］　c … ［靖 （書砌 1
　　　　　　霧（書鯛 論 ・ （1書・言・ 翻 ｛蠶：羅1鷲；

　　　　　　　　　
・
卜圭・諦 晦

］♂ ・ ・卜Gシ竃・培・明
◎

　 n 　 　 　 　 　 　 　 　れ

1嘉・

嘱
・q ・・（1矧 2 − N

噸
・・… げ ・

・
L ・ ・ …

一垂Σ』 1刎 2

　　　　　　｛i［1％
a

 撃；誌∫嘘；爲烈蹴 ・

ψ ・ゆ ・即 臣 。Q］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　
Q ＝

（
Q，　 　 qab

qbO 　 　 Qn ）P （：1・
・豊）！n

こ こ で ，レ プ リ カ 対称 （RS）仮定 と して ，　Q 。
＝Q，qde ＝q，　Q 、

＝Q ，偏 ＝ 6 とす る と，

　　　　　　　　寿卩・ Z （・IC）］・ 一 舗 寿1・ ［・W ）IC

　　　　　　　　　　　　　　　　一

撫 ｛1（眺 の 一1（Q。− qa）

　　　　　　　　　　　　　　　　　s… 一。…
、ト ち． 、、

・ 一 ｝

｛1毒覧｛∴齋素奪纛 ．。

一 21 一

（78）

（79）

（80）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

樺島　祥介

とな り，ま とめる と，

9　＝　0

　 　 　 　 1
　　　　　　 − 0 ⇒ 92 一λQ ＋ 1 − 0−Q ＋

　　　λ一Q

が 得 ら れ て，（75）式 に よ り固 有値 の 漸 近 分布 は

　　　　 λ±VPti
⇒ 　Q ＝
　 　 　 　 　 　 2 （81）

姻 一 ≠・ 纏講 脚 ρ… ｝
；1・ ｛

1

λ一Q｝一；lm ・Q・」 尹
とな る （図 16），こ の 結果は Wigner 半円 則 と して 知 られ て い る ．

（82）

ρ（λ｝

一2 2
λ

図 16 ： Wigner 分布

　分散 公 式 と レ プ リカ 法 に 基 づ い て ラ ン ダ ム 行列 の 固有値 に 関す る漸近分布 の 評価 を行 っ た，こ の 手法

は ガ ウ ス 型 の ア ン サ ン ブ ル に 限 らず 広 い 行列 ア ン サ ン ブ ル の ク ラス に利 用す る こ とが で きる．しか しな

が ら ，こ こ で 示 し た評価 方法 は 万 能 で は な い ．まず，こ ぼ れ （孤 立 固 有値）が評価 で き な い ．そ れ に 1V

に 対 す る 有限 サ イ ズ ス ケ
ー

リ ン グも不 明 で あ る，さら に 順位 統計，最大 固 有値 の 分 布 な ど も 不 明 で あ る ．

そ れ で もな お ， 漸 近 分布 を評価す る際に は 極 め て 強 力 で 汎 用 性 の 高 い 方法 で あ る．

3　 コ トを手 なず け る

　 こ こ まで ，統計力学 に おけ る ス ピ ン グ ラ ス 理論 で 発 展 し て き た レ プ リ カ 法 を用 い て 情報論や 様 々 な問

題 に つ い て 説 明 で き る こ と を示 し て きた ．

　大 自 由度系 で は ， 次元 に 関 し て 計 算量 が 指数的 に 爆 発 して し ま う．平衡統 計 力学 の 歴 史 は こ の 問題 と

の 戦 い の 歴 史で ある，と言 っ て も過言 で は な い ．そ の た め ，統計力学は大 自由度 系にお ける物理 量を評

価す る様 々 な方法 を発展 させ て きた ．そ の
・
つ で あ る平均場 近似 の 理論 が 最近情報科学 との 境界 で 発展

して い る．こ こ で は それ を紹介 して い く．

3ユ 　グラ フ 表現 と ベ ーテ 近似 （信念伝搬）

3．1．1　 ベ ー
テ近似

多次元 の 確率分布に 関す る平均量 の 計算は

（α 8）〉一Σ o （s）P （s）

　 　 　 　 　 8
（83）

に よ っ て な され る． こ こ で 0 （S ）は 系 が と り 得 る ノV 個 の 要 素を持 つ 状態変数 S に お け る 物 理 量 ，P （S ）

は 状nc　S が 現れ る確率 で あ る．こ の 厳密な値を求め る の に 必要 な計算量 は 般 に 次元数 の 指数 で 増加す
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る ，こ こ で は，正 し い 分布 を 計算 の 容易な別 の 分布 に 近似す る こ とで 問題解決 を図 る こ とに す る，そ の

た め の 方法 が 平均場近似 で あ る．

　平均揚近似に もい ろ い ろな近似 の 仕方 があ る が，べ 一
テ 近似 とい うもの に つ い て 説明 し て い く．簡 単

の ため

0 （S ）＝ S （84）

の 場 合に つ い て 述 べ る こ とにす るが，それ以外 の 場合 へ の 拡張 も可能で ある．（84）式に 対 して，（83）式

の 計算 を す るの も要素 ik　N に 関 し て 指数 関数的 に 計算量 が 増大 し，現実時間 で の 厳密 計算の 実行 は 困難

にな る．

　べ 一
テ 近似 の 着眼点は 分布の グ ラ フ 構造と計算量の 関係を用い る こ とで あ る ．図 17 の よ うなグ ラ フ 表

現 （2 部 グ ラ フ 表 現 ）に つ い て 考 え よ う．

クリ
ー

クノード

ψ1（Sl）ψ2（S2）　 …　 thM（SM ）

　　　　　　　 ■　●　●

　　　　　亀　■　・

SI　 S2　　　 SN

［麺zヨ ψ（St）

図 17： 分布 の 2 部グラ フ 表現

　2 部 グラ フ は 状態 S とな る 確 率 の 計算

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n推1ψP （5 μ）n且1 ψ‘（Sl）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）　　　　　　　　　　　　　　 P （s）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 z

をグラ フ 表現 し た もの で あ る．ψμ（3 ）は グ ラ フ の 構成要素 μ が確率 に 与 え る 影響を表す 関数で あ る ．グ

ラ フ の 構成要素 μ を ク リ
ーク と呼 ぶ ．ま た ，ψ‘（S）は 確 率変数 ノ

ー
ドが確率 に 与 え る影響を 表 す関数 で

あ る ．

　 般 統計 モ デル に つ い て 変数 とク リ
ー

ク の 繋が りを グ ラフ 表現 した 際 に グラ フ に ル
ープ （循 環構造）が

存在 しな けれ ば （図 18），平均 量 を 少 な い 計算 量 で 評価 で き る こ と が わ か っ て い る．ル
ープ の な い グ ラ フ

　　　　　　　　　　　　 ・
ル
ー70 な い グラ7 　 　 　 　 　 　ル

＿
プ

区蜘
図 18： ル

ープ の ない グ ラ フ とル
ー

プ の あ る グ ラ フ

で は 周 辺 化表現

　　　　nムニ1Pp （s μ ）
P （s ）＝

　　　　fir−、
丿ヂ

ー1
（Sl） （

Pp （s μ）
＝Σ5＼s ，、　

P （s ）

Pl（Si）＝Σ⊃s ＼st　
P （s ） ） （86）
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が成立す る ．こ こ で ，S ＼S μ
は S か ら ク リ

ー
ク S

μ
の 要素を除くこ と を意味す る．　 S ＼Siな ども同様 の 表

現 で あ る．また Clは変数 Sl が含まれ る ク リ
ーク の 数で あ る．

　 般 に 近似 を行 うには，元 の 分布 と近似 した 分布 が どれ程近 い か とい う尺 度を導入 す る と便利で あ る ．

そ こ で ， 2 つ の 分布 P （S ）と Q（S ）の 間の 近 さを測 る 量 と し て Kullback−Leibler（以下 ，　 KL ）ダイ バ ージ ェ

ン ス

　　　　　　　　　　　　　　　鵬
・・一

？
・・喋 i・・ 　 　 ・87・

を導 入 す る ．KL ダイ バ ージ ェ ン ス は 常 に 0 以 上 とい う条件 が あ り，分布 間 の 近 さを表す もの で あ る が

KL （e ，
P ）≠KL （P ，

　Q）な ど距離の 公 理を満たさな い の で普通 の 意味 で の 距離で は な い ．　KL ダイ バ ージ ェ

ン ス に

　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　・（s）』 攣

　　　　　　　　　　　　　　　Q（s）一齢 　　　　　　　　
（88）

を代 入 して ，拘束条件

　　　　　　　　　Σ b
。（s 。）

− 1　 Σ bl（St）− 1　 Σ b
。（s 。 ）

一・bl（Sl）

　　　　　　　　　s
，、　　　　　　　 St　　　　　　　 s

，．XSt

の もと で 最小化す る よ うに bl〔St）を決 め る．こ れ は べ ー
テ 自由 エ ネ ル ギ

ー

　　　　　　　　　　　FB
。 、h ，（｛bμ，bl｝）＝・　− lnZ ＋ κ L（｛bp，bl｝lp）≧ − lnZ

（89）

（90）

F … he・囲 一

海聯
悔 、論窟1圃

を最 小 に す る こ と と 同 じで あ る．

実 現 で き る．

・ 書・1 − Ct・写聯 鰡 　　　　・…

こ の 最 小 化は Belief　Prepagat ，ion〔BP ； 信念伝搬）を 使 うこ と で 高速に

3。12 　 Belief　propagation

　KL ダイ バ ージ ェ ン ス お よ び ベ ーテ 自由 エ ネル ギ ー
の 最小化 問題 は ，試験分布に 関す る拘東 条件

　　　　　　　Σ・・
． （s ・ ）一・bl（s・） ⇒ … （St）（Σ… （s ・ ｝

− bt（St））　 　 （92）

　　　　　　　 s
．xsr　　　　　　　　　　　　　　　　　 s

． xs，

　　　　　　　　　　　　　　　 λ
μt（5t）； ラ グ ラ ン ジ ュ 未定乗数

を用 い た 拘束条件付最適 化問題 に帰着す る ，こ の 極値条件を求め る と，周 辺 化分布 は 未 定乗数 を 用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ。 （S 。 ）n、、q 。）（ψ・（S・）・
”“pi （5 ’｝

）
　　　　　　　　　　　 b

μ （5 μ） ＝t一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σθ
，
、ψ・ （θ川 囮 。）（thl（Sl）・

一λ1・t（Sf））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ・（St）H
。∈ MU ）　

e
．λ

・ ・（s’｝／｛° 厂 1）

　　　　　　　　　　　　 bi（St）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（93）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣS

、
、ψ』〔8∂nμ∈《イ（の

e
｝λ

・ 「〔Si｝ノ（Ct
一1）
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と表現 され る．未 定乗数 を用 い て （92）式 を整理す る と

　　　　　　　　　　　e
一λ

μ 〔St＞cr Σ ψμ（S μ） n （吻（Sj）e
− x

”j （s コ）
）

　　　　　　　　　　　　　　　 s
．＼Sl 　 　 ゴ∈‘（μ）〉

〔94）

ψ』（8」）e
一λμ （Sx）ocall （3」） ne 一λ・【（51）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り∈M （り＼μ

（95）

　　　　　　　　　　　　（x・・1（Sl）− q と1 Σ λ
μ （Sl）一λ

μ （Sl）
　　　　　　　　　　　　 y ∈MCt ） ）

が 得 られ る．こ こ か ら最適な乗数を決 め れば よ い ．ル
ープ の ない グ ラ フ で は 要素，グラ フ に 適 当な順序

関係 を定義す る こ とが で き，そ の 順序関係 に 沿 っ て グ ラ フ を 通 り伝搬する こ と で 解く こ と が で き る ．

こ の よ うな方法 を Belief　Propagation（以 下 ，　 BP ）とい う．

　 こ の 種の 非線形 方程式 は 同期的な反 復法 を使 っ て解 くの が 搬 的で あ る．こ こ で は 変数を

m
μ
→t（St）〔xe

一λ
・・t（St）

，　 mt →
μ （St）（x Ψ1（St）e

一λμ （Sl）の よ うに 書 き直 し前向き反 復

　　　　　　　　　　　γ劇 1（Sl）＝α繊 Σ ψμ（s μ） nmS →
μ （Sj）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s
． ＼Sl　 　 」∈‘（μ）Xl

　　　　　　　　　　　　　　mf − 。（Sl）一 ・ 1− 。ψ・（Sl） 】1 鴫 一1（Sl）　 　 　 　 （96）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ∈M （μ）Xt

を用 い て 解 く．BP で は図 19 の よ うに，グラ フ 上 で メ ッ セ ージ の 受 け渡 し を し て 伝搬す る．計算量 は ク

リ
ー

ク サイ ズ に つ い て 指数 的になる が ，計算は グ ラ フ 上 を 通 り伝搬す るだ け で よ い ．

城 。 （s ，）1

図 19： BP に お け る グ ラ フ の 伝播

　試験分布 の 周辺 化表現 は ， （96）で 反復法 によ り得 られ た 解 を （93）式 に代入す る こ とに より

　　　　　　　　　　　　　bl・Sl・ 一
Σ嬲 諾 綜 1羲） 　 　 （97・

とな る ．

　BP は 1 次元鎖の 場合，転送行 列 法の こ とで あ る ．こ こ で そ の こ と を示 し て い くが ，以 下 の 議論 は ル
ー

プ の な い 般 的な グ ラ フ で も同 じ で あ る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 己　　b　　 c　　d
　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 expand 　　　　　　　a 　　b　　⊂　　d

　　　　　　　　　　　　 　　匚 ＝ 〉 …　 《籔 〉 …

　　　　　　　　　 。．．　 ．．．　　　　　　　 k − 1k 　k 十 1

　　　　　　　　　　　　 k 一ユ kk 十 1

図 20 ： ル
ープ な し 2 部 グ ラ フ と

・
次 元鎖の 対応関係
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一
次元鎖 の あ る 要 ee　k に着 目 す る と分布 は

P （S）＝
n北 ψ髭，k＋1（Sk，Sk＋ 1）

となる．こ こ で ，

　　　　　　　　　　Z）s　H ，　iPk
，
k ．，（Sk，Sk＋1）

こ の 結合分布 か ら周 辺化 され た 分布 が

P （Sl）一 Σ P （S ）・r（Σ n 吻・＋1（Sj，
Sj・ ・））（Σ n ψ・計 ・（S・，

・Si＋・））
s ＼s，

8
ゴ＜∫’j＜』

一

　 　 　 命 と一1→k（Sk ）

Si＞ St　i＞ 1
−

　 　 　 lhk
＋ 1→一 （Sk ）

（98）

（99）

と表現 で きる こ とに着 目す る （図 21）．

鰯
　　　　 Hkψ融．な＋ 1〔Sk，

Sk＋ ユ）P （5 ）冨
　　　 Σ5n 南ψ融．産＋ 1（3龍，

Sk
＋ 1｝

　i
凾

・　　○　　・
a

＿ ）1
k − lkk ＋ 1

　 Mk
＋ 1→k（Sk）

P （s ・）一Σ P （s ）　Ct Σ H 翰 ． ・低 3ゴ．・

　 　 　 s 丶5‘　　　　　　 SJ 〈 Sl　j＜軍

Σ HCb・，・， ・（s・，
・Si

．・）
‘＞ Sli＞ t

図 21 ：
一
次元 鎖の 分布 の 周 辺 化

　filk＿1＿，k （Sk），　 thk
＋ 1→k（Sk）を 直接評価す る の に 必 要 な 計算は 添 え 字 k の 位置 に 依存 し，それ ぞれ Sk

の 左 ，右 に 位置す る要素 の 個数 の 指数 に 比例 して 増大す る．と こ ろ が，こ れ らに関 して 漸化式

　　　　　　　　rh κ一κ→ 1（Sk＋i）　一　　Σ：⊃　　II　ψ丿，J＋ 1（SJ，Sj＋ 1 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 S
）〈k ＋ lj く k＋ 1

　　　　　　　　　　　　　　　一 Σψ・，k ＋ ・（S・・Sk．・1）（Σ n 吻。＋・（Sj・，Sj＋1）　　 （100）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Sla　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　S

」く kj く k

　　　　　　　　　　　　　　　一 Σψ騨 （S・，Sk＋ i）ntk−1− k（S・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Sk

が成立す る こ とに 注意 し よ う．こ の 漸化式を利用する と，現時点で の 晦 一1→k（Sh）あるい は Mk ＋ 1＿k（Sκ）

を利用 し，1 ス テ ッ プ当た り 0 （1）の 計算量 で と隣の 要素に 関す る Mk＿1→κ（Sk），甑 ＋ 1→k （Sk）を計算す

る こ と が 可能 に な る．す べ て の 要素 に 関 し て ，こ れ を実行す る の は グラ フ 上 を 樋 り伝 播す る の に 必 要

な高々 0 （／V）の 計算量 で 済む．こ れ で ，　
一
次元鎖分布の 計算量が 0 〔2N ）か ら 0 （N ）に削減で きる こ とが

わ か っ た ．

　ル
ープ が ある と KL の 関係 が 成 り立 た な い ，

　　　　　　　　　　 FB
。th。 （｛bμ ，

bl｝）≠ − 1nZ ＋ KL （｛bl，，
　bt｝lp）≧一・lnZ 　 　 　 　 　 　 （101）

し か し，ベ ーテ 自由 エ ネ ル ギー
の 最小化は

“

近似手法 （べ
一

テ近似）
’t

と して 利用 で き る ．こ の 際 ， 近似解

の 探索ア ル ゴ リズ ム と し て BP も利 用 で きる （こ の 場合に は特に 100py　BP と呼ばれ る こ とが ある）が，

残念な が ら，収 束の 保 証はな い ．
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嘘 ，（Si）1

図 22： Loopy 　BP

3．1．3 　ベ ー
テ 近似 の 応用例 ： 誤 り訂 正 符号

　 ベ ー
テ近似 の 応用例 と し て 誤 り訂 正 符号問題 の 復 号問題 が あ る，誤 り訂 正 符号 とは送信情報 に冗長性

を持 たせ る こ とで ノ イ ズ な どに よ り生 じ る情報の 誤 りを訂正す る た めの 技 術 で あ る ，K ビ ッ トの 2 元

（0，
1）ベ ク トル x ＝ （x1 ，

x2
，

…
，
x κ ）を原情報 と し て ，こ れ を線形 変換で N （＞ K ）ビ ッ トの 2 元 ベ ク ト

ル （符 号語）yO ＝（y？，錫，

…
，yk ）

へ 符号化 す る線形 符号 を 考 え る （図 23），受信 さ れ た 情報 の 復号 を す る

  原惰報　ノイズ　　　受 信信号

／　 1　 ／
働

同口十z・一

  且［τ
『

国
囗躑 

図 23 ： 線形符 号 の （a ）符号化 と （b）復 号

た め の ，0 また は 1 を成分 とす る （N − Kx ／＞）の パ リテ ィ 検査行列 H を定義 す る．　 H が 与 え られ る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　HGT ＝0　（mod 　2）　　　　　　　　　　　　　　　　　 （102）

を満 た す，0 ま た は 1 を成 分 とす る ／＞xK の 生成行 列 （＃ を構成す る こ と が で き る ．線形符号化 は （；
T

を

用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　y
°

＝ ・GTx （m ・d　2）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （103）

に よ り行われ る．受 信 され る 信 号 y は こ れ に N ビ ッ トの ノ イ ズ n が 加 わ っ た

　　　　　　　　　　　　　　　　y − O ＋ n （m ・d2 ）　 　 　 　 　 　 （104）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 yO

となる ．簡単の た め ，ノ イ ズ と し て は 各 ビ ソ トの 値が ．独立 に 確率 0 ＜ p ＜ 112 で 反転す る よ うな もの

を考 え る．こ の よ うな通信路を 2 元 対称 通信路 と い う．復号 は 符号語 y に パ リテ ィ 検査行列 H を 左 か ら

掛 け て シ ン ド ロ
ー

ム z ＝H 写 （mod 　2）を 計算 し，パ リテ ィ 検査方程 式

　　　　　　　　　　　　 x ・ ・ Hy ・ H （σ
Tx

＋ n ）＝ Hn （m ・d　2）　 　 　 　 　 　 〔105）

か らノ イ ズ ベ ク トル n を推定す る こ とに より行 われ る．例 えば具体的 に は

ー
0010101000111

　

1
　

1

110101

ー
　

＝ 
漏

1
　

2
　

3
　

4
　

5
　

6
　

7

几

η

η

η

η

η

π

（106）

一

　 ノイ ズ
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の よ うな方程式 に な る ，原情報 x は ，ノ イ ズ ベ ク トル の 推定値 h が得 られた後，

σ
Tx ＝y −

　ft（m ・d　2） （107）

か ら 求 め ら れ る．誤 り訂 正 符 号 で は パ リテ ィ 検 査方程式 に よ り原 情 報 に 推 定 が 行 え る こ と が わ か っ た．

しか し，パ リテ ィ 検査方程式か らの ノ イ ズ n の 推定は 般 に 計算量的に 困難な問題 で あ る．

　そ こ で ，ノ イ ズ の 推定 の 計算に 工 夫 が必要 となるが ，こ こ で ベ ー
テ 近似 を使 う．ノ イ ズ の 成分 と シ ン

ド ロ
ーム を 2 部 グ ラ フ に お け る 要 素 とク リ

ー
ク とみ なす と

ψ1（n ）　＝　δ（z ユ；711 ＋ n2 ＋ n3 ＋ ns ）

ψ2（n ）　；　δ（22 ；η 2 ＋ n3 ＋ n4 ＋ η6）

ψ3（n ）　＝　δ（z3；nl ＋ n3 ＋ n4 ＋ n7 ）

ψ歪（ni）　＝　pn・（1 − P）
1− n ’

（108）

を構成す る こ とが で きて ，（85）式 に 対応す る分布 が得 られ る．2部 グラ フ で 表現す る こ とが で きた こ と

で
，
BP で 解 く こ と が 可能 とな る ．

　近年，低密度 パ リテ ィ 検査 （LDPC ；low−density　parity−check ）符号 とよば れる符号族 に 関 して は ，数 万

程度 の 長 い ビ ッ ト長 に 対 し て もべ 一
テ 近似 に よ り実際的時 間 で の 復 号 が 可能 で あ る こ とが認識 され て き

た．そ して ，LDPC 符 号 は 世界最 高水準 の 性能が得 られ る こ とが実験 に よ り明 ら か に な っ て い る ．こ こ

で は，代表的な LDPC 符号で あ る ギ ャ ラ ガー
（Gallager）符号 に 対 し て ，ベ ー

テ 近似に よ る復 号ア ル ゴ リ

ズ ム を導出す る．

　ギ ャ ラ ガ ー符号 は 0
，
1 の 要 素か ら な る （1＞

− K ）xK 疎行 列 Cl と （N
− K ）x （N

− K ）の 可 逆な疎行 列

C2 を横 に連接 し，パ リテ ィ 検査行列 が H ＝（CIC2 ）で 与 え れ る （図 24），疎行列 とは 値 が 1 と な る 要 素

数 の 割合が 少な い 行列 と い う意味 で あ る ．

十分畏 い

H ニ

k　一一〇（1）

Ij一 α 1）

十
会
畏
い

図 24 ： ギ ャ ラ ガー
符 号 に お け る パ リテ ィ 検査行 列

　以 下で は ，C1，C2 は それぞれ各列あ た り，ゴ（＝1，2，・・・こ の 要素だ け が 1 と な り，各行 あ た り で は 1

の 個数 が な る べ くラ ン ダム に 構成され た 行列 で あ る と し，ビ ッ ト長 K
，
／V は 十分大 きな状況 を 考 え る．以

上 の よ うに構成されたパ リテ ィ検査行列 H に対 し て は ，
K × K 単位行列 ∫κ と 〔1V− K ）xK 行列 OflO1

・ 縦 ・飆 た GT − （
　　∫κ

町
1
σ 1 ）… て 生 成・・列 ・ 構成・れ … だ ・・逆行 列 ・ ・一 ・ ・…

算 に 対 し て 定義す る．こ の よ うに 生成行列 を構成す る と HGT ＝0 が 成 り立 つ こ とに 注意 ．

　そ れ で は T ギ ャ ラ ガー
符号 に 対 し て，n の 推定 を考 え よ う．こ こ まで は ，（O，1）で 2 値情報 を表現 し て

き た が ，便宜 上 （＋ 1
，

− 1）の 2値で 表すよ うに 変更す る ，同型変換 ｛0，
1

， ＋（mod 　2）｝H ｛＋1，− 1
，
　x ｝を用

い て す べ て の 変数 を （＋1
，

− 1）に よ っ て 表現 しなおす．す る と，（O，
1）表示 で 各要素 nt　＝O

，
1 となる確率

が 独 立 に それぞれ 1 − p，p とい う事前確 率は，（＋ 1，− 1）表示 で は F ＝（112 ）1n［（1 − p）／p］を用 い て

P （n ）＝
・xp ［・ Σ削

（2C・shF ）
N （lo9）
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とな る．ま た，ノ イ ズ n に 対 して シ ン ドロ
ー

ム z は 確 定的 に 与え られ るの で パ リテ ィ 検査 行列 H に 対

す る 条件付 き確率 P （zln ）は （O，
1）表示 で は Hn ＝ z （mod 　2）な らば 1

，
そ れ以 外 で は 0 とな るデル タ 関

数 δ（Hn 　・＝　z ）となる が，（＋ 1，− 1）表示 で は

・團 一 廿・←、 H ザ 廿
’＋

響 …
n ’

μ
；l　　　　　l∈ L（μ） μ

＝1
（llO）

の よ うに表現 で き る ．こ こ で ，μ は パ リテ ィ 検査符号 H の 行番 号を，L（Pt）は H の
μ 番 目 の 行 に 含まれ

る要素 が 1 の 列添字が 作 る集合を そ れ ぞ れ 表す．

　ベ イ ズ の 公 式 を 用 い る と，事後確率 は

　　　　　　P （zln ）P （n ）P （nlx ）＝
　　　　　Σ nP （xin ）P （n ）

（111）

とな る．事後確率 か ら様 々 な 目的関数に つ い て 最適復号戦略が決ま る ．こ こ で は ，真の ノ イ ズ とそ の 推

定値 が ビ ッ ト ご と に
・
致す る 確率 を最大 に す る MPM 復号 を考え る こ と に し よ う．こ の 復 号 で は 事後分

布 に 関す る 各 ノ イ ズ成分 の 平均 値

〈nt ＞一Σ ・・P （nlz ）
　 　 　 n

（112）

を計算 し

苑ε
＝sign （〈nl ＞） （正13）

を推定結果とす る．

　ノ イ ズ の 平均値 （112 ）の 計算は 困難 で あ る の で ，べ 一
テ 近似を用 い て 近似 的に 評価す る ．そ の た め に ，

μ番 目の パ リテ ィ を構成す る要素 の 組を ク リ
ーク に ，t番 目の ノ イズ 成分をそれ ぞれ対応 させ て ，ラ グラ

ン ジ ュ 未定乗 数 を （94），（95）式 に 代 入 す る と，

ψ，（St）e
−）L

・・t（SD　Ct1
十 rnPtnt

e
一λ

μ （Sl）
（x

　 　 21
＋ inldn．1

　 　 2

（114）

（115 ）

を 導 入 す る ．今 回 の グ ラ フ に は ル
ー

プ が 存 在 す る が ，（114），（115）式 を （94），（95）式 に 代 入 す る と，

挽謁 一 z
。 nmn｝＿μ

　 　 　 　 　 　 j∈L 〔μ）Xl

晦 一   傷
P

＋

漏 。

tanh
− i

（・：− t・） （116 ）

が得 られ る ．こ の 反復式 か ら べ 一テ 近似に よ る ノ イ ズ の 推定値

・…一　s・gn（豈・∵ ＋

驫，

−
1
（蜘 ） （117 ）

が 求まる．こ の 結 果か らギ ャ ラガ
ー

符号 は，（100py）BP に よ り，高 々 ，ビ ッ ト長に比例す る程度 の 計算

量 で 復 号で きる．

　べ 一
テ 近似 は ル

ープ の な い グ ラ フ の 性質を利 用 し た 近似 法あ り，BP が 効 率的解法 と し て 利用 で き る．

直感的 に は疎な ラ ン ダム グラ フ で 良い 近 似に なる ，それ に つ い て は こ こ で LDPC 符号に つ い て の 例を示

した．しか し，密なグラ フ に 対 し て も良 い 近似になる こ とが ある．例 えば，CDMA の 復調 （Kabatshima，
2003）に つ い て の 議論 が あ る ，ま た レ プ リ カ 化 に よ る 要 約 伝 搬 （Snrvey　Prop：SP ）と い う方法 が K −SAT

問題 の 効率的解探索法 （Mezard 　et　al，2002）で 世界記録 を 樹 立 した が，こ の 方法 とべ ーテ 近似 との っ な が

り を示す議論 もあ る （Kabashima ，2005 ），
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3．2　 ギ ブス 自由エ ネル ギー
形 式 と適 応 TAP 法

3．2．1　 自由エ ネル ギー
形式

　確 率分布 P （S）に つ い て物理量 0（S）の 期待値 を求 める の に 自由エ ネ ル ギ
ー

が よく使 われ る、自由エ

ネル ギーに は ヘ ル ム ホ ル ツ 自由 エ ネル ギー

・（・）一 一1・ ［Σ・（S）・
e−°IS’

］
　 　 　 　 　 　 s

（118）

と ギブ ス 自由 エ ネ ル ギ
ー

Φ（m ） ＝ ’

唱
n ｛KL （Q ，

P ）Ko（s ）＞Q
＝m ｝

　　　 ＝ max ｛θ
・m ＋ Ψ（θ）｝

　 　 　 　 　 　 θ
（119）

が あ り，求 め た い 量，あ る い は 目的に よ っ て使 い 分 け られ る ．．

　自由エ ネル ギー
の 1 階微分，ま た は 自由エ ネ ル ギ ー最小原理 に よ り，物理 量を

　　　　　 ∂Ψ（θ）
〈0 （S ）〉＝ 一
　 　 　 　 　 　 ∂θ

　　 ＝ argmin ｛Φ（m ）｝
θ→n 　　

m

か ら求 め る こ とが で き る，

　また，2階微分か ら分散 ・共分散 （（情報論 で は）フ ィ ッ シ ャ
ー

情報）行列

… （・・… s ）〉
一

・・i・s）〉・・j・s ）〉《鬻 ，）一 騰 1プ

（120）

（121）

が得 ら れ る．以 上 の よ うに 物 理 学，情報論 に お い て ，自由コ ニネル ギーか ら様 々 な量 を得 る こ とが 期待 で き

る．し か し，自由 エ ネ ル ギー
を使 うか ら とい っ て 計算 量 が 減 る わ け で は な い ．　 ・

般 に は 自由 エ ネル ギ ー

の 評価 で も計算 は 爆 発す る． し か し 近似計算 に お い て は 自由エ ネル ギー
を用 い る メ リ ッ トがあ る ．そ れ

は ， 系統的 な近似法 の 構 成が容易だか らで あ る．先 ほ どは触れ なか っ たが，ベ ーテ 近似で 現れたべ ー
テ

自由エ ネル ギーもギブ ス 自由 エ ネル ギ
ー

の 近似式 と解釈す る こ とが で き る ．

　こ こ で は ，特 に 以 下 の 場合 を考察す る．

恥 砥 ・［葺騫 9響 （122）

0 （S ）＝・　S （123）

相 互 作用 が なけれ ば ギ ブ ス 自由 エ ネル ギ ーは 計算 が 容易 で あ る，しか し な が ら ， 相 互 作用 が あ る 場 合 は

何 らか の 工夫が 必要に な る．そ こ で ，相互作用係数 に 展 開パ ラ メ
ー

タ α を付けて ，α ＝ O の 周 りで テ イ

ラ
ー

展 開 し，α ＝0 を代入 す る と い う，　
一
種 の 高温 展 開 を行 う．

Φ・一 … − TTi

；
・c ｛e・m 　一　］n ［？

・
Z ’〉 ”

aJ ’kS ’Sk ＋ e’「nl
｝ （124）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　　 　 　 2
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t；1Sl ＝：±1

晶Φ（m ・α 一〇） 一 一
Σ 鵡 m 麟

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 置＞ k

券・（脚 一・・ 一 一Σ嘱（ト 頑 （1 −・・ Z）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’＞ k

・（m ；a
。・） 弌 Σ

璃 罪 ＋ rn ・Sl
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こ れ をプ レ フ カ 展 開 とい う．相 互 作用 が J病〜1V（Jo／1＞，　J2／N ）の 正 規分布 に 従 う場合．2 次 の 展 開式 は

Thouless−Anderson−Palmar （TAP ）がべ 一
テ 近似 に 対 し て 与 えた 自由 エ ネ ル ギ

ー
（TAP 自由エ ネル ギー

）

Φ（m ；・
一　O）・・　£ Σ

1 ＋

亭
’3 ‘1・

1 ＋

穿
‘3L

Σゐ幽 隅 rl Σ喉〔1 − m7 ）（1 − mZ ） （125）
　 　 　 　 　 　 t＝1Sl ；± l　　　　　　　　　　　　　　 l＞ k　　　　　　　　　l＞ k

に 致 す る．た だ し，以 下 の 条件 が満た さ れ な い 限 り高次項 の 影響 は 無視で き ず こ の 評 価 式 は 正 し くな

い こ とが 知 られ て い る．

プ レ フ カ 条件 （収 束半径 の 条件）

1 一罷 （・
− m ？）

2
・ ・

　 　 　 1＝1

（126）

3．2．2　 適応 TAP 法

　プ レ フ カ 展 開 に は 問題 も あ る．ま ず，相互 作用 行 列 J は 統計性 は 搬 に は わ か ら な い ．そ れ に，　 般

に 展 開 は 無 限 級数 に な る，こ の 手間 は指数的 に増大 し，高 々 数次の オーダーで 手 計算で は 手 に 負え な く

な る ．な の で ， で きれば ギ プ ス 自由 エ ネル ギ
ー

を非摂動的 に 評価す る 方法 が あ る と よ い ．

　そ こ で 適応 TAP 法 （Opper 　and 　Winther，2001）と い うもの を考え る ．こ の 方法の 着眼点は ガ ウス 分

布を利用す る とい うと こ ろ に ある．ガ ウス 分布は多次元 で も計算が 容易で ある．ま た ，今考え て い る全

結合系 で は 中心 極限定 理 か ら他 の 影響 は ガ ウス 分布 で よ く近似 で き る と期待 され る ．

　適応 TAP 自由 エ ネル ギ ーは イ ジ ン グ ス ピ ン を ガ ウ ス ス ピ ン に 換え て も よ く近似さ れ る とい う仮定 の

下 で ，拡 張 され た 自由 エ ネ ル ギー
に 開す る 1 階微分 の 関係 式

晶・ （叩 ） 一 〈Σ Jt・一 〉諾 ・Gauss （m ・・ ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＞ k

（127）

を 0 か ら 1 ま で 積分す る こ と で ，次 の よ う に 構成 され る，

Φada （m ｝［ tΦGauss （m ；α ＝1）一ΦGauss （mi α ＝0）十 Φ（ml α ；0） （128）

た だ し，ΨGaus 、
の 計算で は イ ジ ン グス ピ ン を表す 重み ［δ（3 − 1）＋ δ（S ＋ 1）1の 代わ りに ガ ウス 重 み

聯 砥 ・｛
一窒・弓 AI ：　5 ．t，　〈51＞α

＝1

を用 い て 分配関数 の 計算を行 う．ガウス ス ピ ン に対 す る自由エ ネ ル ギ
ー

は

・一 ・岡 一
淞 ｛

一

購 ・ ・ m

　　　　　　　　
− ln（1… ・卜轄 畷

一 ・か］）｝
　　　　　　　− ieY ｛書鵠   ・A 一

α 加 ・1・ ・A
一
副 ｝

（129）

（130）

と な り，A を決 め る 条件は

1 二（A 一
α 」）互

1
＋ ml （〈5尸〉α

＝1） （131）

一 31 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

樺島　祥介

で あ る ．よ っ て 適応 TAP 自由エ ネ ル ギー
は

fPGfiuss（α ＝1）

　　　　　　　・一 ・一 ・ 一

爨 ｛
一

苔咢・ 5mT・A − 」・m ・ ；ln・A
− J・｝

　　　　　　　　　　　　　　・ 党1… 一頑 ・
一・。 。 u 、 s・・ 一・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t．一・1

　　　　　　　　　　　　　　＋党Σ
1 ＋

磐  
1 ＋i鱒

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＝lSt ± 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 Φ lsing 〔α ＝o）

となる．極値 条件 よ り適応 TAP 方程式 が導かれ ，オ
ー

ダ
ーパ ラ メ

ー
タが

…   睡幅
一

（・
−

1’。剥
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 オ ン サ ーガ反 眺場項

　　（A − 」）π  1 一
飢 〜

一
オ ン サ ーガ反 眺 場項 を範応 的に 決 め る条 件

（132）

（133）

か ら得 られ る ．

　 こ こ で適応 TAP 法 の 性質に つ い て ，い く つ か 述 べ て お く．適応 TAP 法 を 用 い る際に は 相互 作 用 行 列

J の 統計性 に 関す る情報 は 必 要な い ．こ の 性 質 の た め ，生命情報 な どの データ 解析 へ の 応用 に 大きな期

待 を持 た れ て い る．

　 」 の 統計性 を与え る場合は，例 えば次 の よ うに 既存結果を再現する こ とが で きる．

　　　　　A ・
　一

・≒ 一 ｛難婁溜 詠 一 崙シ） （134）

　た だ ，計算 コ ス トは 0 （N3 ）と な り，効率的な解法を み つ け る こ とは 未解決 の 問題 で あ る．

　 ま た ，次 の ように パ ーセ プ ト ロ ン 型 の 問題 に も応用 可能 で あ り，判別分析への 導 入 も容易 で ある．

　　　　　　　　　・・s ・導 瞬 ・・一 ノー 無 鰤 恥 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　に ね　 でギ　

　　　　　　　　　　　　　一 無
龠

虹虻 　　　 （・35）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a の 事前 分布

　こ の 性質を利用 して ，適応 TAP 法を ソナ ー信号処理 で爆弾 か 石 か を判別す る 問題 （ニ ュ
ーラル ネ ッ ト

の 有名 なベ ン チ マ
ーク 問題 で もあ る）に 応 用する例 もあ る．（Gorman ，　R．P．　and 　S〔｝jnowski，　T ．J．

，
1988 ）．

4　 ま とめ

　 こ れ まで の 10 年間 で モ ノ （物質）の 理論 を コ ト（情報）の 研 究 に 生 か す こ とが 盛 ん に 行 わ れ て きた ．元 々 ，

物理学 と情報論 はエ ン トロ ピー
の 概念 を共有 し て お り，最近 の 研究 で モ ノ と ＝ トの 類似性 を強調 し て き

た と も言 え る ．こ れ か ら は ，モ ノ と コ トの 既 存 理 論 の 相違点 を意識 し，双 方 の 得意 ・不 得意を認 識す る

こ と が 重要 に な る．
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　また，こ れ まで ，統 計力学 で 研 究 され て き た トイ モ デ ル を用 い ，無 限 系 で 対称性 の 高い 場合 の モ ノ の

理論 を第ゼ ロ 近似 とし て コ トの 研 究に応用す る こ とで ，テ リ ト リ を確保 し て きた．こ れ か ら の 玉つ の 方

向性 と し て，有限次 元 で 対称性 の 低 い ，よ り実践的 な 多変量 データ解析 の 理 論 の 研 究 が 挙 げ られ る．ま

た，量子情報 に お け る多体問題 の 検討 な ど，さらに 新 しい 領域で の 研 究も進 む だ ろ うと思われ る ．
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