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概 要

　 前半は ラ ン ダム 行列と非衝突拡散過程に つ い て （第 1節
一 3 節），後半は SLE

と共形場理論に つ い て （第 4 節
一 6 節）解説 す る．数理 物理の 分野 で い ま盛 んに

研究されて い る この 2 つ の トピ ッ クス は，
一

見する と無関係 に思え るが，Bessel

過程 とよばれ る確率過程を通 じて深 く関連 して い る と い う不 思議 ざを伝え たい ．

　 ラン ダム行列 ［14亅とは 成分が乱数で与え られ る行列の こ とである．た だし行列

に 対称性を課す．そ うする とすべ て の 成分が独立 とい う訳に は い かな くな るが ， そ

れ で もなる べ くラ ン ダム に 各成分を 生成させ る こ とに する ．例えば，サイ ズ N の

ラ ン ダム な Hermite 行列 は N2 個 の 独立な実 乱数を用 い て 生成 で きる。　 Hermite
行 列な の で ユ ニ タリー行列 で対 角化 で きて N 個 の 実 固有値が定 まる．行列成分が

ラ ン ダムな の で N 個 の実 固有 値 もラン ダムだが ， それ らは もはや 独立 で は ない ．

N 個の 実固有値 を直線上 の N 粒子の 位置 と見 なそ う．す る と粒子 間に （距離に反

比 例す る）斥力が働 く 1次元 N 粒子系が得られ る ．ラ ン ダム行列理論は 「独立な

乱数か ら強 く相互作用する系を生み出す理論」 で ある ［7、9］．

　 複素平面 の 実軸の 上側を上半平 面 とい う．原点を 出発点 とする 1本の （有限の

長 さの ） 曲線 を上半平面に 描 く．上半 平面か ら ， い ま描い た曲線を取 り除 く．曲線

がループを持つ ときに はその ルー プで 囲まれた領域 も一
緒に取 り除 くこ とに する．

残 りは 当然，上半平面の 「部分」に なる訳だが，その 「部分」を元の 上半平面全体 に

写 す （つ ま り元 に戻 す）共形 変換 （等角写像）が必ず存在す る．こ れを Riemann
の写像定理 と い う．こ の変換の逆を考え よ う．す る と，元々 は何 も無か っ た上半 平

面に 曲線を生み 出す こ とが で き る． こ の 原理 を Brown 運動の 理論 と組み合わせ

たの が ， 2000 年に発表さ れ た Schramm −Loewner 　Evolution （SLE ）である．

フ ラク タル物理 学 ［11］や相転移 ・ 臨界現象の統計物理 学 ［15亅で 重要な役割を果た

す様 々なラ ンダムな連続曲線を SLE で 自在 に生成で きる こ とが ， こ の 10 年の 間

に分 か っ て きた ［5 ，
18］．（2006 年 に Werner は SLE と共形場理論 ［23］の研究で数

学 の ノーベ ル賞 とい われ る フ ィ
ール ズ賞を受賞 した ［17］。）

＊

電了 メー
ル ： katori◎phys ．chu 〔｝ u ．ac ．jp　研究室 HP ：llttp：〃www ，phys ，chuo −u ．ac ．jp／j！katori1
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Part　I ： 非衝突拡散過程とラン ダム行列

1　 非衝突拡散過程

1．1　 Brown 運動と Bessel 過程

　（Ω，f ，　P ）を確率空間とす る
1
．原点を出発点とす る 1次元 Brown 運動 ｛B （t，ω）｝t∈［ot．。）

は次の性質を持つ 確率過程で ある
2
．

1．B （O ，
ω ）＝ ＝ 　O が 確率 1 で 成 り立つ ．

2．任意 の ω ∈ Ω に 対 して ， ω を 固定 した とき B （t，
ω ）は t の 関数 と して 連 続な実数

　値関数で あ る ．（この とき経路が連続で あ る とい う．）

3．任意の 時刻の 列 to ≡ 0 ＜ tl＜ … ＜ tM
，
　M ＝ 1

，
2

，
＿

，
に 対 し ， 増分 ｛B （t」＋ 、）

−

　B （tj）｝、
＿。，1，，，，，M − 、 は独立 で ， 各々の分布は平均 0， 分散 t

」＋ 1
一
ちの正 規分布 （Gauss

　分布）に従 う．

した が っ て

綱 一 毒 卿 ｛
（Y ＝ T

　　2t
）
2

｝… い ， … （1．1）

とお くと （R は実数 全体 の 集合を表す）， Brown 運動 が 各時刻 ち，
1 ≦ 」≦ M で 区間

［α」，b」1に滞在す る確率は

・ （B （ち）∈ ［α丿 ，
わルゴー 1

，
．．．

，
M ）一庖 ・

∠1回 ＃・幅 扁 ）

で 与 えられ る．

　こ の 積分核で あ る p（t − s
， yla；）を ，

　 Brown 運動の 推移確率密度関数 （遷移確率密度

関数） とい う
3
．任意の 時刻 s ≧ 0 に対 して ， その 時刻で の Brown 運動の 値 B （s）が与

え られ る と，『そ れ以前の Brown 運動 B （u ），u ＜ s とそれ 以後の Brown 運動 B （t），
t ＞ s

　
l
Ω は標本空 間，Ω の部分集合 ．4 ⊂ Ω は事象を表すが，F は事象全体の 集合で あ り，σ 加法族 （加

算加法族）をなす．（す なわち ， （i）Ω ∈ f ．（ii）A ∈ f な ら A の 補集合 AC ∈ f ，（iii）A1．A2．．．t
，
∈ 丿「 な

ら unAn ∈ ∫
，
とい う 3 条件 を満たす．）

　
2
確率過程は確率変数の 時間発展である．過去の 軌跡を 「情報 」 と見 る とき，情報の 増 大系 が得 られ

る こ とになる．こ れを表す の が フ ィ ル トレ
ー

シ ョ ン （filtration， 情報系）｛乃 ｝亡≧U で ある．これは，（i）
fs ⊂ 西．⊂ 乳 o ≦ ．g 〈 t．（ii）各 t に対 し て 斜 は σ 加法族を な す，と い う 2 条 件を満 たす もの で ある，

（Ω ，
」
「 ，P ；｛ft ｝亡〉 。）を フ ィ ル タ

ー
付き確率空間 とい う．

3
（1．1）・ 与・ ・ れ ・勵 核・魴 程式 ・拡散方程式・農・（暁 一齢 ・曜 蠏 ・ P （・，…1・”）・一

δ（Y −
．．T ）を満 た すも の （基本解）で ある こ とか ら，熱核 （heat 　kernel ）ともよばれ る．拡 散 h 程 式 の

Green 関数 ，あ る い は プロ パ ゲ
ー

タ
ー

（propagator ， 伝播関数 ） とい っ て もよい 。
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とは 条件付き独立 で ある』 こ とが分か る． こ の 性質を Markov 性 とい う．正 の 値を と

る確 率変数 τ が Markov 時刻 （あ るい は停止 時刻） で あ る とは ，
7 の 値 があ る定tw　u

以下 で あるか どうか は確率過程の 時刻 u まで の 値だけ で決 ま り， そ れ以 降の 時刻で と

る値 に は 影響さ れ な い こ とを い う．例え ば ある領域を定め た とき ， 確率過程 が最初

に その 領域 内に 到達す る時刻は Markov 時刻で あ る．　 Brown 運 動で は ， 上 記の Markov

性 の 説明文 に おい て 時刻 s とあ る とこ ろを任 意の Markov 時刻 τ に 替 え て も構わ ない ．

その 場合で も同様に ， 条件付き独立性が成 り立 つ の で ある． こ の 性質を強 Markov 性

とい う．

　
一 般に．経路が連続で ある確率過程で強 Markov 性を持つ もの を拡散過 程とい う．時

刻 s で 位置 x に あ る状態か ら時刻 t（＞ 0）で位置 y に あ る状態 へ の 推移 を表 す推 移確

率密度 関数を g（s ，
x ；t，

　y）と記す こ とにす る．　 Brown 運動 の よ うに g（5 ，
　Xlt

， y）が時 間の

差 t − s で定 ま る拡散過程 は時 間的に斉次で あ る とい う．同様 に ， g（s ，
Xit

， y）が位置座

標の 差 y − x だ けに 依存 す る ときは空間的に斉次で あ る とい う．

　d を 自然数 とす る ：d ∈ N ≡ ｛1，
2

，

… ｝．d 次元 Brown 運動 一B （t）　＝ （B1（t），
．．．，Bd（‘））

の原点か らの 距離

X （の
（t）判 B （亡）− B 、（オ）

・
＋ B 、（t）

・
＋ 　＋ B 、（t）

・

（12 ）

は （非負値） 1次元 拡散過程 とな る． こ れを d 次元 Bessel 過程 とい う．　 d 次元 Bessel

過程 X ｛d）（t），
d ∈ N の 推移確率密度 関数 p（d）（t，Ylx）は

　 　 d − 2
u ＝

2 　 ⇔ d ＝ 2（u ＋ 1） （1．3）

と して ，

… （鯛 一 誓；1｝・xp （
一慧

”
2

）・v （挈い ・ い 〉 ・・　 ・ ≧ ・

・鞠 ・） −

2v，（齢 ＋1exp （
−91）一 ・ い ≧ ・　 （1 

で 与え られ る． こ こ で ， Iu（z）は変形 Bessel 関数で あ り， ガ ン マ 関数 r （g ）を用い て次

の よ うに 定義され る ：

　 　 　 　 　 se

I
・ （・） 一 Σ

　 　 　 　 　 n ＝

r（・）　一　f。
°°

e
−
…

一’d・ R ・ ・ 〉 ・
，

　　　　　　　　　（9／2）
2” ＋u

。
F （・ ＋ 1）P（〃 ＋ n ＋ 1）

’

（1．5）

（1．6）

こ の よ うに ， 推 移確 率密度 関数 が Bessel関数 で 表 され るの で ， この 確率過程 X （d）
（の

を Bessel過程 とよぶ の で ある ．（1．3）よ り，　d ＝ 1
，
2

，
3

，
4

，
＿ は u ＝

− 1／2，
0

，
1／2，

1、．．．
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とい うよ うに半整数に対応するが ，（1．4）式は v を連続な実パ ラメ タ
ー

と して も意味を

持つ ．そ こ で ， こ の （1．4）を推移確 率密度 関数 とす る確率過程 と して，（1．3）の 関係 式の

下 ， 連続な実数次元 d ≧ 1 に対 して d 次元 Bessel過程を定義する こ とに す る．　 Bessel

過程 は ，そ の次元 に よ り性質が異 な る ．原点に 対 して ， 2 次元以上 （d ≧ 2）では 非再

帰的で あるが ， 2 次元未満 （1 ≦ d く 2）で は再 帰 的 であ る ［3］．

12 　半マ ル チンゲ ー
ル と It6の公式

　任意の 5 ＞ 0 に 対 して B （s）を与えた とき ，
『その 後の Brown 運動は B （u ），

u ＜ s の

値に影響されず， B （t）− B （s）は （条件付き）平均が零で あ る』 とい う性質を持つ ． こ

れ をマ ル チ ン ゲ ール 性 ・い … 一 運動 に 基づ ・確轍 ズ細 燗 な ・・ま・

マ ル チ ン ゲール 性を持つ 確率過程 （以後単 に マ ル チ ン ゲ ール とよぶ）の 例で あ る． 時

間 に比 例 した 変動 を持 つ （つ ま り速 度が定義 で きる ）確 率過程 を有 界変 動過程 とい う．

ドリフ ト運 動の こ とで あ る ．マ ル チ ン ゲ
ー

ル （平均的に は 零 で あ る揺 らぎの 項） と有

界変動 過程 （ドリフ ト項） の 和 で 与 え られ る確 率過程 を半マ ルチ ン ゲ ール とよぶ．

　確率過 程 Z （り の 二 次変分 （quadratic　variatioll ）を 〈Z＞t とお く：

　 　 　 　 　 　 　 n

〈Z ＞・
− P − limΣ（Z （ち＋ ・）

− Z   ）
2

　 　 　 　 　 アL一ナDG
　 　 　 　 　 　 　 J＝0

ただ しこ こ で ，
P − lim は時間 区間 ［0，

　t］の 分 割 0 ≡ to〈 tl〈 ・・＜ tn ≡ t を無 限に細
　 　 　 　 　 　 　 　 n −→DQ

か くして い く極限 にお け る確率収束を意味す る もの とす る
5 ．Z （りが有界変動過程 で あ

る場合 は 〈Z＞f ＝ 0 で ある． また ， 確率過程 Z（t），
Z（t）に対 して

〈呂 2＞t ≡ 1｛〈z ＋ 2＞ド 〈z
− 2＞t｝

と定義 し， さらに dZ（t）dZ（t）＝ d〈Z ，
　Z ＞t とい う記法を用 い るこ とにす る．　 Brown 運動

の 二 次変分は dB （t）dB （t）＝ dt で あ る が，逆に 二 次変分が dt で あ る 連続マ ル チ ン ゲー

ル は Brown 運動に 限る ，
一

般に連続な マ ル チ ン ゲ ール は 二 次変分に よ り
一

意的に定 ま

る． B1 （t）と B2 （t）が互 い に 独立な Brown 運動である とき dBl （t）dB2 （t）＝ 0 とな るの

　
4
マ ル チ ン ゲ

ー
ル とは，元々は勝ち負けが半々 の 賭

．
け で の 「倍賭け」 とい う必勝法の こ と．まず 1 万

円を賭 け，負けた ら 2万 円 ， 以 下 4万 円 ， 8万 円 ， 16 万 円，… と続け る．勝 っ た とき にや め る こ と

に すれば，い つ も 1万 円儲か る．（ただ しこ れ は，無 限 の 賭 け金を持 っ て い ればの 話な の で 要注意 ．）転
じて ，各時刻で の 期待値が有限で あ り，過去の遍歴に は依 らずに

一
定で あるような確率過程をマ ルチ ン

ゲー
ル とよぶ ．

　
5
確率変数の 列 ｛Xn ｝”； 1 と確率変数 X が同

一
の 確率空間 （Ω ，∫，　P ）で定義されて い るもの とする．

η → 　oc の とき ｛Xrt｝が x に確率収束す るとは，任意 の ε ＞ o に対 して limπ r 。 。　P （1Xrl− x1 ＞ ε）＝o
とな る こ とを い う．こ こ で は こ れ を P − lim と記す，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rt−→oc
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で
，
d 次元 Brown 運動 B （t）　＝ （Bl （t），

B2 （t），
＿

，
Bd （t））に対 して dBj （t）dBk（の ＝ δ

ゴ誠

が成 立す る．多次元 の 場合で も d璃   dM 維），
1 ≦ゴ，

　k ≦d が 与え られ る とマ ル チ ン

ゲール M （t）＝ （M1 （t），
M2 （t），

＿
，
Md （切 が

一
意 的に決 まる こ とが知 られ て い る．

　z （t）＝ （z 、（‘），
z2（t），

．．．
，
Zd（t））をマ ル チ ン ゲ ール 部分 が M （t），有界変動部分が

A （t）＝ （A ，（t），
A2 （t），

＿
， ん （t））で あ る d 次元半マ ル チ ン ゲール とす る．　 F を Rd 上 で

定義され た 2 階微分可能な実数値関数 とした とき確率過程 F （Z （t））は ，

・・（z （・）） 一 鐫 （z （・））幽 （の・ 鵜 （・））

　　　　　結 鐚 ・銑（z ω）噸 ）嚥 （・） （1．7）

と展開する こ とがで きる． こ れを It6 の 公式 とい う ［13 ，
3］．

　F （x ）＝ 　Σ垂1 考 として こ の 公式 を （1．2）に適用す る と ， d 次元 Bessel過程 の 確 率

微分方程式が

・X ・の
（
　　　　　　　　　　d − 1
の＝ 燗 ＋

・x … （t）
dt （1．8）

で与え られる こ とが導か れ る．した が っ て ， d ＞ 1 の とき d 次元 Bessel過程は 半マ ル チ ン

ゲールで あ・・ その マ ルチン ゲール部分は B ・・w ・ meet・ 有界蠏 分は≒
1

儻 七）
で ある こ とに なる

6．（1．8）の 形の 確率微分方程式に次の 形の 偏微分方程式を対応させ る ：

　　　 　　 1 ∂
2

∂　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d − 1 ∂

記 （t・
・ ）一

蔘涙
u （切 ＋　　　　　　　　　　　　 2。 バ 岡 ・ （1．9）

こ れ を後 進 Kolmogorov 方 程式 とい う ［13，
3］． （1．4）式 で 与 え られ る d 次 元 Bessel

過程の 推移確率密度関数 p
（d）
（t，ylx）は こ の 偏微分方程式の 基本解 （t ＝ 0 で δ＠

−
y）

とな る解）で あ る ．

1．3　 Karlin −McGregor の 公式

　2 つ の 1次元拡散過 程 X1
，
X2 に お い て ，

　 X1 （T ）＝ X2 （T ）であ る とき， こ の 2 つ の 過

程は時刻 T で 衝突 した とい う． また ， x ＝ Xl（7）＝ X2（7）を衝 突点 とよぶ こ とに す る．

こ れ は ， 時空 平面に お い て 2 本の 経路が衝突 （交差）す る こ とを意 味す る ．N 粒子拡

　
6
（1．4）の 上式で d ＝ 1 〈⇒ u ＝ − 1／2 とす ると （」−1／2（z ）＝ 痢 cosh 　z な の で ）．p（1）（t，〃1の ＝

p（t，Ylx）　＋ p（t，
　yl− x ）を得る （p は熱核 （L1 ））．これは原点に反射壁の ある 1次元反射壁 Brown 運

動の 推移確率密度関数で ある．こ の こ とから X （1）
（t）＝IB（t）1とする．こ れは （1．2）に おい て d ＝ 1 と

して ル
ー

トの 中が 1項だけ と した結果 と合致す る．
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散過程で ， ある 時間区間で 衝突が起 こ らな い もの を非衝突拡散過 程とよぶこ とに す る

［7 ，
　9］。

　非衝突拡散過程を解析す る に は ，推移確 率密度 関数 に対 す る行列式を用い た表示が

有効で あ る ． こ の 行列式表示 は ， 確率論で は Karlin−McGregor の 公式，組 み 合わせ

論 で は Lindstr6m −Gessel −Viennot の 公式 とよ ばれ る． また こ の 公式は ， 量子力学

で 自由 Fermi 粒子 か らな る多体系の 波動関数を表す Slater 行列式の 確率過程版 と見

なす こ と もで き る ［4 ，
7

，
21

、
9］．

定理 1．1 （Karlin−McGregor の 公式）g（s、〔：；t，y）を 1次元拡 散過程 の 推移確 率密度

関数 とす る ．N 個の 始点 毋 ゴ諭
＝ 1

，
2

，
．．．」 〉 と N 個の 終点 防．ゴ＝ 1

，
2．．．．，N がそれ

ぞれ IVI く ：r2 く
…

〈 τN と Yl く Y2 く
…　 〈 ッN を満 た す とす る． こ の と き ，

　 N 本の

経 路が 時間区閤 ［… ］で 非衝突で あ る確轄 度関魏 行列式
、聽 。 ［・鴎 ・t，・… ）］で

与え られ る．

証 明　 行列式の 定義 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ユへl

、轟 ［幅 ・刷 一 Σ ・g・ （・ ）H ・（畔 蜘 ・）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ ∈6N　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

（1．10）

た だ しこ こ で ， 6N は ｛1．2，
．．、

，
1V｝の 置換全体の集合 （対称群 とよ ばれ る群をな す）．

時空 平面上の （s，勾 か ら （t， Y）へ 至 る経路全体か らな る集合を Ω（s ，
Xlt

，
IY）と書 くこ と

にす る． π．i ∈ Ω（5 ，鄲 ち〃σ ω ）， ，i＝ 1
，
　2

，
．．．，

N とす る と ， （1．10）は ， 置換 σ と N 本の

経路の 組（σ ，
π 1 ，

．．．
，
π N ）に 対する母関数とみなせ る．こ の 組 （σ ，

π 、，
．．．

，
πN ）の うち ， 少

な く とも 1回 は経路の 衝突が あ る もの を選 ぶ、そ れに 対 して

　　　　　・ 一 ・up ｛s 〈 u ＜ t ・・ 1 ， 一 ・ ・ の い ずれ か が 時刻 u で鯲 ｝
と し

7
， こ の衝突点を 1丿 ∈ R とす る ． また ， 時刻 7 で 衝突 した経路を πEI ，

re
、

とす る．

（3 本以上 の 経路が 同時に 衝突 した場合は ， その うち添字の 小さい 2 つ を選ぶ こ とにす

る， 図 1 を参照 ．）

　そ して

　　　　　　　 η 、

一
η 1（→ 定ノ）η 1 （び → ）， 　 η 、

一
η 、（→ のη 、＠ → ）

と書 くこ とに す る．図 2 の よ うに ，衝突点 ’
v で経路を入れ替 えた もの を

　　　　　　　π1、 一

η 、 （→ ・属 ＠ → ）， 　 π1、 一
η 、（→ v ）η 1＠ → ）

として ，ゴ≠L’1，　e2に対 して は 丐 ＝ π
丿

とす る． また ， 置換 σ と互換 （Ci，
e2）との 積置

換を σ
’

と書 く．する と

（σ ，
π 、 ，

＿
，
π N ） ⇔ （σ

’

，π 1，
＿

，
πlv） （Ll1 ）

7sLlp
は上 限 （sllprenlllnl ），　iIlfは下 限 （in丘muln ）を表す．
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γCt4）　 ア，rt3） アql ）　 アσ（2＞ Ypt5）
Yrr（k） Y π v） y π 

y
πの

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
Xf
　　　　　

Xk
　　　　　 等　　　　　　

Xk

　
Xl
　　　　　X2　　　　　　　　

×
3　　　　　×4　　　　　　　　

×
5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （a）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （b）

灘瓣鑰欝勤 あ戯 磐 ・・ （・麟 ・・ と ・… 　 （・）経戰 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
7「E2’

πe，
を選ぶ．

は 1 対 1 に 対応す る こ とが分か る ． sgn （σ
’

）＝ − sgn （σ ）なの で ，組 （σ ，
π 1，

＿
，
π N ）の

母 関数 （1．10）に お い て ， （1．11）の 組の 対 は逆符号 で 足 され るの で相殺 され る．以上 の

考察 よ り， 母 関数 （L10 ）にお い て 衝突がある経路か らの 寄与は全て相殺 され る こ とが

示 され た．他方 ， 非衝突の 場合は σ は恒等変換で あ り， sgn （σ）＝ 1 で あるか ら ， 結局

（L10 ）は非衝 突 の 経路の みの 和に な る ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■

1．4　 非衝突 Brown 運動

　RN の 部分集合 W 鳧＝ ｛X ∈ RN ： X ／ く X2 ＜ … ＜ XN ｝を考える ， こ れ は表現論で は

AN − 1 型の Weyl 領域 とよ ばれ て い る もの で あ る．　 W 舟内の 吸収壁 Brown 運動
8
の 推

移確率密度関数，つ ま り時刻 0 で W 食内の 点 x ＝ （x 、 ，
＿

，
XN ）か ら出発 した Brown

運動が w 鳧か ら外 に 出る こ とな く時刻 t で w 舞内の 点 y ＝ （Yl，
．

率密度 関数 は ， 定理 1．1 の Karlin−McGregor の 公 式 よ り

f・・（t，
・yl　c）一

、≦艶N ［P（ち〃梱 ］

．
， YN）へ 到達す る確

（1．12）

　
8
原点に吸収壁を置 い た （（O，DO ）内の ） 1次元吸収壁 Brown 運動の推移確率密度関数は p を熱核

（1．1）として，g。bs（Sl　Xi　t．
　V／）＝p（t

− s
，
　ylx）

一　p（t
− s

，yl − tC），0 〈 s 〈 t
，
x

，Y ≧ 0 で 与え られる こ とが

Brown 運動の 反射原理か ら分 かる ［7］．こ れを （1．4）式で d ； 3e ⇒ u ＝ 1／2 と した も の と比較する

と （ll12（z ）＝Vi7（i「EJ　sinh 　z なの で），p（3＞（t − s ．　，」［x ）＝（y／m ）9abs（5，、．T ；t，　Y）とい う関係が得 られ る．

（U2 ）や （1．14）は，こ れ らの 関係を N 変数 に多変数拡張した もの と見 なす こ とがで きる．
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と表され る， したが っ て ， 時刻 0 で 点 x か ら出発 した Brown 運 動が ， 時刻 tまで の 間

W 食か ら外に 出ない 確率は
，

醸 ・・）一

塩ノ・ （・幽 （1．13）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

で 与え られ る こ とに な る． こ こ で dy ＝ H 吻1 で あ る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2＝1

　T ＞ 0 を固定して ， 有限な時聞区間 （0，
T〕で の 非衝突 Brown 運動を定義する。 こ

の 過程 Z （t）＝ （Z1（t），
Z2（の，

．．．，Zv （’））の 推移確率密度関数 g得（s ，
m ；t

， y ）は ，時刻 T

まで 衝突 しない とい う条件の 下 で ，時刻 s で点 x ∈ W 舞に い た N 個の Brown 運 動が

時亥IJt で点 y ∈ W 舞に到 達す る確率密度 で あ り，

・鐸（Slx ；ちy）一黯 三1芻飼 ・一
鯛 ・≦ ・ ＜ t≦ T

，
一 ・ ・y ∈ W “・・ （1・14）

で 与え られ る．

　次節で 示す よ うに， Schur 関数 とよば れる 多変数対称 関数 ［4 ，
21］を用い て双線形展

開す る こ とに よ り，漸近評価

　　　　　　　　　蝋 切 ・ 器1・・ （義），

が導かれ る ［6，
　8｝． こ こで hN （m ）は差積

んN ＠）一 　 detl
≦」，k：≦N

回
→ o

（婦
一1

）− H （x 厂 x
ゴ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1≦jく k≦N

で あ り， Ci（N ），
C2（N ）は ガ ン マ 関数 （L6 ）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．ll“T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ハ
ア

　　　　　　 01（N ）一 （2・ ）
N ρ Hr（」），　 o ・（N ）− 2N／2rIp

（〃 2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」

＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 丿＝ 1

（1．15）

（1．16）

（1．17）

で 与え られ る ． ま た
，

x − ＠1 ，
瓢 2 ，

．．，
， 廟 に 対 して 1副 一 Σ壕 とす る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ
ニユ

　漸近評価 （1．15）を用 い る と，非衝突 BrQwn 運動 Z （り は ，非衝突条件を課す時間

丁 → oc の極限で ， 推移確率密度関数が

　　　　　　　　　　　　　hN （y）
　　　　　　　　　　　　　　　　fAr（t，

x
， y ）、　 t ＞ 0，　 x 、y ∈ W 食　　　　 （1．18）　　　　　　　 PN （t、ylx）＝

　　　　　　　　　　　　　h．，v （［c）
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で 与え られ る時間 的に 斉次な拡散過程 X （t）＝ （Xl （t），
X2 （t），

．，．
，
XN （‘））に収束す る こ

とが分か る． こ こ で ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N
　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　 ∂

2

　　　　　　　　　　　　　　Σ　　　　　　　　　　　　　　　　翻 ・ （x ）＝ o

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ）
＝1　　　」

で あ る． こ れ を使 う と， PN （t、
　Ylx ）が次の 偏微分方程式を満 たすこ とが導け る ：

現伽 一 鞍 蜘 1の ・

蕊 賜
⊥謝 幗 （・19）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 謁寿

こ れ は （1．9）で d ； 3 と して得 られ る 3 次元 Bessel過程の 後進 Kolmogorov 方程式

を N 変数 に 多 変数 拡張 した形 に な っ て い る ． （1．9）に 対応 して Bessel過程の 確率微

分方程 式が （1．8）で 与え られた． これ と同様に ，（1，19）に対応 して 非衝突 Brown 運動

X （t）＝ （Xl （t），
＿

，
XN （t））の 確率部分方程式は

　　　　　　岬 オ）一 衂 の＋ 詈Σ X 」（り
⊥x 、（t）

dt
，

・≦フ ≦ N 　 （・  1

　　　　　　　　　　　　　　　
’

覇
N

で β ＝ 2 と した もの で与 え られ る こ とが分か る ，パ ラ メター
β を持つ （1，20）をこ こ で

は Dyson 模型の 方程式 とよぶ こ とに する ［7，
　9〕．

1．5　Schur 関数展開と Selberg 積分

　μ1 ≧ μ2 ≧ … ≧ μN ≧ 0
， μゴ ∈ N   三 NU ｛0｝＝ ｛O ，

　1
，
　2

，
＿ ｝の とき ， μ

＝ （μ1 ，
＿

，μN ）
　 　 　 　 　 　 N

を整数 1pa1≡ Σμ」
の 分割 とい う．｛μゴ｝の うち零 で ない もの の 数 を分 割の長 ざ とい い

　 　 　 　 　 　 j＝ 1

e（μ）で 表す こ とにする．すべ ての 1 ≦ ゴ≦ ／＞ で μa ＝ 0 の とき特に （0，0，
．，．

，
0）＝ のと

記す。

　こ の よ うな分割 μ に 対 して ，
N 変数 x 　＝＝（Xl ，

．．．
，
XN ）の 関数

　　　　　　　　　　　　　s
・（・ ）一

『蘇等
］

　　 （・… ）

を定義す る ［4 ，
　21】．分母は Vandermonde の 行列式で あ り，（1。16）式で与え られた差積

と次 の 関係に あ る ：

　　　　　　、≦軈 。 団 一 H （・・厂 … ）一 （− 1）
N （N

− ’）12h
・ （・ ）・　 （・22）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1≦丿く k ≦N
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5
μ（x ）は τ 1、＿ ，

XN の 1μ1次の 同次対称多項 式で あ り，　 Schur 関数 とよばれ る．μ
＝ の

に 対 しては Se （x ）； 1 であ る． 5
μ（x ）は N 変数の 多項 式環 Z ［x ， ，

＿ 諾 刈 の 某 底を な

す．次は行列式に 対す る多変数の ［llaylor展開の 公式で ある．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

補題 1．1 定数 ρ が あ っ て ， 鋼 が 餌
一 〇 の 周 りで ψ＠）＝ Σ c調

申 と展開で きる

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 nニO

とす る． こ の とき x ； （：：1 ，
＿

，　
：コ：　！v

’
）， Y ＝ （Yl ，

．．．
， YN ）に 対 して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 N

、≦無 。 ［ψ（姻 ］＝ ・　hAr（・ ）h・ （岨 （・・j・・J」）
P

Σ ・
・（・ ）・

・（岨 ・
i・」＋N −

」
・ （・・23）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」− 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 μ ：乏（s”）≦N　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴー1

よ っ て ， xl → 0 あ るい は 眇1→ 0 で は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A，　　 　　 　　 　 N

　　、轟 ［ψ（x ゴYk）］− h・ （x ）h・ （岨 （卿
’n ・

・
一・

× ｛1 ・ ・ （1・ 1，・1・1）｝ （1・24）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1

で ある．

証明　 行列の 多重線形性 よ り

　　　礎 。 ［ψ（XjYk ・）］魂 。 ［瞬 嵩岬 ］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ガ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　
− H 幅 ）

’

Σ H ・n
」

、聽 N ［＠玖 周・

　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　 n −（… 、．、『，・・ N ）∈N  
＝／　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j；1

とな る ．n ＝ （nh ．．．
，、
TL．N ）の 添 え 字 に対 して 置換 σ ∈ 6N を施 した もの を σ （n ）＝

（n σ （1），
．．．

，
　”．。 （N ＞）と書 くこ とに す る ．

一
般 に ！（n ）が n の 対称 関 数 で あ る とき （すな

わ ち ， ！（σ （n ））＝ ！（n ），
∀σ ∈ 6N で あ る とき）

　　　Σ ！（・）
1轟 ［（喇

・

］一 素Σ ！（・ ）Σ 1轟 ［（触 ）隔 ・］
　 　 n ∈曜　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ∈F9・　bN　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ∈6A ・

　　　　　　　　　　　　　　　　
一 Σ ノ（n ）Σ 1≦艇。 ［（触 ）

n
… ］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・一く nN 　　　　　rr∈GN　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u≦tll ＜

であ る． ま た

　　　　　　　Σ 1≦軈 N ［＠調
砺 ω ］−

1≦恨N 団 1≦腺 N ［副
　 　 　 　 　 　 　 σ ∈6 ，y
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　 　 　 　 N

である．Hc。
、

は n の 対称関数なの で ， 以上 よ り

　 　 　 ゴ＝ 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　、轟 ［ψ（x ゴYk）］− H （・・y・）
P

Σ H ・
・
、

、轟 。 団 、≦離 。 レ7
−

］・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0≦n1 〈 …
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ；1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＜ nNj ＝1

こ こ で μ」
＝ n

」
− N ＋ j，

1 ≦ ゴ ≦ 1V と して ，　 Schur関数の 定義式 （1．21）を用い る

と （1．23）が 得 られ る． 8〆勾 は Xl
，
＿

，
XN の 【μ1次多項式で あ り，　 Se （x ）＝ 1 なの で

，

［xl → 0 また は y → 0 で の 漸近評価 と して （1．24）が得 られ る．　　　　　　　　 ■

　 さて

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

−
（Xj

−
Yk ）

2
／（2t）

　　　　　　 fN（t， ylx ） ＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 det
　　　　　　　　　　　　　／≦あ陶≦N 　v偏

　　　　　　　　　　　
一 （・が 12e−（IM12＋ IY12’／（2t）

1轟 ［eX ・y ・・ft］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

で ある ．そ こ で ，tl（x ）＝ exft 　＝　2 　x
”

／（n ！tn）と して補題 1．1 の （1．24）を適 用す る と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 xニo

lxl／〜
／Tt→ 0 または ［yl／〜

／Tt→ 0 で

f・ （・， ・1・）一 篇 が 1− ・！（2t… （・ ）・・ （・）・ ｛・＋ ・ （黙 ）｝ （1・25）

とい う評価を得 る， こ こ で ， 01（N ）は （1，17）の 最初の 式 で与 え られ る． した が っ て ，

　　　Ar・ （ち・ ） − k ・ （t， ・1・ ）d〃
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

とな る． こ こ で

一
qlN ）

ん《黄）c2（N ）・ ｛1・ ・ （詈）｝・

c ・（N ）一 ん！
陣

綱 …

であ る．Selberg積分 の変形 の
一

っ ［12］

回
→ o

（1．26）

　　　　　f。．．
　e
− alX121hN

（m ）12tr　＝ 　（27r）
N ！2

（2a）
− N （or（iv

− i）＋i・

磁牆 （127 ）

にお い て α 竺 1／2 ，7　一　1／2 とす る こ とに よ っ て ， こ れ は （1．17）の 後の 式に等 しい こ と

が分か る．以 上 で ， （1．15）の 導出がで きた．　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■
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2　 Hermite 行列値過程 とその 固有値過程

2．1　 一 般化ざれた Bru の定理

　N 　× 　N 　Hermite 行列全体の 集合を H （、〜
「

），1V × 1＞ 実対称行列全体の 集合を 5（N ）と

お く．そ して行列 A の 転置行列を
tA

， 複素共役を A
，

エ ル ミー ト共役を A †≡
tA

と書

くこ とに す る．Bruは H （N ）値過程の
一

例で ある Wishart過程に つ い て 調べ
， その 固有

値過 程が満 たす方程式を導い た． こ の 結果 は，行列値過程の 各要素 ξ」R，（t），
1 ≦ik ≦Ar

が複素数値連続半マ ル チ ンゲール で ある場合に拡張す るこ とが で きる ［6，　7，9］．この節で

は こ の拡張の結果得られ た一般化さ
’
れた Bru の定理 を紹介し，次節で その 応用例を与え

る こ とに す る 9 ．λ（t）＝ （λ，（t），
λ2（t），

．．．
，
λN （‘））を 究 （N ）値過程 E （t）＝ （ζ丿絶））1≦j．k≦N

の 固有値を成分に持つ ベ ク トル とする．ただ し，大小関係 λ1（t）≦λ2（t）≦ … ≦ λN （t）

を満たす もの とす る． こ の とき σ（t）＝ （遅 2維 ））1≦j，k≦N を

・（t）
†・聯 ）− A （t）− d・・g（λ・（t），・・（t），

・
，
・・ （t））

とい うよ うに ， 三（t）を 対角化す る ユ ニ タリ行列の 族 とする ．

P・脚 （卿 一 （σ（t）
†d三¢ ）即 ）），、（び（の

†
卿 ）ひ（t））、初

とお き ， また （し
「
（t）td三（t）U （t））j」 の有界変動部分を dT 」（t）と書 く こ とす る．そ して ，

固有値 （λ1（t），
λ2（t），

．．．
，
λ

，v （t））が初めて 重 な る正 の 時刻を τ とお く；

・ 一 … ｛t … λ・（t）一 ・・（t）とな る ・≦j≠k ≦N が控 す る｝・

定理 2．1 ［
一 般化 ざれ た Bru の 定理 ］ 複素数値過程 ξj，（t），

1 ≦j，
　k ≦N を連続半マ

ル チ ン ゲー ル とす る． こ の とき 三（t）の 固有値 λ（t）は 次の 確率微分方程式を満た す．

dλ」（t）＝ （ゐ 《ノ（の→
一

〔t．Jj（亡）， 　オ∈ （0 コ
T ）、　ゴ ＝ 1

，
2

，
．．

，
！V． （2．1）

た だ し M （t）＝ （M1 （t），
　M2 （t），＿ 酒 名v （t））は d、矯 （t）d”fk（t）＝ F

」
・
j，kk−（t）dt で あ るマ ル

チ ン ゲール で あ り， 」（t）一 （」，（t），
　」，（t）i

＿
， ノ訳り）は

　　　　　　
d・J」（t）一

認v
λ
、（t）
1λk（の

1
｛馬ω ≠A… ）｝

r7jk，k」（t）dt＋ dT
ゴ（t）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 天≠弓

で与 え られ る有界 変動 過程 で あ る． こ こ で 1
｛ω ｝

は 条件 ω の 指示 関数で あ り， 条件 ω

が成 り立つ ときは 1
， それ以外 は 0 の 値を与え る．

　
9証明の ポ イン トは行列値の 連続半マ ルチン ゲールの 積に It6の公式 （1，7）を適用する こ とに ある．，M

と M を成分 が連続半 マ ル チ ン ゲール で ある N × N の 行列 とする．こ の と き d（nf†M ）＝（dM ）
†M ＋

M †
（dM ）＋ （dM ）

†
（dM ）となる．右辺第 3 項が確率解析に 特有の も の で ある ．
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2．2　 応用例

　B舞，（t），　BJ，（t），
1 ≦ ゴ商 ≦ ／＞ を 21＞2 個の独立 な 1次元 Brown 運動 とする． 1 ≦ゴ沸 ≦

N に対 して

翩 一 ｛糞：：：
とお く．

（i）　 GUE 型行列値過程

ゴ＜ k

ゴ＝ k

ゴ＞ k

a ・・（・）一 障∴

・
GUE

（・）一 （翩 ・ ・肩 … （t））、≦、，面
t∈ ［o，

。。）

」＜ k

ゴ＝ k

ゴ＞ k

（2．2）

で 定義 され る H （N ）値過 程を考 える．任 意の 固定 した t∈ ［0，
00 ）に対 して

，
三
GUE

（t）は

冗 （N ）値確率変数 に な るが ， H （1＞）の 体積要素 or（dH ）に 対す る確率密度関数 は

・
・ 一

（昨 溝 ・・ p（
一凝H ・

），
H ・ H （N ）

で 与 えられ る．こ こで，Tr は行列の トレ
ー

スを とるこ とを表す．また，　c1 （N ）＝ 2N／2π
N2f2

で あ る．NxN ユ ニ タ リ行列全体 の集合 を U （N ）とお くと ， 任意 の U ∈ U （N ）に対

して ， 確率 μ
GUE

（H ，
　t）U （dH ）はユ ニ タ リ変換 H → σ†H σ の 下 で 不変で あ る．ラン ダ

ム行列理論で は ，
こ の よ うな不 変性を持つ H （N ）値確率変数 の 統計集団 を Gauss 型

ユ ニ タリ集団 （Gaussian 　unitary 　ensemble
，
　GUE ）とよぶ ［12 ，

14〕． こ の GUE の

固有値分布の 密度 関数 は ， X 、 ＜ X2 ＜ … ＜ XN で あ る X ＝ （X 、，
X2

，

…
，
XN ）に対 して

・
・田

岡 一 琶鵠・xpC 誓）・・ （げ （23 ）

で 与 えられ る ［12，
14］． こ こで hN （m ）は差積で 表され る N × 1＞ の Vandermonde の 行

列式 （122 ）で あ る ． また ， C ，（1＞）は正 規化定数 で あ り， （1．17）の 最初の 式 と同 じもの

で あ る．

　
一 般化 され た Bru の 定理を 三

GUE
（t）に適用する ため に ，　 dξゴ維）dξem （t）の 値を計算

して お くこ とに す る． まず dξゴゴωdξガ ¢ ）＝ 4B枢オ）dβ島（t）＝ dt がす ぐに分か る ． また

j ＜ k の と きに は， 4ξゴ維）＝ d、畷（t）／v優 ＋ 〜
匚 丁4B鬣（t）／＞

E2 ＝ dξκ」（り で ある こ と に

注意す る と ，
dξjh（t）dξゴk（t）− dt／2

− dt／2 − 0
，
　dξゴ塵）dξκゴ（t）− dt／2 ＋ dt／2 ＝ dt と

な る こ とも分か る ．（ゴ， 初 ≠ （e，
　m ）， （m ，

e）の ときに は ， 独立性か ら 4B晃（のdB濫（t）＝

dB鼻（t）dBlm（t）＝ 0 が成 り立つ の で，　 d蘇 （t）dξem （t）； 0 とな る．以上 をまとめる と
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dξ丿k（t）d＆，n （t）＝ δj，，、
6kedt

，
1 ≦ik ，

　e．　rrb ≦ N とな る． こ の結 果 を用 い て 4鵡 （t）dM ，，（t）

を計算する と

P．祠 鱗 一 （ひ（t）
td三（t）  ）、、（醐

†d三（t）乙
・

（軌斥

　　　　　一 Σ 丐 4ξ伽 ・ m 、Σ啄 dξ，，
u

，k

　 　 　 　 　 　 　 乏
’
，m 　　　　　　　　　　P 、q

　　　　　一 Σ丐 砲 幽 。 嚥 dド δμ
　 　 　 　 　 　 　 乏

「
，ηε

となる．こ こ で最後の 等式は ， U （のがユ ニ タリ行列で ある こ と （U （t）
†U （t）− U （t）U （t）

†；

1．y ） か ら導 かれ る 。 したが っ て ，
マ ルチ ン ゲ

ー
ル 部分 は 1V次元 Brown 運動で あ る こ

とが示 され た こ とに な る ． 同様 な計算に よ り r
ゴk，k」（t）

＝ 1
，
1 ≦ j，

　k ≦ N が分か る ．

（U （り
†4E（t）U（t））j’i に は有界変動部分はない こ と （dT．i（t）； O）に 注意する と ，

一般化さ

れた Bru の定理か ら，λ（亡）の 満たすべ き確率微分方程式が

岬 ）一 衂 り・

、忍〜（の
壬菰（の

誑
・

1 ≦ブ≦ N

　 　 　 　 　 　 　 　 議≠フ

（2．4）

で ある こ とが導かれ る． また，7 ＝ Oo で あ るこ とを示 す こ とがで き る．（2．4）は Dyson

模型 の 方程 式 （1．20）の 3 ＝ 2 の 場 合 に な っ て い る．

（ii）　 GOE 型行列 値過程

三
G °E

（・）一 （・網 ）邸 ≦ぺ
・・ ［・，

・・） （2．5）

で 定義され る 5 （1＞）値過程を考 え る．任意の 固定 した t ∈ ［0，　oc ）に 対 して 三
GQE

（t）は，

8 （N ）の 体積 要素 ソ（dS ）に 対す る確率密 度 関数 が

・
一

岡 一

ガ

論
）

  ・（
＿⊥T ，s2
　　2t ），

s ・ 8 （N ）

で あ る よ うな 8（N ）値確 率 変 数 を 与 え る ． こ こ で c2（N ）＝ 2N／2
π

N （N ＋ 1）／4 で あ る ．

N × N 実直交行列全体 の集合を 0 （N ）とお くと ， 任意の V ∈ 0 （N ）に 対 して ，確

率 μ
GOE

（S ，
　t）ソ（dS ）は 直交変換 S −

t
　VSV の 下で不 変で あ る． こ の よ うな 8 （N ）値

確率変数の 統計集団 は Gauss 型直交集団 （Gaussian 　orthogonal 　ensemble
，
　GOE ）

と よ ばれ て い る ． GOE の 固有値分布の 密度 関数 は
，

：r1 く ：：2 〈

x ＝ 箇 ， 物 ，

・・
  跏 ）に対 して ，

・
一

岡 一
ポ

鏘
μ

卿 （
x12

2t）・・ （・ ）

〈 XN で あ る

（2．6）
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で与 え られ る （ただ し C2（N ）は （1．17）の 後 の 式で与 え られて い るもの で ある）［12，
14］．

GUE 型行列 値過程 と同様な計算に よ り， λ（t）の 満たす べ き確率微分方程式は

娜 ）一 衂 の・1認   （の÷・、（の
如 ≦・≦ N

　 　 　 　 　 　 　 　 　 属寿

と定ま る． こ の 場合に も τ ＝ 。。 で あ る こ とを示 す こ とがで きる． これ は Dyson 模型

の 方程式 （1．2e）の β＝ 1 の 場合に 等 しい ，

3　 長距離相互 作用系の 非平衡統計力学

　1．4 節の 結果 と 2．2 節 （i）の 結 果 を見比 べ る と，GUE 型行列 値過 程の 固有値過 程

λ（t）＝ （λ1（亡），
．．．

， λN ）と非衝突 Brown 運動 X （t）＝ （X1 （t），
．．．

，
XN （亡））は ともに ，

β ＝ 2 の 場合の Dyson 模型の 方程式を満たす こ とが分か る． したが っ て次が結論さ

れ る．

定理 3．1 非衝 突 Brown 運動 X （t）＝ （X1 （t），
＿

，
XN （t））と GUE 型行列値過程 の 固有

値過程 λ（の ＝ （λ1（t），
．，．

，
λN （り）は 確率過 程 と して 等価で ある ．

　Dyson は ラン ダム行列の 研究におい て （1．20）の 確率微分方程式を導い た．我々は上

で
，

こ の 確率過程 が
， 非 衝突条件を課 した 1V 粒子 Brown 運動 と して 実現 され る こ と

を証明 した こ とにな る．た だ し，
こ の 等価性は β ＝ 2 の場 合 に限 られ る こ とに注意 し

なければ な らない ． Dyson 模 型 （1．20）は全て の 2 粒 子 間に 強 さが粒子 間距離 に 反比例

して 減衰 す る斥 力 が働 く長 距離相 互作 用系 で ある． こ の よ うな力 を導 くポテ ン シ ャ ル

は log関数 で与 え られ る こ とか ら ，
　 log一ポテ ン シ ャル系 とも よばれ る． さ らに は ， 2

体相互作用の 粒子間距離依存性が冪乗則に 従 う粒子系は （Dyson 模型の場合は反比例

なの で 冪指数が 一1 の冪乗則で ある ），

一
般に Coulomb 気体 とよ ばれ て い る．（1．20）

の βを逆温 度 β ＝ 1／kBT と見 なす と，
1 次元 におい て は T ＝ 1／（2kB）とい う特別 な

温度で は ， この長距離相互作用系の 素性が良 く分か っ た こ とに な る．β≠ 2 の 場合 ， さ

らに は 2 次元 以上の 系へ の 拡張は ， 現在盛ん に研究 され て い る ホ ッ トな話題で ある ．ま

た， N → oo の 極限を と っ て無限粒子系の 非平衡 ダイナミクス を議論す る こ とは，長

距離相互作用 を持つ 系の非平衡熱力学 ・ 非平衡統計力学を構築する 上 で大変興味深い

研究課題で ある ．
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Part　II ： 臨界現象 ・ フ ラ クタル 曲線 と

Schramm − Loewner 　Evolution （SLE ）
10

4　統計力学模型 とラン ダ厶 な曲線の統計集団

4．1　 平面上 の統計力学模型の 連続極限

　複素平 面 C 上 に正 方格子 S を置 く （S ＝ Z × 〜
／＝了Z ，Z ≡ 整数全体の集合）．そ し

て ， S 上の 最近接ウ ォ
ー

クが 描 く経路を考え る．出発点力  ∈ S ， 長さが TL の経 路全 体

は 鵬 ｛・ 一 （・ （・）1
・

，
・ （・））・ω （・）一 … （ゴ）・ S

，
・ （ゴ）

一
・ （j − ・）ト 1・1 ≦ 」≦ ・｝

で与え られ る．ラ ン ダム ウォ
ー

ク （RW ）とは経路 の 重み をすべ て 等 しい と した一様分

布の統計集団 をい う． 旧側 ＝ 4n なの で，各々の 経路 ω ∈ ｝驚 の 重み は 4Ln で ある ．

・ 上に 莇 形 の 開領 跏 ・
一 ｛・ ＋ Ay ・

− 1 ・ ・ 〈 ・
，
・ ・ … ｝を と り ・ そ の 境

界 ∂Do 上に 2 点 0 ＝ 0 （原 点 ）， P ＝ 2＞
〆＝了を指定す る． 1＞ ∈ N を定 め ，

こ れ らを

原点を 中心 に N 倍す る．そ して ， NO ＝ 〔〕か ら NP ＝ 2Nvql へ 至 る RW で ， 領域

NDo に含 まれる もの 全体を ΩN （Do ；0 ，
P ）と書 くこ とに して ， そ の 重 み の 総和を考え

る． こ れ は
， 統計力学で習 っ た分配関数に相当す る量 で あ る ：

Z
・v （D ・；O ，

P ）一 　Σ 　4
−
）ω 1・

　 　 　 　 　 　 　 w ∈Ω
！v （D “

：O ，P ）

（4．1）

た だ し
， 経路 ω の 長 さ を 1Lv　lと記 した ． こ の 量 は N → oo で 次 の よ うに減 衰す る ：

ZN （D 。；0 ，
P ）〜 0（D 。；O ，

p ）N
− 2

→ 0． （ア（N ）〜 9（N ），
N → 。c は f（N ）／9（N ）→

1，1＞ → oO の 意 味 ．）係 数 0 （Do ；O ，
P ）は領 域 D 〔， で の Poisson核 Hp

。（
・

，
P ）の 原点

0 ∈ ∂Do で の 法線微分で与 え られ る．

ルー プ除去ラ ン ダム ウォ
ー ク （loop −erased 　RW ： LERW ）

　ΩN （1）o ；0 ，
P ）の 元 ω ＝ ＠（0），

ω （1），
．．．）は 一般に は ω （の ＝ ω （k），j く k とな る点を

含む ． こ の とき ，経路 ω は 自己交差する， あ る い はル ー プを持 つ とい う，そ の よ うな

場合，次の 操作に よ っ て ω の 部分か らな る経路 1）＝ ＠（0），
の（1），

．．．）を取 り出す こ と

に よ っ て ，ル
ー プを消去する こ とにす る ：to＝ 0

，
0（0）； di（to）一・　O と して ，

　 m ≧ 1 に

対 して

ttTL　一 一 ｛e ＞ ち 、− 1 ：£ （の ＝ 難 m − 1 ＋ 1）｝・ の（m ）一 ・  一の（・一 ・ ＋ 1）

　
10本稿は 2009 年度口本数学会年会 （2009 年 3 月 26 凵一29 口 ， 於 東京大学 駒場キ ャ ン パ ス ）で の 企

画特別講演 「連続関数空間 flの 共形不変な確率測度と Schramm −Loewller　Evolution」 の アブス トラ ク

トをもと に作成した もの で ある．
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とす る． NDo 内の 0 → NP の 自己交 差 の な い 経路全 体 を Ω累D 。；O ，
P）と記 す こ と

に す る． この 集合の 各元 は，
一

般に はル ー プを 持つ 幾つ かの 相異なる RW か ら上の 操

作に よ っ て得 られ る．そ こ で Ω叙Oo ；0 ，
P ）の 各元に

， その 元 を与え るル ー プ除去前 の

RW の 重みの 和 Σ⊃ω

4
− lwlを重 み として 与える こ とにす る． こ の よ うに 定義され た経路

の 統計集団をル
ー プ除去ラ ン ダム ウォ

ー
ク （LERW ）とい う．

　LERW の 連続極限を次の ように考え る．　 LERW の 経路 ω ＝ （ω （0），
．．．

， ω （1ω D）に対

して ，ある指数 v ＞ 0 を導入 して

ω
1・N

（Nイ、⇒− k・ （ゴ），
・≦ 」・ 1・ 1 （4．2）

とす る． ω
1／N は原点 0 を出発 して ， 1ω 1／N1 々 ス テ ッ プ後 に P ＝ 2》＝丁に 到達 す る

D 。 内の （空 闇刻み 1／1Vの ） 自己交差 の ない 経路で あ る ．特定の u の 値に 対 して は ，

N → Oo の極 限 で ， 原点か ら点 P に至 る連続な 曲wa　7 の統計集団が得 られ る こ とが期

待され る．（各曲線が点 P に 到達する 「時刻」 ら ＝

帰鰓
ω 1／N1 ル も確率変数 となる．）：

ッ　（0，ら）→ Do 連続
，　 1imッ（の ＝ 0

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 オ→0
lim　7（t）＝ P

，　 trr∈ （0 ，
00 ）．　 （4．3）

t→も

こ の 曲線 7 の フ ラク タル次元 は dLERW ＝ 1／u で あ る． また orは単純曲線 ，
つ ま り

7（t、）≠ 7（t2），
0 ≦ t、 ＜ t2≦ ち で あ ろ う．　 LERW の 連続極限と して 得られ る連続な曲

線 （4．3）全体を ］CLERvv・（Do ；O ，
P ）と書 くこ とに す る．こ の 空間 1（；LERxv （D 。；O ，P ）の 各

元に 対す る重みを 瓦揚。體p ）
とする と ， その 総和は 0 （Do ；0 ，　P）で あ り

　　　　　　　　　　万嬲 ：。 ）（
・
）一 叩 ・；0 ，

P ）μ捌飴：。 ）（
・）

に よ っ て ， ラン ダム な連続 曲線に対す る確率分布関数 μ語、摺，p ）
が与え られ る ．

自己 回避 ウォ
ー

ク （self −avoiding 　walk ： SAW
「
）

（4．4）

最近接 ウォ
ー ク W の部分集合 と して ，自己交差 しない ウォ

ー
ク全体の集合を考える．

w
，f．・　・＝｛・ ・ 1・・：　：すべ て の ・ ≦ 」・ k ≦ ・ 1・対 して ・ ω ≠ ・ 叫

あ る 定数 2 ＜ eβ 〈 3 が あ っ て
， IP焉，ol　

rv　e，
6n

，
n → Oo で あ る こ とが知 られ て い る

11 ．

（f（n ）or　g（n ），
n → ○。 は 10g！（n ）〜 log　g（n ），

n → ○○ の 意味 ．） そ こ で ， 自己交 差 しな

い ウ ォ
ー ク ω に対 して そ れぞれ e

一β1ω 1の 重 みを 与え た統計集団を考え る こ とにす る．

これ を 自己回避 ウォ
ー ク （SAW ）とい う．（4．1）式に 対応す る SAW の 分配 関数 は

　　　　　　　　　　　鑼
w
（D ・・O ，

P ）一 　Σ 　・

一β1ω l

　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　 w ∈叫 （ヱ〕・；o ，P ）

11e，s の値は SAW 　 connective 　 constant とよばれ る定数で あ るが ，正方格子 S に 対 して も厳密な

値は分かっ て い ない ．数値的には約 2．638 と見積 もられ て い る．
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で あ る ． こ の分配関数に対 して ， あ る指数 bSAW ＞ 0 があ り，

Z餅
w
（D 。IO ，

P ）〜 oSAW （D 。；0 ，
　P ）N

− 2b・AW
，
　 N → ・c （4．5）

と予想 され て い る．（先の LERW の 場合は bLERw ＝ 1 で あ っ た こ とに なる．）SAW の

経路の 連続極限 ッ も単純曲線で あるが
， そ の フ ラ クタ ル 次元 dSAW は LERW の 次元

dLERW とは異 なる で あ ろ う．（4．4）式 と同様 に
，
　 SAW の 連続極 限 に 対 す る分 布 関数 を

お1  ，
。 ）（

・）一 σ
SAW

（D ・；α P ）覦 嶺，
。 ）C）

と書 くこ とにす る．

臨界浸透 模型 （critical 　percolation 　model ）

「
、．一乙減一チ ヘ

ー一モー嘉 一一〆≧・ト ／ 蟶一丶一誠 一．。一一俳 ．高 。、へ ！

μ
1
　　　　 0 一

  ×
　γ

／ ＼ 1 三準
一

六攣
匸

． 、
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プ＼7 てア へ7 丶
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最→
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▽

「1  ／
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図 3； T 上 の浸透模型 と H 上 の 浸透探索過程．値 1 を黒丸 値 0 を白丸で 表 した．

こ こで は ・ 上 に三 角格子を置 く・・ 一 ・xp （・・ vs＝r／・）として ・ T − ｛z・＋ （ゴ・ ・緬 ・ ・

斑 ・｝・ただ し・α 一 ・／・ と して ・・
一 ・A とす る ・ ・ うす る と ・ の 双対格子 で あ

る格子 間隔 α の 蜂の 巣格子 H が ， 原 点 0 と点 NP ＝ 21V＞⊂ 丁
，
　N ∈ N を 含む よ うに

な る．各点 z ∈ T 上 に確率変数 η（z）∈ ｛O，
1｝を Bernoulli 測度 t・

， ，
O ≦ p ≦ 1 で 分布

させ る ：Up （η（z）＝ 1）＝＝
　Pl　Up （η（z ）− 0）＝ 1 − p ．三 角格子 T は繊 維表面 を表 し ， その

内で値 1 を持つ 点は濡れ た 部位を ， 値 0 を持 つ 点 は乾 い た部位 を それぞれ表 す と思、 う

と ， こ れ は 浸透現象を表す模型 と見なせ る．原 点 を含 む連 結浸透領 域 は p ≦ 1／2 の と
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き確 率 1 で 有界 で あるが， p ＞ 1／2 で は非有界 とな る確率が正 とな る ．以下で は，臨

界値 p 。

＝ 1／2 の 場合を考え る．（浸透模型の 臨界値 p 。
は格子 に依存す る， T の 場合は

p，
＝ 1／2 で あ る．）BernQulli測度なの で ， 重み の 総 和 は領域 の サイ ズ N に 依 らず 1 で

あ る． こ の こ とは bp
。，

＝ 0 を意味す る．

　N ∈ N を定め
，
T ∩ NDo ＝ AN と書 くこ とに す る． 図 3 に N ＝ 6 の 場合を示 し

た．以 下 ，
こ の 図 を用 い て説 明 す る， AN の 境界近 くの 格子 点 z ∈ T で ， 点 0 と点

N1 ） を結 ぶ直線 よ り右側の もの 全 体 を ∂A志， 左側 の もの 全 体を ∂AN とす る ． そ して

η（z ）＝ 1
，
∀z ∈ ∂A丸， η（z）＝ o

，
∀z ∈ ∂AN と固定す る （Dobrushin 境界条件）． これ以

外の 領域 AN 内部の 配置は Up に 従 っ て ラ ン ダム に分布 させ る． この よ うに して 与 え ら

れた任意の 配置 η ∈ ｛O，
1｝

T ∩ ND
・ に 対 して ，　 H ∩ NDo 上 の原点 0 を出発点 とす る最

近接 ウォ
ー

ク ω で ，その 経路の進行方向す ぐ左側の 三 角格子点の 値はすべ て 0 であ り

（図 で は 白丸）， す ぐ右側 の 三 角格子点 の 値 はすべ て 1 で あ る （黒丸） もの が ，

一
意的

に定 ま る． こ れ を浸 透探索過程 とよぶ．再び ， 適 当な指数 v ＞ 0 を も っ て （4．2）とお

い て 連続極限 N → oc を とる と ， フ ラ ク タル 次元 dp
。，

＝ 1／v を持つ 連続な 曲線 （4．3）
が得 られる． こ の 曲線 7 は単純 曲線で はない ．浸透探索過程の 連続極限 tyに対する確

率分布関数を μ繊、α p ）（
・）と記す こ とに す る．

臨界 Ising 模型 （critical 　lsing　model ）

　AN ＝ AN 　u ∂A丸　U ∂AN とする．各点 z ∈ AN にス ピン変数 σ（2 ）∈ ｛− 1
，
1｝を与 え

る．z ∈ ∂A寿に対 して は σ（の ＝ ±1 （複号同順）と固定 し （Dobrushin境界条件）， 領

域内部 （AN ＝ AN ∩ （∂A声）
〔

∩ （∂AN ）
c

の ス ピ ン は ラ ン ダム に 配置す る．各 ス ピン配 置

σ ∈ ｛− 1
，
1｝

AN
に対 して ，

エ ネルギー
が

・（・）一 一1 Σ ・（・）・（・
・

）

　 　 　 　 　 z
，
・

’∈iYNIlx− ＝
’1− dS・，

で与 え られ る場合 を考え る．俺 をボル ツマ ン定数 として β＝ 1／（kBT）とす る．パ ラメ

ター
β＞ 0 の Gibbs 測度

π N ，β（σ ）＝

　　　　　 ZN，β

e
一
βE （a ）

z ・
，・・

一 Σ e
’fiE（σ ）

　 　 　 σ ∈｛− 1，1｝
OAN

の 下で の ス ピ ン 配置 を温度 T ≧ 0 で の Ising模型 とい う．こ れは 強磁性体の 模型で あ

る．各ス ピン 配置に対 して ， 浸透模型 の項で述べ た の と同様の探索過程 ω （た だ し今度

は 一1 の ス ピ ン と ＋ 1 の ス ピン との 境界線 と して定義され る界面を表す）が H ∩ NDo

上 に 得 られ る．特 に β の 値を T 上 の Ising模 型 の 臨界値 ，Bc＝ （log　3）／4 ＝ 0．27465 …

に設定 し， 連続極限を とる と ， あ る フ ラ クタル 次元 dl
、i。 g を持つ 連続曲線 （4．3）が得 ら

れ る ． こ れ は 単純曲線で あ る ． こ の 7 の 分布関数を 瑳謙α p ）（
・
）と記す こ とにす る．
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42 　 共形不変性と領域 Markov 性

！が Do ⊂ C 上 で 正則 で あ り， 微分 ノ
’

（の ≠ O
，
∀z ∈ Do の とき

！： Do 　 → 　　f（Do ） （4．6）

を共形変換 とい う．ノ に よ り，境界 ∂D 。 上 の 点 0
，
P は それ ぞれ，∂f（Do ）上 の 点

f（0），！（P）に写 され る とす る． 4．1 節 で述べ た平面格子 Eの 統計力学模型 の連 続 極限

に伴 っ て 得られ る ，連続な 曲＄，R　：， に対する 分布関数

瓦（D 、，、・，P）（
・）− 0（D ・；0 ，

P ）μ（D 。、・，P ）（・）

は ，次の 2 つ の 性質を持つ こ とが 期待 され る，

共形 共変性 （conformal 　covariance ）と共形不変性 （conformal 　invariance）

（4．7）

任意の 共形変換 （4．6）に対 して ，

ノ。 万（Do ，O ，P ）C ）一 ！
’

（0 ）lbr！’

（P ）  〔∫（D の，∫（。）、ノ（。〕）（
・
） （4．8）

で ある ．b は 4．1 節で述べ た よ うに ，格子 上の 模型の 分配関数の 領域サ イズ 1＞ → 。。 に

伴 う漸近挙動で 決まる値で ある．（4．8）式の 形 か ら ， 境界ス ケー リン グ指 数 （boundary
scaling 　exponent ）とよばれ る．（4．8）式は ， 重 みの 総和の 共形共変性 と確率分布関数

の 共形不変性を意 味す る
12

：

α Do ；0 ，
P）　＝ 　1／’

（0）Ibl！’

（P）1わ0 （！（Do）；∫（0 ），∫（P ）），

μ（Do ；α P ）（
・）　＝　μげ（Do 〕：ノ（‘）），∫（P 〕）（

・）・

（4．9）

（4．10）

領域 Markov 性 （domain 　Markov 　property ）

　μ（D 。 ρ ，
p ）

の 下で ， 曲3，i　：， の初期の一 部分 1’（0 ，
t］，

t ∈ （0、t，）を観測 した とする． こ の

条件の 下で の 曲線の 残 りの 部分の 分布は ， D 。 か ら ：，（O．t］を除い た 開領域 で ，　 or（t）を

出発 点 と して 7（t” ）＝ P を終 点とす る 曲線 の 分布 に 等 しい ：

t・cDo；o ，・）（
・

ツ（o ，
　t］）一

μ（咄 瞭 （・）、・）（
・
）・

こ の 性質を領域 Markov 性 とい う。

　曲wa　7 は （4．3）式に 書い た よ うに変数 （時間 と見 なす）t ∈ ［0 ，嗣 の 連続関数で あ る．

共形変換 （4．6）に よっ て ， 時間 は どの よ うに変換 ざれ るべ きか．格子 上 の統 計力学模

　
124 ．1 節 で は格 r一模型 にお け る経 路 に対 して ，（4．2）の 変換 を施 して 連続 極 限を議論 したが ，こ れ は

ノ（z ）− z ／N ，
N ∈ N と い う縮小写像 （もち ろ ん共形変換で あ る ）を行 っ た こ と に あた る ．こ の 場 合

／
’

（の＝ 1／N なの で，lf’（o ）lb＝lft（P ）lb＝N
−b

である．（4．9）を，例えば （4．5）式 と見比 べ てみ よ．
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型の 連続極限を と る際に置い た （42 ）式の ス ケー
リン グ性 に従 うと ， 像曲線 f ・ 7 上の

区Fa・f（・［・・，
・t・］），

・ ・ tl　〈・・2 ・ ち， を郷 ・ の に か か ・時間 はズ齢 ）糠 与

え られ るべ きで あ ろ う．た だ し d は曲wa　tyの フ ラ クタル次元 であ る．他 方 ， 任意の 増

加同相写像 θ i ［O ，
t
，］→ ［0 ，ち］に対 して 7（t）と 7（θ（t））を同

一
視する こ とに よ り，曲線

のパ ラメター付けの 違い を無視する こ と も出来る ．

4 ．3　 制 限性 と局所性

　ラン ダム な曲線の 分布関数 （4．7）は 特別な 場合，共形 共変／不 変性 と領域 Markov 性

に加 え て ，次の よ うな特性を持つ こ とが予 想さ れ る．

制限性 （restriction 　property ）

　正 方形領域 Do の 部分で 単連結な領域 D 、 ⊂ D 。 を考え る ．た だ し
，
0

，
P ∈ ∂Dl と

する．4．1 節 と同様 に して， こ の 部分領域で LERW を考 え ，その 連続極限の分布関数

万房黔 p ）
を定義 す る．領域 を小 さ くすれ ば ， その 内部で の 0 → P なる RW も減 る．

したが っ て ， RW に対 して ル ー プ除去 して LERW を得る 際に ，
　 LERW の 経路に 対 し

て付加され る重 み も減少する． よ っ て
一

般 に Radon −Nikodym 微分 に対 して

　　　　　　　　　　講 li・ 11D ・ ・ D ・ iD ・ ≠D ・

で ある はず で あ る． しか し ， SAW の連 続極 限の 分布関数に おい て は

面 讃』，。 ）

嬬 訪，P ）

＝ 1｛7（0， ち）⊂ D1｝，　D1 ⊂ Do （4．11）

が成立 す る ．た だ し， 1｛ω ｝は 事象 ω の 指示関数で ある ．（4，11）を制限性 とい う．

　浸透模型の確率変数 η は Bernoulli分布に 従 っ て い るの で ，浸透探索過程の 振 る舞

い は ， その 経路の 左右の 最近接三 角格子点上の η 配置 の み で 決ま る． こ の た め ， 連続

極限で得 られる 連続関数の 確率分布関数 μ
pe 「 に は，局 所性 とよばれ る次の 特性がある

はずで あ る．（他方 ， 万
lsing に は局 所性は 期待 で きな い ．）

局所性 （locality　property ）

　単連 結 な部 分領域 1）、 ⊂ Do で 0
，
P ∈ ∂Dl で あ る もの を考 え る． こ の とき ，

μ臥 。，P ）（or（o，
　t］）一

覗 、。，P ）（7（0 ，司）1｛7 （0≠）⊂ D ・｝，
∀古∈ （0，の ・ （4．12）

　制 限性 （4．11）は曲線 全体 7（0， ら）の 性質 で あ るが ， 局 所性 （4．12）は任意の 初期部分

or（O ，
t］，t ∈ （0，の に 対 して 成 り立つ べ き性 質で あ り ， よ り強い 独立性で あ る ．
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5　 Schramm − Loewner 　Evolution （SLE ）

5．1　 Riemann の 写像定理

　D
，
Dt が ともに C 上の 単連結領域 で あ り （た だ し D ，D

’

≠ C ） Iz ，
ω ∈ ∂D

，
2t，ω

’

∈

∂D ’

とする 。Riemann の 写 像定理 よ り，

　　　　　　　　共形変換　！：D → D
’

、　f（g）＝ 〆、 f（w ）；　IVt

とな る 1 パ ラ メ タ
ー族が存在する こ とが結論 され る． さ らに lf’（w ）ト 1 とい う条件

を課 す と， 共形変換 は 一
意的 に 定 まる．

　上 半平 面 を H ＝ ｛z ∈ C ： Imz ＞ 0｝と記 す． 以 Lよ り， 共形不変な確率分布関数

μ（H 、o ，。 。 ）が与 え られれ ば ， 任意の 単連 結領域 D ⊂ C
，
D ≠C

，
2

，
ぞ〃 ∈ ∂D に 対す る確 率

分布関数 μ（D ；。 ，w ）が得 られ る こ とに なる ．また ，　 H ＼D が有界である 単連結領域 D ⊂ H
に 対 して w ＝ f（w ）＝ ○○ とす る と ， 条件 lf’（w ）1＝ 1 よ り ω

’
→ oO で f（w ’

）〜 ω
’

とな

る． こ の よ うな状況で は ，共形共変性は次式で表され る ：

！・ π（P ，。，DC ）（
・）− 1ノ’

（・）lb万（∫（P ）、∫〔。 岡 （う，　 ・ ∈ ∂D ． （5．1）

52 　 Loewner 方程式

　7 ： （0，00 ）→ H を lim　7（の ＝ Uo ∈ R か ら lim　7
’
（t）＝ oO に 至 る あ る 1 つ の 単純 曲

　 　 　 　 　 　 　 　 　 tづ ロ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 teoo

線 とする ．上半平面 H か ら時刻 t まで の 曲線 （こ れ を 7（0 ，
tl と書 く）を除い た領域

を IHI　Vf（0，　t亅と記 す こ とに す る．各 t ∈ （0 ，
。Q ）に対 して HX 　ty（O ，

t］→ H な る共形変

換 ！で lim　f’

（z）＝ 1 とな る もの は 唯
一

定 まる ， こ れを 仇 と書 くこ とに す る． こ れ は
　 　 　 げ

　う　

a （り＞ 0 と して

　　　　　　　　　　9洞 詔 ＋
塑

＋ 0 （［。1
−・

），
。 → 。。

と展開される． α（t）は 7（O ，
t］の 上半平面容量 （half−plane 　capacity ）で あ る ．　 gt（z ）は

（chordal ）Loewner 方程式 とよばれ る次の 微分方程式満たす。

　　　　　　　　　　　磊・ （・）一濃絡 ・・（z ）・一　z ・ 　 　 （・・2）

た だ しこ こ で ， α ＝ gめ （t））∈ R で あ り， t → U ， は 連続で ある ．

　逆に ，任意の 連続関数 Ut と 1回微分 可能な 関数 a （り に 対 して ，　 Loewner 方 程式

（5．2）の解 と して，共形変換の 時間発 展 9t ： H ，
→ H

，
t ∈ （0，

0c ）が得 られ る ． ただ し，

定義域 Ht ∈ H は単調減少す る．　H ， の pi・neer 　p ・i・1t を 〃
・’° n − U ∂Hs で定義す る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 O（S く t

こ の とき，7（0）∈ IRで あ る曲線 γ （0，0Q ）→ 面 で H £
bn

＝ RU 恢0周 とな る もの が あ

る と き． 「9t は曲線 1’で生成ざれた」 とい うこ とに す る ．
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5 ．3　 SLE κ

　こ こ で は ， 曲線 7 の パ ラ メ ター付 けに よ る 違 い は 無視 して ， a（り＝ at
，
a ＞ 0 とす

る．U ， を適 当な確 率過程 として ，
　 Loewner 方程式 （5．2）の 解 9t を生成する曲線 7 の

統計集 団を考 え ，
こ れ の 分布関数 として 乃H ；o，。。）

を構成 したい ．共形共変／共形不変性

と局 所 Markov 性 の要 請か ら ，
　 U， は時間的に斉次な連続確率過程 で，独立増分を持つ

もの で なければな らない こ とに なる ．曲線 7 の パ ラ メ ター付け の 任意性は ，U ， の 時間

変更 の 任意性を意味する．そ こ で ， U， を 1．1節 で解説 した 1次元 Brown 運動 B （t）と

して も一般性を失わ な い ． こ うして 得 られ た
，

1パ ラ メ ター を持つ 確率的な Loewner

方程式

d　　 　　 　　 α

読
姻 ＝

9，（。）． Ut79
・（z）＝ z

，
ただ し u ・　

一 　B （‘） （5．3）

を ， 提案者 Schramm の 名前 を冠 して Schramm −Loewner 　evolution とよぶ ［16］
13

．

S，h，＿ の記 法に従 い
，

パ ラメター を 。 ∈ （・，
。。）として 。 − 2 とお き，　SLE 。

と略記
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K

する ．SLE 。 の 解 9tを生成す る曲線を SLE 。 曲線 7 とよび，そ の分布関数を SLE
． 分布

関数 Zi7H；o，。。 ）
と記す こ と にす る．　SLE

。 曲線は
｝鵐7（t）一・　B （0）＝ 0 か ら 睡現 7（t）＝ 。。

に 至 る連 続な 曲線 で あ る ．

定理 5．1 （Lawler −Schramm −Werner ［10】）
14

ラ ン ダム な連 続 曲線 の 分 布 関数 で 共

形共変性 と領域 Markov 性 を持 つ もの はすべ て ， 1パ ラ メター族 で あ る SLE 。 分 布関

数 ，
κ ∈ （0 ，

00 ）で与 え られ る．

　（5．3）式で 鳳 の ＝ ・・
　9t（／）

− Ut　・ ・　9t（z）
− B （t）と置き ， さ らに 変数 z ∈ H を正 の 実数

x に 置 き直す と

dん綱 一 燗 ＋ 論 礁 ん・（x）− x ＞ ・ （5．4）

を得る ． これ を （1．8）と見 比べ る と

　 　 d − 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4　　　 　　　　　　 4
α ＝ 　　 　 ＜＝ ＝ ＞ d ＝ 2α 十 1 ⇔ d ＝ ＝ 一十 1 ⇔ κ ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 κ 　　　　　　 　　 d − 1　 　 　 2
（5．5）

　
13
残念 な こ とに ， Oded 　Schramm は昨年 2008 年 9 月 1 目に登山中の 事故で 46 歳の若 さ で 亡 くな

りま した，

　
142006 年の国際数学者会議 （ICM 　2006）で，こ の 3人の うち唯一 40 才以下である Wendelin “Werner

に フ ィ
ールズ賞が与え られた ［17］，カナダ人数学者 John　Charles　Fieldsに よ っ て提唱され設立された

こ の 賞は 「数学の ノ
ーベ ル賞」 とも称され るが，受賞者は 「40 才以 ド」 とい う制限がある点がノーベ

ル 賞と は 異なる ，すで に 約 50 名の 受賞者がい るが ，
1998 年に Andrew 　Wiles （Fermat の 最終定理 の

証明）が 45 才で 特別表彰され た以外は t こ の 年齢制限が厳密 に守 られて きた．なお ICM 　2006 で は，
確率微分方程式の 創始者である伊藤清に第 1回 Gauss 賞が贈 られ た，
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図 4： （a）実軸 に接 す るこ との ない単 純曲線 0 く κ ≦ 4 の ときの SLE 曲線の 様子．（b）自分 自

身や実軸 に接す るが十 文字に交 わ るこ とはな い 曲線．曲線が伸 びて い くと，曲線で 囲まれた領

域 （斜線部分） は上半平 面 H を覆 い つ くして い くが ，曲線 自身 で H が埋 めつ くされ る こ とは

ない ．4 ＜ κ ＜ 8 の ときの SLE 曲線の 様子．（c）上半平面 H を埋 め つ くしてい く曲線．κ ≧ 8
の ときの SLE 曲線の 様子 ．

なの で ， ht（x）は確率過程 と して は ．T ＞ 0 を 出発点 とす る （2a．＋ 1）； （4／κ ＋ 1）次元

Bessel 過程 と同
一

視す る こ とが で きる ．　 Bessel過程の 初期値依存性 （Bessel　flow）に

対す る知識よ り
15
，SLE

． 曲線は κ の 値に よ っ て， 3つ の 相 （phase ）を持つ こ とを示 す

こ とが で き る （図 4 参照）．（5．5）の 関係 式 よ り， d ＝ 2 ⇔ κ ； 4
，
　d − 3／2 ← ⇒ κ ＝ 8

とい う対応が得 られ るの で あ る．

定理 5．2 （Lawler−Schramm −Werner ［10］）（a）0 ＜ κ ≦ 4 の とき SLE ． 曲＄，1　Orは単

純曲線で あ る． また ， 実軸 に 接す る こ とはない ： ・

t（0 ，
00 ）⊂ H ． （b）κ ＞ 4 の ときは 守

は 自己交差 す る． また ， 7（0 ，
cc ）∩ R ≠ので あ る． （c）κ ≧ 8 の とき ：／ は H を埋 めつ

くす ：頽0，00 ）＝ H ．

さ らに 次が証明されて い る ．

定理 5．3 （Beffara ［1］）κ ≦ 8 の とき SLE
、 曲線 7（O ，

　oo ）の フ ラ クタル 次元 （Hausdorff

次元 ）は 次式で 与え られ る
16

・姻 一 ・＋ 營・

　
1
  ＞ 0 か ら出発 した d 次元 Bessel過程が初め て 原点に到達する時刻を Tx と記す，こ の とき次が成

り立つ ．〔i）d ≧ 2 の とき P （Tx ＝oo ）＝ L ∀．T ＞ o．　（ii）1 ≦ d 〈 2 の とき P （Tx ＜ OQ ）＝ 1，　v／
−
c ＞ o．

（iii）3／2 ＜ d 〈 2 の とき，　 o ＜ x ＜ y に対 し て P （Tx ＝ T ，J ）＞ o． （iv）1 ≦ d ≦ 3／2 の とき，　 o 〈 x く y
な らば P （Tx ＜ Ty）＝ 1．

　
16一般に d 次元実空間 Rd 中の 集合 V に対 し て ，ε ＞ 0 と して ， 各々 の サイ ズが ε 未満の 加算個の

集A σ、 ，
U 、 ，

＿ で被覆す る ：diain（σ，、）≡ sup ｛lx− yl　l・x ，・・y ∈ Olr、｝＜ E
，
　Tl ≧ 1．　V ⊂ ∪σ。 ．α ＞ o とし

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 rt≧1
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5．4　 局所性と制限性

H 内の 原点 を含 む非有界 な単連結領域の集合

D − ｛D ・ H ・ 韃 細 ＼腑 界 ，
・ ・ D ｝

を考 える．D ∈ の に 対 して ，
　 D → H の 共形変換で次の条件を満たすもの を ΦD と書

くこ とに する （一 意的に 定ま る）： ΦD （z ）＝ z ＋ o （1），
x → oO ．　SLErc曲線 7 に 対 して

・…
＝ … ｛t ・・ ∩ 叩 ≠の｝

とす る．t 〈 TD の 間 は ，
　 orは部 分領域 D 内に 制 限 されて い る こ とに な る ． こ の 間の

SLE 曲線 At

（0 ，
TD ）の ΦD に よる 像 ΦD （or（0，アD ））は 面 ； HUR 内の 曲線 とな る ．7 の

確率分布関数の 共形不変性よ り， 曲線 ΦD （7（0，τD ））で生成 され る g芸（x）も Loewner方

程式 （5．3）に従 うはずで ある ． しか し ， 変換 ΦD に よ り曲線の パ ラメ ター付 けに 変更

が生 じる ．It6の 公式 を用い て計算す る と ，　 g芸  は ， 次の確率微分方程式を満た す Ut

の下 で の （5．3）式の 解で あ る こ と が導かれ る ：

　　　 Φ2t（の
　　　　　　 dt十 dB （亡）．dU，

＝ わ
　　　 Φ1（の （5，6）

た だ し こ こ で ，

　 　 　 3a − 1　 6 一
κ

b（κ）＝

　 　 　 　 2　　　　 2κ
（5．7）

κ ＝＝6 の ときに 限 り b＝ 0 とな る ．この ときは ， 任意の D ∈ D に対 して 9t（z）も gオ（x）

も t ＜ TD で は ともに
，
　Ut ＝ B （t） （1次元 Brown 運動）で駆動 される SLE

， （5．3）式を

満た す．っ ま り， 局所性が成 り立つ こ とに な る ．

定理 5．4SLE
。 分布関数 万祉o，。。）

は κ ＝ 6 の とき に 限 り局 所性 を持つ ．

　κ ≠6 の ときは （5．6）に は ド リフ ト項が あるの で ， U， は マ ル チン ゲ ール で は で は な

い ． しか し Girsanov の 定理 とい う確率論の 定理 ［13 ，
3］を用 い る と ， 次の よ うに して

局所マ ルチ ン ゲール Mt を得 る こ とが出来る
17
．複素関数 ！に対 して ，

　 Schwarz 微分

て ， H £ （V ）＝infΣ（diam （Un））
α

とする． こ こ で infは ， こ の よ うな 全ての ε 被覆全体の ド限を とる

　 　 　 　 　 　 n ）1

もの とす る．H α

（V ）＝ lim瑠 （V ）を Hausdorff α 測度 とい う．集合 V の Hausdorff 次元は次式で
　 　 　 　 　 　 　 　 　 EづO

定義される ：dimH （V ）； 　inf｛α ：H α

（V ）＝ 0｝＝sup ｛α 二 H α

（V ）＝ DO ｝．

　
17
」→ 00 で 7j → OO とな るよ うな マ ル コ フ時刻の 単調増加列 rl ＜ T2 ＜

… が存在 して，各 ゴに対

して Z （t〈 η）がマ ル チ ン ゲール である とき （ただ し α 〈 b ＝ min ｛α ，　b｝），Z （亡）は局所マ ル チ ン ゲール

である とい う．
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を ・！←）一 需 1uei
’

，

’

i．2e，
2

・書 ・・ とに す ・ ・

c ＝

　 　 　 　 α

2b（3
− 4α）　　（3κ

一 8）（6 一 κ）
＝

2κ
（5．8）

と して

・・一
脚 ｛一・億 Φ継 ｝・1（Ut）・ （5．9）

とす る． こ れ は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ1’（α ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M ，dB （t）　　　 　　　　 　　　　 　　 d払 ＝ − b
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ2（の
を満たす の で ， 局所 マ ル チ ン ゲー ルで ある．少 し考 察を加 える こ とによ り

18
，

こ の こ と
　 　 　 　 2
か ら κ ；

一
≦ 4，D ∈ D に対 して

　 　 　 　 α

瓢畿 （？
・
）＝ i loc＝ 1｛

厂
γ（0，0G ）・ D ｝即 ｛

一
・f。

°°

豊・蜘 伽｝ （5．10）

とい う表式が 得 られ る． （5．8）か ら分か る よ うに ， κ ≦ 4 で は κ ＝ 8／3 の とき に 限 り

c ＝ 0 とな る． こ の とき （5．10）は 1｛1
’
（e，

Oo ）⊂ D ｝となる．（4．11）式 と見比べ よ，

定理 ・・5S 凪 分布関数 嘱 ． ． ，
は ・ − 1の ・きに 限 ・制灘 を持つ ・

6　 共形場理 論 との 対応 関係

　μ？Bl；o，P ）
の共形不変性 と π瀞訪．p 〕

の 共形共変性が証明され れば ， 前者は pa？HO ，。 。 p 後

者は 搾鵲、。。）
の 共形 変換 H → 1）o と して 決定 され る．前者に 対 して は Smirnov の 証

明がある ［19，
22］．こ れ とは別に ，戸捌榔p ）

＝ 7TIH；冂、。。）［16，
10］と Jlttll（），p ）

； 万溢；o．。。）［20］
が証明 され て い る．（こ こ で の ＝ は共形変換 に よ っ て 変換 で きる とい う意 味．）定理 5．3

と （5、7）式を用い る と， 以 下 が得 られ る
19
．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 5　 　　 　　 　　　 　　 　 4　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 11　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7

　 dLERW ＝ d（2）＝

互
・ d・AW ＝ d（8／3）＝ ＝

　91　 dl
・i…

＝ d（3）；

9 ，　 dper＝ d（6）＝

・4・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 5　　　　　　　　　 1

　
b・ERw − b（2）− 1

，
　 b・Aw − b（8／3）＝＝

　9，　
bl

・…g
− b（3）−

i・
bper− b（6）一 ゜・

　
！s
（i）t → DG で ft（t）→   か っ 7 （o，　DQ ）⊂ D な らば，Φ1（研）→ 1

，
t →   である こ と と，（ii）

5 働 （U ，）≦ 0 で ある こ とを用 い る ．rt≦ 4 ならば （i）の 条件が満た され る．詳 しくは ［10］を参照．

　
19

オ → oc で 7 （t）→ OQ で あるか ら，共形共変性は （5，1）の状況で ある．（5、9）を （5．1）と見比べ る こ

とに よ り，（5．7）で与え られた指dV　b は 境界ス ケーリ ン グ指数に 他ならない こ とが結論され る．
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　調和振動子の エ ネル ギー
固有状態は消滅演算子 a で 消 される （α10＞＝ 0）基底状態

io＞に生成演算子 α
†を掛 け て い くこ とで 作る こ とが で きた．調和振動子の 量子力学は，

［α ，
α
†
］； 1 とい う代数 （ハ イゼ ンベ ル ク代数）の 表現 に な っ て い るの で あ る，無限個の

消滅演算子 L ． （n ＝ 1 、 2，
3

，

…
）と 生成演算子 Ln （n ； − 1

，

− 2
，

− 3
，

・・・
， そ して Lo が

［Ln ，
　Lm ］＝・　（n

− m ）五。 柳 ＋ cn
（n2 − 1）
　　 δn ＋ γn ，  ， 　n

，
m ∈ z

12 （6．1）

とい う代数 （中心電荷 c を持つ Virasoro 代数とい う）を満たす場合を考 える， こ の

とき ，
こ れを表現 す る量子 力学は無限 自由度 の 場の 理論 となる．これが共形場理論で あ

る ［23］．調和振 動子の とき と同様 に ， すべ て の 消滅演算子 で 消され る （Lnlb＞＝ 0
，
n ≧ 1）

基底状態 lb＞に生成演算子 五一n ，
　n ≧ 1 を掛けて状態を作 っ て い く．た だ し Lolb＞＝ blb＞

とする．b を最高 ウエ イ ト， ある い は 共形次元 とい い ，1b＞を最 高ウエ イ トベ ク トル ， あ

るい は プ ラ イマ リー状態 とよぶ ． また こ れを最高ウ ェ イ ト表現 とい う． こ の よ うに し

て 作 られ た状態

」γ1h ，
．．

，
nl ；b＞＝ L ＿niC

… L − n ，
　lb＞，　　0 ＜ nl ≦ nl ≦ … ≦ nle

を基底 とする空間 を Verma 加群 とい う，各基底は Lo の 固有状態 に な っ て い る

Lojnk，
＿

， nl ；b＞＝ （b＋ nl ＋ … ＋ nh ）nle
，
＿

，
ni ；b＞，

Lo の 固有値か ら b を差 し引い た Σll＿171j を レベ ル とよぶ．

　レベ ル 2 の 基底 は ム＿，L − ，lb＞と 五一21b ＞の 2 つ で あ る が ，

d・t（
〈bl五2L − 21う〉　 φ1五2L − 、L− 、lb＞

＜b五1五1・L− 2［b＞　〈blL，ヱン1・L− 1五一，lb〉）一 戯 他
／24

、（，

6e

、、））一 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）

となる とき （Kac 公式） こ の 2 つ は 独立 で は な くな り， そ の 結果表現 は可約 とな る ．

こ の とき には

1・・，，〉一（
1　　　　　 2わ十 1

SL− 1L − 一 　3　
五一・）1・〉 （6．3）

とい う レベ ル 2 の ベ ク トル （こ れ は ノル ム が 零 なの で null 　vector あるい は 特異ベ ク

トル とよばれ る） を改 め て基 底状態 と して ，
こ れ に 生成演算子 L − n ，

n ≧ 1 を掛けて

い っ て 基底を作 る こ とに よ り既約表現が得 られ る．これ を レベ ル 2 の 退化表現 とい う．

　さて ， b≠ 0 とする と， 条件 （6．2）は

　　2b（5
− 8b）

c ＝

　 　 　1十 2b （6．4）
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とな る ． とこ ろ が ， （5．7）式 と （5．8）式 か ら κ を消 去 して b と c の 関係を求め る と， こ

れ は まさ に この 式 （… ）・な・ の で あ・・ さらに
・
　 L −

・ ⇔ 審 L − ・ ⇔
一謠 ・

い う対応を考え る と
20

， （6．3）の 右辺 に おい て 最高 ウ ェ イ トベ ク トル lb＞に掛 け られ て

い る 演算子 は

　　　　　　　　　　　　1　∂
2
　　　α 　∂　　　　　　　　2　　　2b 十 1

　　　　　　　　　　　　頭 戸  蔬 　
α ＝

疋
＝

3

に対応 する ことに なる．これは （2α＋ 1）次元 Bessel過程 （5．4）の生成作用素 （generator ）

・・2a＋ 1・に 他な ・な・・ （後進 ・・lm・9… v 方程式 （… ）⇔ 募一 9・・1
・ ・）・LE ． は （… ）

式で 与 え られ る中心電 荷を持つ Virasoro代数の 最高 ウ ェ イ ト （5．7）の レベ ル 2 の退化

表現 （既約表現）を実現 して い るの で あ る ［2］．

謝辞 ； 本講義の 機会を与 え て 下 さい ま した木 村太 郎氏 （東京大学大学院総合 文化研究

科）に 感謝い た し ます． また ，共 同研 究者 の 種村 秀紀 氏 （千葉大理 学部） に 感謝 い た

します．
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