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1　 は じめ に

　近年 ， 熱機関の 最大仕事率時の効率の 普遍性 を め ぐっ て活発 な研 究が行わ れ て い る．熱機関の 最

大仕事率 時 の 効率 に対 する 興味 は Curzon と Ahlborn （CA ）に よ る 論文 に遡 る ［1］．彼 らは
，
熱が

FOurier則 に従 っ て 流れ る よ うな有限時 間で 動作す る 熱機関の モ デ ル を用 い て
， 最大仕事率時の 効

率 ηPmar が ηp π鵬
＝ 1 −

〜厭 … ηCA の よ うに熱源 の 温度 （Ti、 ＞ Tc）の み で 決 ま る こ と を導 い

た ．彼 ら の 導出は特殊な モ デ ル を用い て な され たが
，
2005年 に Van　den　Broeckは

・
般 的な線形不

可逆熱機 関の 最大仕事率時の 効率 を導 き ［2］，CA 効率に対す る 注 目が再 び集 ま っ て い る．こ こ で は

まず彼 の 議論 を簡単 に紹介す る．

　ある系 urが 温度差 △T ≡ TtL　一一　Tc と外力 F が 同時に作用 して い る非平衡環境 ドにある とす る，こ

の 時、系 ，t の こ れ ら の 外 力 と温度差 によ っ て 牛 じる流 れは
，
外 力 と温度差 が十分 に小 さ い 極限で

，

線形 な Onsager 関係式で 記述 で きる ：

Jl ＝ LllXl ＋ L12×2 ， ゐ ＝ L21Xl ＋ L22× 2． （1）

こ こ で
， 熱力学的流 れ を ゐ ≡ ．de

，
」2 蕾 Qh，

そ の 共役な 熱力学的力 を X1 ≡ F ／T ，
　X2 ≡ △T ／T2

（T ≡ （Th＋ Tc）／2）と定義する ．ドッ トは単位時間あた りの 量で ある こ とを意味する ．Lijは Onsager

係 数で あ り，
そ の 非対角成分 に は相 反関係 L ユ2 ＝ L21 を仮定す る ，ま た

，
エ ン トロ ピー生成率 δ

は δ ≡ ．JIXI ＋ 」2× 2 と書 け ， その 正値 性か ら Onsager係数 が取 りうる値 に は Lll ≧ O，
　 L22 ≧

0
，
五11五22

− L12L2／ ≧ 0 の 制約条件が つ く，この 系が行 う仕事率 P は P ≡ − Fa・＝一みXIT
， 効率

η は η ≡ P ／軌 ＝ − JIXITIJ2 と書 ける ．与 えられた Onsager係数 と温度差の もと仕事率を最大化

す る Xl は ∂P／∂X1 ＝ 0 か ら Xl ：＝ ・　− L12× 2／（2Lll）と求 ま り，
そ の 時 の 仕事率 と効率 は それ ぞれ

　　　　　　　　　　　　辱
五

饗 ， ・一
一舞 ，

、 　 　 …

で 与 えられ る．こ こ で 9　ii　L12／v （LiiJ［Eiは カ ッ プリ ングパ ラ メ ー
タ と呼 ばke

，
　LllL22　− L12L21≧ o

よ り一1 ≦q ≦ 1 の 値 を取 る．また これ よ り， ηp ，η 。。
は iq］＝ 1 の 際に上 限値 △ T ／（2T ）を達成 す る

こ とが 分か る．こ の 値は CA 効率 を温度差が 小 さ い と して △ T で べ き展 開 した 際の 線形項 と
一

致 し

て い る （rlCA ＝△ T ！（2T ）＋ 0 （△ T2））．よ っ て 線形不可 逆系 の 最大仕事 率時の 効率の 上 限値 は CA

効率 となる こ とが言 え，そ の 証明 が系 の 詳細 に よ らな い
一般 的な もの で あ っ た た め に注 目 を集め る

こ とにな っ た．

　
1
本研究 は 北海道大学大学院理学研究院の 奥田浩司 氏 との 共同研究で ある ，

　
2E −mail ： izumida ◎statp ｝1ys ．sci．hokudai ．aq ．jp
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2　 Van 　den　Broeck 理論の 再考

　こ こ で は後の 議論の た め に ，
　Van　den　Broeck の 理論 を もう

一
度詳細 に議論 した い ．彼 は外力 と温

度差を無限に小 さ くす る極 限 を想定 したが
，

・
般 にあ る系が線形応答領域にある とい えるか どうか

は
，
そ の 外力に対す る非線形な応答が み える か ど うか で判断するべ きで ある．もし温度差を小 さ く

して い く極 限を考えず とも非線形 応答 の 効果が ほ と ん ど 目立 たなければ （つ まり
，
非線形応答係数

が非常に小 さ けれ ば），
そ の 系は 線形応答領域 にある と言 っ て も良い ．よ っ て

，
こ の 場合 の Onsager

関係式 は
，
外 力 F と温度差 を小 さ くする 極 限は考えず に

　　　　　　」・　
・L ・・器… 2 （

1 工

Tc　 Th），　・・
一 … £ ・ ・22 （売

一
去）　 　 （・）

と書け， 仕事率 P は P 　＝　− Jlx1Tc となる ．こ の 仕事率 を最大化する と
，
そ の 値 とそ の 時の 効率は

　　　　　　　　　　　　P
…

一 霊今罫・一
一 咢、鷄、 　 　 （・）

となる ．こ こ で ησ は カ ル ノ ー効率 ηcr　i 　i − Te／男c で ある ．こ の 公式 は 任意の 温度差 で 成立す る こ

とに注意す る必要が ある ．よ っ て 國 ＝ 1 の 時 に ηp 鯉 。
は上 限値 と して Carnot 効率の 半分 で あ る

ηc／2 を達成する．従 っ て
，
も しあ る熱機関の ηPmax が ηc ／2 を超えて い れ ば

，
そ の 熱機関 は何 らか

の 非線形 的な応答を示して い る と考えられ る，

3　 10w　dissipation　Carnot 　engine の 非平 衡度

　最近 ，
Esposito

，
　e も al．は

，
10w　dissipation　Carllot　cngine と呼ばれ る

，
Carnot　cycle を有限時間

に拡張 したモ デ ル を提案 した ［3］．10w　dissipation　Carnot　engine で は等温過程にお い て 高温お よ

び低温熱源か ら系 に流れ る熱が そ れ ぞ れ
，

　　　　　　　　　　　　　　　ThΣh　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 TeΣ c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋
…

　　　　　　　 （5）　　　　　　　　Q，
＝Th，△ 3 一

　　　　　　　　　　　　　　　　　 十
…

，
c2c＝− Tc△ 5 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Th 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Te

の よ うな形で 記述 で きる と仮定する ，こ こ で △5 は準静的な エ ン トロ ピー
変化 ，

　7h
，

τ． は そ れぞ れ

高温
，
低温熱源 と接触 して い る 1際の 時 間

，
ΣtL， Σc は定数で ク ラ ウ ジ ウ ス 不等式か ら正の 値 を と る

とす る ．Eq ．（5）は熱 の 準静 的極 限か ら の 最低次 の ず れが ブ
1

に比例 し
， そ れ以 上 の ずれ

， 例 えば

0 （T
− 2

）の よ うな量 は無視で きる こ とを意味す る．さらに断熱過程に要する時間は等温過程に要す

る時間 に比 べ て 無視 で きる と仮定 し，外部 にす る仕事 W を W ≡ 眺 ＋ Qcとす る と
，

こ の モ デ ル の

仕事率 P は P ＝ （（？h ＋ Q ，）／（7h ＋ Tc ）と書 ける．こ の 仕事率を ∂P／∂Tt
、
　

＝ ∂P／∂rc ＝ 0 と して最 大

化す る と
1 そ の 時 の 効率は

　　　　　　　　　一
一

傾 畿 ）響 ≧誌，、Th 　　 。・・

とな る ．特 に
，
Σん

＝Σ c （symmetric 　dissipation）の 9寺に こ れ は CA 効率 と一致す る こ とが分か る ．さ

ら に注 目すべ きこ と に 1
こ の 公式は 極限 Σ

。 ／Σ lt　一 〇〇 で 下 限値 η一≡ ηC ／2 を と り
，
極限 Σ cf £ i、

→ O
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で 上限値 η＋ ミ ηC1 （2
一

ηC）をとる こ とが分 か り， 彼 らは世界中の 多くの パ ワ
ープ ラ ン トの 効率が ，

実際 に こ れ ら の 下限値 と上 限値の 間 にある こ とを指摘 した ［31．

　low　dissipation　CarlK）t　enginc を非平衡度の 観点か ら見 る とど の 程度だろ うか ．　Eq ．（4）で み た

よ うに
， 最大仕事率時の 効率 ηp ，，、a ：：

は ηc ／2 を超 えて い れ ば
，
な ん らか の 非線形な効果が ある はず

で あ る．実際 ，
Eq ．（6）は下限値が ηc ／2 で あ り，

一
般 に は線形な Onsager関係式で は記述で きな

い と思われる ．そ こ で こ の モ デ ル の非平衡度を明らか にす るため に
，
1 サ イク ル にお ける エ ン トロ

ピ ー生成率 δ を考える．作 業物質は 1サ イク ル 後に元 の 状態 に戻 る の で
，
全系 （＝系 ＋ 熱源）の エ

ン トロ ピー
生 成率 は熱源 の エ ン トロ ピー変化率 と等 しく，

δ ＝ 一（：？h！Th − Qc！Tc となる．こ こ で の

ドッ トは 1 サ イク ル に要する 時間 η i ＋ T 。
で 割られ た量 を意味す る とす る．また α ≡ τckh を定義

す る と
， ◎c

＝ 宙 一◎， よ り
，

（テは

　　　　　　・ 一 一
・艦

一
去 一

跖 萼1）恥 畷 最 ）　 （・）

と書き換え られ る ．ここ で エ ン トロ ピー生成率 δ を 6 ＝ JIX ⊥ ＋ ゐ X2 と して
，
熱力学 的力 Xl ≡

− w ／簿 ，
x2 ≡ 11T

。
　一　lfTl

。
とそ の 共役な流 れ 」1 ≡ 1／（（α ＋ 1）τh），

」2 ≡ Qh に よ っ て 分解する こ と

が で きる ［4］．こ の 熱力学的力 と流れ の 定義及 び
，
Eq ．（5）を用 い て

，
以 下の よ うな

，
low　dissipation

Carllot　engine にお け る熱力学的力 と流れ の 間 の 関係式を得る こ とが で きる ：

　　　　 1　　　　　　　　　　　　Te　　　　　　　
− W 　　　　　　　I｝h　Tc△S 　　　　　　　l　　 l

J1 ＝

　　 （α ＋ 1擁

　　　 ゐ ＝ Q，

（，。Xh，＋ T 。 。。 ！a ）（。 ＋ 、）了 悔 。、 ＋ T
，
£ e／。）（a ＋ 、）（

一

（Th。、 ＋饗鴒（。 ＋ 1）÷ （Th。、 雛銑 ＋ 1）
・（

− Th£ h（α ＋ 1）ぷ ．

　

ド

　
　

　

　

　

　

ラ

　

　

　

　

8

）

）
（

　

η

−

η

一

　

一

万

−

万

これか ら Onsager 係数 砺 に は相反関係 L エ2 ＝ L21 が成立 し
，
またタ イ トカ ッ プリ ン グ条件 lqト

ILI2〆・LllL221 ＝ 1 も成立 して い る こ とが確か め られ る ．仕事率 P ＝ W ＝ − 」1× 1Tc を ∂P ／∂X1 ＝

0 に よ っ て最大化す る こ と は
， 与 え られ た温度差 と Onsager係数の もと で は Eq ．（8）の ゐ か ら 1サ

イ ク ル に要す る時間で の 最大化 と等価で あ る こ とが 分か る．そ の 時の 仕事率の 値 と効率は

　　　　　　　P
・nax

一 搬今罪， ・一
一

，．
帽 、1． 篝島 ／（。鄲 　 　 （・）

と求まる．特に
， 与え られ た Σh ，

Σ 。 の もとで L22 を さ ら に ∂玩 2／∂α ＝ 0 と し て α で 最大化す

れ ば α ＝ 　 T
。
Σ

。／（Th．Xh ）と決 ま り
，
Eq．（6）を再現す る こ とが分か る ．しか しなが ら実際は こ の

α に 関す る 最大化 を考え な くと も
，
Eq ．（9）は 極限 Σ c ／Σh

−
〉 Oo

，
Σ

。／Σh →   で そ れ ぞ れ 上 限値

η÷
嘉

ησ ／（2
一

ησ ），
下 限値 η＿＝

ησ ／2 を達 成 で きる こ と も分 か る ．

　Eq ．（8）の ，J2 は温 度差が 小 さい 極 限 △T → 0 を仮定す る と
，
0 （」12）の 項 は無視で きる こ とが

分 か り， 線形 な Ollsager関係式 を回復す る ．また は
，
　 Jl → 0

， す なわ ち ，
1 サ イ ク ル に 要す る 時間

を無 限大 にす る 準静的極限で も 0 （Jl2）の 項は無視で き ， 線形関係 式 となる．で は 一7hJ12 の 物埋

的な意味 は何 か．こ の 点 を明 らかにす る ため に ， タ イ トカ ッ プ リ ン グ条件を用 い て Eq．（8）の ，J2

を ゐ ＝ Th△ SJi 一
犠 ノ12 （1・h ≡ 丁危Σ，、（α ＋ 1））と書 き換え

，
さ ら に低温側 か ら の 熱流 ゐ ≡ （毳＝
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P − 〔Q，
　 ＝

− JIXITc − 」2 を これ を用 い て変形す る と
，
以下 の ように ゐ ，

，J3を対称 的な形 に書 くこ

とが 出来 る ：

ゐ ＝ ¢ ，、
＝ 　Th△5み 一・rh　Ji2，

」，　
一・（Q、，

＝− Te△ SJI − ty。 」12 ． （10）

こ こ で
， 7c ≡ Cirr（α ＋ 1）／α で ある．こ れ らを用 い る と，low　dissipatioll　Carllot　engine に よる エ ン

トロ ピー生成率 δが

　　　　　　　　　　　d − 一蜜一鋸亨 ＋ 亨 ≧・　　　　 （11）

の よ うに 犠 ゐ
2

， 7 ，
Jl　2 の 項 に よ っ て 表 され る こ とが分 か る．す な わ ち Eq ．（10）の 」2 ， み の 第

一
項

目は高温 熱源 か ら低温熱源 へ の 可 逆的 な熱輸送を表して お り
，

エ ン トU ピー生成率に は効か ない ，

一
方 ，

Eq ，（9）の 最大什事率 の 値 Pmax は Eq．（4）の 線形不 可逆系の 場合 の 瑞 。。
と全 く同 じで あ

る ．こ れ は Jl に は 非線形項が 入 っ て お らず仕事率の 値 P ニーゐ X1 興 に は 変化がない た め で ある ．

よっ て
，

エ ン トロ ピ ー生成 は熱機 関が有限時間で 動作 した場合
，
す なわ ち有限の 仕事率 を出力する

場合 には不可避 約に起 こ るが ，
Eq ．（11）はその ミ ニ マ ル な効果 を表 し て い る と言え る，その 意味で

は
，
　low　dissipation　Carnot　engine は真の 非線形効果 を含 まず依然 として線形応答領域 にあ る とも

言 え
， η＋

＝
ησ／（2

一
ηe）は そ の 上限値 とも書 っ て も良い だ ろ う．

　今回は low　dissipation　Carnot　 engine か ら出発 し
， 実際に その 熱 の 式の 形 Eq ．（5）か ら Eq ．（8）

を導出 した が ， 議論を逆転 し，

一・7hJ12，

一“

／c　」1　
2

の 項 を加 えた非線形 な Onsager関係式 か ら出発 し

て
一

般 理論 を構築す る こ と もで き
， 現 在論文 を準備 中で あ る．ま た よ り非平衡 度の 高い 場合 ，

す な

わ ち
，
Jl に も非線形項が加わる よ うな場合の 最大仕事率時の 効率の 上限値 を決定す る こ とも重要

な未解決問題 で あ り，現在研 究 を進め て い る ．
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