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　位相縮約法 は リ ミ ッ トサ イ クル 振動子系を解析す るため の 有効な手法で ある．本稿で は
， 従来の

低次元力学系の リ ミ ッ トサ イクル 解 に 対す る位相縮約法 を
，
無限次元力学系で ある偏微分方程式の

リミ ッ トサ イ クル 解 に 拡張す る こ とを試み る．これを用 い て ，
ふ たつ の 結合 した 1 次元 リン グ上 の

反応拡散系の 進行パ ル ス 間 に生 じる位相 ロ ッ ク現象を解析す る．

1　 背景

　非平衡散逸系 にお い て は
，
定常状態が不 安定化 す る と

，
ご く自然 に 自励振動 （リズム ）が生 じ る．

リズム 問の 相互作用が生み 出す集 団ダイナ ミクス は ，
ミ クU な細胞内の現象か らマ ク ロ な気象海洋

現象まで
，
実世界 の 様々 な系にお い て

，
重要 な意義を持ち得 る．位相縮約法は

，
2 変数以上の 力学系

に よ り記述 され る規則的な リ ミ ッ トサ イ クル 振動を
，
そ の 位相変数の み を用 い て 記述す るため の 系

統的な近似法で あ る．低次 元 の リ ミ ッ トサ イ ク ル 振動子 に 対す る位相縮約法に つ い て は，1967 年

の Winfreeの 先駆的 な論文 以来
，
多 くの 研究が行 われ

，
良 く確立 されて い る ［1，

2］．こ の 方法 に よ

り， 様 々 な結合ネ ッ トワ
ークを持 つ リミ ッ トサ イクル 振動子 系の 詳 しい 数理解析が 可能 とな り

，
そ

れ ら の 興味深い 集団 ダイ ナ ミク ス が明 らか に され て きた ．特に
， 大域結合 した 多数の 振動子 が相互

同期 して マ クV な集団 リズム を示す 「集団同期転移現象」 は良 く知 られ て お り，
笂験的に も確認 さ

れて い る．本稿で は
，
従 来の 低次 元力学系 の リミ ッ トサイ クル に 対す る位相縮約法 を

，
無限次元の

相空間を持 つ 反応拡散系の リミ ッ トサ イ クル 解 に拡張する こ とを 試み る．

2　 低次元 リ ミ ッ トサ イ クル振動子の 位相縮約

　まず
，
低次元 リミ ッ トサイ クル 振動子 の 位相縮約法 に つ い て 簡 単 に 述 べ る，系 の 状 態 を表す ベ

ク トル X （e の 従 う常微 分 方 程式 文（t）＝ F （X ）が
， 周 期 T の 安 定な リ ミ ッ トサ イ ク ル 解 Xo （t）；

Xo （t ＋ T ）を持っ とす る ．リミ ッ トサ イ ク ル 上 に 適 当に 位相の 原点を と り， 系が こ の 点を 通過す る

時刻 を t ＝ 0
， 状態 を Xo （0）とす る．こ の 点か ら出発 し て t 時間発展 し た 系 の 状態 X 〔，（t）の 位相 φ

を
，
時間 t と 同

一
視す る こ と に よ り， φ（t）＝ t　（mod 　7i）と定義す る．こ れ に よ り，

リ ミ ッ トサ イ ク

ル 軌道に対 し て は常に li（t）＝ 1 とな る．以 ド， リ ミ ッ トサイ ク ル 上 の 状態 を
， 位相 φ の 関数 とし
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て
，
X 。（φ）と表す．さ らに

，
リミッ トサイ クル Xo （φ）の ベ イス ン に属 し

，
い ず れ こ の リミ ッ トサ イ

クル に 漸近す る状態点 X （t）に対 して
，
位相 φ∈ ［O，

　T］を与 える関数 （ア イ ソ ク ロ ン ）φ（X ）を
， 常に

φ（X （t））＝▽ x φ（X ）lx＝x （の
・F （X （t））＝ 1 を満 たす ように 定義す る こ とが で きる ［1，

2］．これ に よ

り， 位相 の定義が リ ミ ッ トサ イ クル 近傍 に も拡張 され る．

　さて ，こ の 振動子 に 文（t）＝ F （X ）＋　p（t）とい う形で 弱い 摂動 p   を与 えた場合
，
そ の 位相 ダイ

ナ ミク ス は
， φ（X （t））＝ ▽ X φ（X ）IX＿x （t）

・文（t）； 1 ＋ ▽x φlx＿x （t）
・p （t）より， 最低 次の 近似 で，

g｝（t．）− 1 ＋ Z（φ（t））・p （t）に従 う．こ こ で定 義した Z（φ）＝ ▽x φ（X ）lx＝x 。 
は位相感受関数 と呼

ばれ る リミ ッ トサ イクル の 性質を特徴づ ける重要 な量で
，
ア イソ ク ロ ン φ（X ）の リ ミ ッ トサ イク ル

軌道上の 状態 Xo （φ）で の 勾配で あ り
，
実験 的 に は 系 を弱 い 外力で摂動す る こ と に よ り測定 で き る．

こ の 位相感受関数 Z （φ）に つ い て
， 数学的 には Malkin （−lzhikevich−Hoppensteadt ）の 定理が 知 られ

て い る ［21．す な わ ち
，
Z（φ）は

， 非摂動系 文（t）＝ F （x ）の リミ ッ トサ イ ク ル Xo （φ）まわ りの Jacobi

行列 を DF （Xo （φ））として
，
方程式 dZ （φ）／dφ；

一
｛DF （Xo （φ））｝

TZ
（φ）の Z （0）

・F （Xo （0））＝ 1 を

満 たす初期条件か ら出発 した 周期解で 与 え られ る．こ こ で
，
Jacobi行列 の 右肩の T は転置を表す．

こ の 方程式を積分 すれ ば
， 直接数値シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ らずに Z（φ）を求 め る こ とが で き る．

3　 反応拡散系の リミ ッ トサ イクル振動の 位相縮約

　無限次元 力学系の リミ ッ トサイ クル 振動 の 例 として
， 周ft　L の 1次元 リン グ上の反応拡散系

　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　 ∂
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂

　　　　　　　　　　　　　　 磊
X 圃 ； F （X ）＋ D

露
X

　 　 　 　 　 （1）

の 定常進行 パ ル ス 解 Xo （x ，
t）＝ Xo （x ，

t＋ T）を考え よ う．周期 丁 は パ ル ス が リ ン グを
一

周す る

時間で あ り
，
そ の 間に位相 （リン グ ヒで の 位置）φ（t）は φ（t）＝ 1 に従 っ て O か ら T まで単調に増

加 す る．以下 ， 実際の 数値 計算 で は 1FitzHugh
一南雲 （FHN ）方程式 x （x ）＝ （u （x ），v（t

’
）），　F （x ）；

（
・
u （11

一
α ）（1

−
？L）

− v
，

丁 ＠
一

鯛 ）），
D ； diag（κ

，
0）（α

，
　T

，7 ，
κ は実パ ラメ

ー
タ）を例 に 用 い る．常

微分 方程式の 場合 と同様に
， 偏微分方程pk　（1）の リ ミ ッ トサ イ クル 解を パ ル ス の 位相 φを用い て

Xo ＠1φ）と表 し
，
位相縮約 す る．進行 パ ル ス 解 Xo （鱗 φ）は 適度 に 安定で

，
ある瞬間 に 弱 い 摂動 を受

けて 変形 し て も，やが て 元の 形状に 復帰する と仮定す る．た だ し， 元 の 形状 に復帰した後の パ ル ス

の 位相 げ は
， 叩か れ ずに そ の ま ま進 行 した パ ル ス の 位相 φ とは

一般に 異な り，
それ らの 差 φ

’ 一
φ

が摂動 へ の位相応答 とな る．こ の位相応答 は
，
位相感受関数 と摂動の積 として 求 まる はずで ある．

　位相縮約法 を定式化す るた め に は，常微 分方程 式の 場合 と同様 に，式 （1）の リミ ッ トサ イ クル

解 X 。（覇 φ（切 に収束す る よ うな空 間パ タ
ー

ン X （x ，
t）に対 し

，
そ の 位相を与え る ア イ ソ ク ロ ン

φ｛X （x ，
t）｝∈ ［O ，

　T ］が必 要 とな る ．そ の よ うな汎関数 を 般 的に 求め る の は困難だ が
，
　Xe （x ；φ（t））

に ト分近 い 空問パ ター
ン X ＠，

t）or　Xo （x ；φ（t））に つ い て は
，
そ の 局所 近似 を

φ｛x （x ，
t）｝＝

φ（t）＋ ［Q（m ；φ（t）），
x （x ，

　t）− Xo （x ；φ（t））］ （2）

で 与 え る事が で き る．こ こ で
， ［A （x），

B （x ）］＝ ∫’A （．T ）・B （x）dxe まリ ン グ上 の 内積で
，
ベ ク トル 関

数 Q（x ；φ）は
，
反応拡散系 （1）の 周期解 Xo ＠；φ）の まわ りで の 線形化演算子 を L ＠ φ），

その 随伴演
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算子 Lt（m ：φ）を として
，
随伴方程式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂　　 　　 　 　　 ．，

　　　　　　　　　　　　　　　薇 Q（鰐 φ）；『L 丁
（覇 φ）Q（鰭 φ）　　　　　　　　　　　　　（3）

の Q ゆ；o）＝・　u †＠；o）を満 たす初期条件か ら出発 した周期解で あ る．こ こ で
，
u †＠；o）は か ＠；o）の

ゼ ロ 固有関数で
，

こ の 関数 Q＠；φ）が反応拡散系 （1）の 位相感受関数 とな る．こ の 結果は，通常の低

次元 リ ミ ッ トサ イ クル 振動子 に 対す る もの の
一般化で あ り

， Q似 φ）が 満たすべ き式 （3）は
，
前述 し

た 常微分方程式 に対 す る Malkin の 定理 ［2】の 直接 的な拡張 とな っ て い るこ とが分か る，

　さ て
， リミ ッ トサ イ クル 解を Xo （m ；¢，（t））を持 っ 反応拡散系が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
2

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 ∂

　　　　　　　　　　　　　翫
X ＠≠）＝ F （X ）＋ D

扉
X ＋ P （m ，

t）　 　 　 　 （4）

の よ うに 弱い 峙空摂動 p （x ，
t）を受 けた状況 を考えよ う．解 の概形 は非摂動解か らあま り変化せ ず

X （x ，
t）tt　Xo （Xl　iP（t））で

，
位相 φ  の みが変化 す る と考 えて

，
そ の ダイナ ミクス を求 める ．上 記の

位相感受関数 Q＠；φ（‘））を使 うと
， 常微分方程式の 場合 と同様 に

， 最低次 の 位相 方程式 は

　　　　　　　　　　　　　　　φ  ＝ 1 ＋ ［Q ＠；φ（t））， P （：x，t）］　　　　　　　　　　　　　　　（5）

とな り
，
弱 い 摂動 を受 けた 反応拡散系 を

，
その 非摂動 リ ミ ッ トサイクル 解 の 近傍で

，
位相方程式 に

縮約で き る．図 （a）に FHN 方程式の 位相原点で の 定常パ ル ス 解 Xo ＠；φ＝ 0）とそ の 位相感受関数

Q ＠；φ＝ o）の u 成分を示す．なお
，

こ の 系で は空間並進対称性に よ り， φ≠oで の Xo と Q は単 に

こ れをシ フ トした もの とな る．興味深い こ とに
， 位相感受関数は波束の前方に振動成分を持っ ．

4　ふ たつ の結合 した反応拡散系の進行パ ル ス 間に生 じる同期現象

文献 ［3］で 解析 された 相互 に結合 した ふ た つ の 反応 拡散系

　　　　　　　毳・
・
（・ ，

t）一 ・（・
・
）＋聯 X ・

＋ ・｛・
・

圃
一xA （rc，

・）｝，

　　　　　　　舟・
・

（・ ，
・t）一・（・

・

）＋ D券X ・
＋ ・｛・

・

＠ ・）
− X ・

（・ ，
・t）｝ （6）

の 進行パ ル ス 間に生 じ る同期現象 を考え よ う．系 A
，
B は安定な進行パ ル ス X8 ’B

（x ；φ（切 を示 して

い る とす る．前章の結果 よ り
，

こ れ らの 結合反応拡散系を
，
以 下の 結合位相方程式系に縮約で き る ：

　　　　　　　　　φ
ハ

（t）＝ 1＋ EF （φ
B 一φ

A
），　　　φ

月

（t）＝ 1 ＋ εr（φ
減 一φ

β

）．　　　　　　　　　　（7）

こ こ で 〈bA（t）と φ
β

（t）は それ ぞれ の 進行 パ ル ス の 位相で あ り
，
今 の 場合 ，単に それらの リ ン グ上で の 位

置に 対応 する．関数 r （φ
A 一

φ
B
）＝ ［Q（x ；φ

β
〉，
Xo （Xl　｛pA）］お よび P （φ

β 一
φ

△
）＝ ［Q （鰐 φ

A
），
Xo ＠；φ

B
）］

は
，
進行パ ル ス 間 の 実効 的な相互作用 を与 え る位相結合 関数で あ り

，
今 の 場 合

，
系が空 問並進 対称

性 を持 つ の で
，
r は位相 差 ψ ＝ φ

β 一φ
直

の み の 関数 とな る ［1，
2ユ．

　 hで 得た ふ た つ の 位相方程 式の 差 を と る と
，
位相差 ψ は 4ψ（t）／dt ＝ − EP

。 （ψ）に 従 うこ とが 分

か る ．こ こ で Fa（w ）＝ P（ψ）
− r （

一
ψ）は位相 結合 関数の 反対称成 分で あ り，

そ の ゼ ロ 点 よ り位相
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ロ ッ ク位置が分か る．図 （b）に 図 （a ）の 結果 よ り求 めた FHN 方程式 の位 相結合関数 r（ψ）の反対称

成分 r貳ψ）を示 す ．こ の 数値計算 に用 い た パ ラメ ータで は
， 進行 パ ル ス Xo 伽 φ）や位相感受 関数

Q（x ；φ）は 振動的なテ
ール を持 ち

，
対応 して r ． （ψ）も複雑な形 状を持つ た め

， 図 （c）に示 す よ うに
，

ふ た つ の 進行パ ル ス が 異 なる様々 な位相差で ロ ッ クする場合が あ る こ とが 予想 され る．図 （d，
。）に

示す よ うに
，

こ れ は反応拡散系 （6）の 直接数値シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ っ て 実際 に確か め られ る ．

し凵．
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図 1： （a）FitzHugh 一南雲 方程式 の 進行パ ル ス xo 甑 φ ； o）と位相感受関数 Q （x ；φ ＝ o）の ？t 成分．

（b）位相結合関数の 反対称成分 r 、 （ψ），図 （a ）よ り計算．（c）定常な位相差 ．図 （b）よ り求め た値 と

直接数値シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結果の 比較 ．（d），（e）結合 した FitzHugh 一南雲方程式 間の 進行 パ ル ス の

異な る位相差で の ロ ッ ク状態．図 （c）に示す よ うに
， 他に も様々 な位相差 で ロ ッ ク され る．

5　 まとめ

　無 限次元 の 相 空問 を持 つ 反応拡散系の リミ ッ トサ イ クル 解 へ の位相縮約法の 拡張に つ い て ご く

簡単に述べ た ．従来 1 そ の よ うな 系の 進行パ ル ス 解は
，
主 に 界面 ダイ ナ ミクス に よ るア ブV 一チ を

用い て 扱われて きた．これに 対 し
，
我々 の 枠組み は

，
空間連続並進対称性 を持た な い 状況 に も適用

で き
，
その 点 に お い て は

，
従来法 に 対 して 有利な可能性が あ る．例 えば

，
本稿で 扱 っ たよ うな反応拡

散系 の 並進対称な進行パ ル ス 解だ け で な く
， 局 在振動パ ル ス 解の 同期現象な ど も扱 う事が で き る ，

詳細に つ い て は追 っ て 報告す る予 定で あ る ．
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