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　非 平衡熱力学 の 古典論 で ある Onsagerの 理論 の 背景 に ある流体力学 の 理論 に つ い て述 べ る 。 流

体力学か ら Onsagerの 理論 を 眺 め る と、　 Ollsagerの 巧妙な議論の 背景 と 、 そ の 適用範囲が 見えて

くる 。

1　0nsager の 相反関係

　非平衡熱力学の核心 に あ る もの は 、 Onsager の 相反定理 で ある 。 非平衡状態を特徴づ ける 遅 い

変数 を x ； （Xl ，
x2

，
＿Xf ）と しよ う。 置 が与 えられ た と きの エ ン トロ ピー

を 5（勾 とす る 。 系が平衡

状態 にあれ ば 3 （：n）は最大で あり、 x は変化 しな い の で 、 ∂5／∂：：i　＝o，　d賜 1砒 ＝o で あ る 。 系が 平

衡状 態にな い 場合に は 、∂S／∂η も d＝Vdtも共 に 0 で は ない が 、平衡か ら の ず れが 小 さ い 場合に

は、Xi の 時間発展 法則 と して 次の 形 を仮定す る こ とは 自然 で あ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　黜 写砺 諤　　　　　　 

Onsagerは系の 非平衡状態 の 時 間発展法則が （1）に従 っ て い る と きに は 、係lft　Lijが対称で ある こ

とを示 した ［1］。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Li
」　 ＝ 煽 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

これ を Onsager の 相反関係と い う。

　 Onsager は相反関係の 証明 に あた っ て 、 平衡状態 の 揺 ら ぎは時 間を反転 して 見て も変わ らない

（揺 らぎの 時間反転不 変性） とい うこ とを用 い て い る 。 したが っ て 、 Onsagerの 相反関係 が成 り立

つ の は 、平衡状態 からの は ずれ が小 さ い 系に 限定 され る はず であ る 。 しか し、実際 に は、平衡状

態 か ら の ずれ が大 きな系 に つ い て も、相 反関係が成 り立 っ て い る 。 その
一

つ の 例が 流体力学 の 相

反関係で ある 。

2　 流体力学の 相反関係

　粒子が 粘性流体 中を動 くと、流体か ら抵抗 を受 け る 。 抵抗力 は流体力学に よ っ て計算で きる 。 微

小 な粒子 の 場 合に は 、Reγ｝olds 数が 0 で ある と い う近似 （Stokes近似）を用 い て 、抵抗力 を計算す

る こ とが で きる 。 Stokes近似で は 、 流 体 の 速度 v は次の 式 を満 たす 。

　　　　　　　　　　　　　　　　η▽
2v ＝＝ ▽ P ，　　　▽ ・v ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　
1E −majlr 　doi＠ rheo ．t．u −tokyo，acjp
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こ こで ηは流体 の 粘度 、p は圧 力で ある 。　Stokes近似 の 範 囲で は、粒子 に働 く粘性抵抗力は粒子

の 速度 に比例す る 。 例 えば、半径 a の 球形粒子が 、流 体中を速度 V で 動 くと、球 に は ．砺 ＝ 一
ζy

と い う粘性抵 抗力が働 く。こ こ で、く≡6π ηα で ある。

　粒子 が複雑 な形状 の 粒子 で あ っ た り、た くさん の 粒 子があ る場合 で あ っ て も、粒 子の 速度 と流

体 か ら の 抵抗力の 関係 は 同様であ る 。 粒子系の 状態が ！こ の 変llt　x 　＝ ＝ （賑 z2
，
＿Xf ）で 記述 される

とし よう。 粒子系が速度 ¢ ＝（商 ， わ ，
．．．tef）で 運動する き、 流体 にた い して単位時間になす仕事は

匝 ニ ー
Σ 塩 商

　 　 　 　 i
（4）

と書ける 。 恥
葛
は x

’
i に 共役な抵抗力 と呼ばれ る 。 Stokes近似 で は

、　 Fffzは 島 の
一
次関数で あ り、

FHi − 一
Σ鰰 ゴ

　 　 　 　 i
（5）

と書 ける 。 こ こ で 動 は摩擦 行列 と呼 ばれ る 。 粒子 の 配置 x
’が決 まる と、向 は流体力学 に よ っ て

計算で きる の で 、働 は
一

般に x の 関数で ある 。

　Stokes方程式を用 い る と くη は対称 正定値 の 行列で あ る こ とが 証明で きる ［2β］。

動 ＝ く露 （6）

こ の 式は 流体力学で Lorentz の 相反関係 と呼ば れ て い る
。

　粧子 系が ポ テ ン シ ャ ル カ （た とえば重力、粒子 間の 相互 作用 ポ テ ン シ ャ ル カ）に よ っ て 、運動

する場合を考え よ う。 ポ テ ン シ ャ ル を σ（x ）とする 。 Stokes近似 にお い て は 、 慣性力が無視で きる

の で 、粒子 に働 く粘性 力とポ テ ン シ ャ ル カは常 に釣 り合 っ て い る 。 従 っ て 、 粒子 の 運動は 次の 式

に よ っ て 決 ま っ て い る

　　　　　　　　　　　　　　　　　写嫡 一 一諤 　 　 　 （・）

左辺 が粘性抵抗 丿Jを表 し、右辺がポ テ ン シ ャ ル カを表 して い る 。 式 （7）を 商 に つ い て解 くと、粒

予運動の 式は （1）と同 じ形式で 書 くこ とがで きる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　睾
一 一

写（噛 認　　　　　 （・）

摩擦行列 ζη や ポ テ ン シ ャ ル U が x の 複雑 な関数 に な っ て い る の で 、式 （8）は 一般 に x に つ い て

の 非常 に 複雑な非線形連立 方程式とな っ て い る 。 し か し、そ の よ うな場合 で あ っ て も、Lorentz の

相反関係 （6）に よ っ て 、 Onsagerの 相反関係 は成 り立 っ て い る 。

　EillstGlnが行 な っ た の と同様 の 議論 を繰 り返せ ば 、揺 らぎの 時 間反転不変性か ら、　Lerentz の 相

反関係 を証明す る こ とが で きる 。 従 っ て 、Lorelltzの 相反関係 は 011sagerの相 反関係の 特別 な場合

とみ なす こ とが で きる 。 即 ち、Lorcntzの 相反 関係 は、時 間反 転対称性 とい う ヒ位 の 自然 法則の 帰

結で ある とい うこ とが で きる 。 （こ の 見方に対 し て 、懐疑 的な見方を する流体力学者 もい る ［2］。 ）

　粘性流体 中 を多数の 粒 壬が 沈 降 し て い る場合 に は 、 系の 状 態は平衡状 態か ら大 きく外 れ て お り、

粒子 はた い へ ん に複雑 で カ オテ ィ ッ ク な運動 をす る こ とが知 られて い る 。 それ に も関わ らず 、 粒子
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の 運動法則に つ い て は 、Onsagerの 相 反関係が成 り立 っ て い る こ とは どの よ うに理解すれ ば よ い

の で あ ろ うか ？

　それ は、粒 子の 状態 が平衡状態 か ら大 きく離れ て い て も、流体 の 状態ば平衡状 態か ら大 きく外

れ て い な い ためで ある と考 える こ とがで きる 。 Ollsagerの 式 （／）で 要求 され て い る こ とは 、 着 目 し

て い る遅 い 変数 x 以外の 速い 変 数の 状態が 平衡か ら大 きく外れ て い な い とい うこ とで あ り、 遅 い

変数が平衡に近い 必要 はな い
。 遅 い 変数が 速度 a・で運動 した ときに、速 い 変数が t に比例する線

型応答 を返すな ら、Onsagerの 式 （1）が成 り立 つ
。 こ の と き、遅い 変数 x は 、平衡 に 近 くな くて も

よ い c

3　非線形拡散方程式 と Onsager の 相反 定理

　状態の 時間発展 方程式が非線形にな っ て い る場合で あっ て も、Onsagerの 相 反定理が成 り立 っ て

い る別の 例 として 、非線形拡散方程式が ある 。 溶質濃度 c＠，孟）の 時間発展方程式 として 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　籌一磊［・ （のti71　 　 　 　 （・）

を考 えよ う。 拡 散係数 D が濃度の 関数 で ある場合 に は、（9）は c に つ い て の非 線形の 偏微分方程

式 とな っ て い る 。

溶質濃度 が c で ある 系の エ ン トロ ピー
密度 s（c）を用い る と系全体の エ ン トm ピー

は

s ［c］− 1d・ s（・ ）

と書 くこ とが で きる 。 拡散方程式 （9）は （1）の 形式で 書 くこ とが で きる。

　　　　　　　　　　　　　　　傷一1蜘 構 ）

こ こ で

　　　　　　　　　　　　　五（Xsx
・t
）一 黠［翠（

∂δ（
％t量

xつ

）］

（10）

（11）

（12）

で あ る。L（x ，
げ）＝　L （x

’

，
x ）の 関係が成 り立 っ て い る こ とは容易 に確かめ る こ とがで きる。

4　0nsager の 変分原 理

　相反定 理 を用い るな ら、 時間発展方程式 （1）を変分原理 の 形で 定式化す る こ とが で きる 。 遅 い 変

数の 速度 ‘i： に つ い て の つ ぎの よ うな 2 次関 数 を考える 。

　　　　　　　　　　　　　・ − 1籌吟 μ ・
一

轤 ・ 　　　　 （13）

式 （1）は 、（13）が 商 に つ い て最小 に なる とい う条件 （∂51磁 2
；o）と等価で ある 。 言 い 換 えれ ば

非平衡状態の 時間発 展 は式 （13）が最小 に なる と い う条件か ら決まる 。
こ れ が 、 Onsagerの 変分原

理で あ る 。 第 2 項 は 、 無 限小 の 速度 に よ っ て x を変 え 、 系を可逆 的に 変化 させ た と きの エ ン トロ
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ピー
の 変化に対応 し、第 1項は 、有限速度で x を変 える こ とに よる、非可逆 的な エ ン トU ピーの

変化 を表す 。 第 1 項 は エ ネル ギ ー散逸関数 と呼ば れ る 。

　Onsagerの 変分原理 は 、 相反関係 を満た す時間発展方程式 （1）と等価な もの で あ るが 、 時間発展

法則 を Onsagerの 変分原理 で 定式化 して お くと種々 の 利点が あ る 。 実際 ソ フ トマ タ
ー

で知 られ て

い る 、 非線形粘弾性 、 非線形拡散 、 相 分離方程式 、ゲ ル ダ イナ ミ ク ス 、 ネ マ チ ッ ク液晶流体 力学

な どの 多 くの 非線形、非平衡の 現象が Onsagerの 変分原理か ら導出する こ とが で きる 。 したが っ

て 、Onsager の 変分原理 は、ソ フ トマ タ
ー物理 の 根本 にある基本原理で ある とい うこ とが で きる 。

こ れ に つ い て は 、別の 文献で 詳 し く議論 した の で そ れ を参照 され た い ［3，
4］。
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