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　 こ の ノ
ー

トは 2009 年 8 月 31 日か ら 9月 2 日にか けて行われ た 、 東京大学生 産技術

研 究所 羽 田野研 究室 の 夏合宿 の 講義 ノ
ー

トを もと に作成 されて い る 。 ただ、実際 に合宿で

行 っ た議論 と比べ る と
、 途中大 きく変更 を加えた部分 もあ る

。 その ため 、 合宿 に参加 され

た方が ご覧に なる とい さ さか奇異に感 じ られ る か も しれ な い
。

こ こ で 変 更を加えた理 由

を述べ る と、 羽 出野研夏含宿は毎年行 われ てい るが 、 2008 年度 （現 広島大　井村健
一

郎氏担 当 ［1ユ）や 2010 年度 （東京大　岡隆史氏担当）の合宿 にお け る講義 とテ ーマ が

若干似通 っ て お り、重複 も多 く見 られ る 。 よ っ て 、 『物性研究』に記録 され て い る 一連の

「羽田野研夏合宿講義ノ ー ト」 にバ ラ エ テ ィ をつ けるため に も、

一気に構成か ら変 えた 方

が 良い よ うに思えた か らである 。 た だ 、 合宿で か な りの 時間 を割い た 2 次元 デ ィ ラ ッ ク模

型 の パ リテ ィ量子異常 につ い て は 、 本稿で も必要な の で詳 しい 計算 とともに付録に記載 し

た 。 そ して 3 次元 トポロ ジ カル 絶縁体 との密接な 関連 を議論 して ある 。

1　 は じめ に

　バ ン ド絶縁体は、バ ル クの エ ネル ギース ペ ク トル にギ ャ ッ プが 開い て い る状態 と して定

義 され る 。 その 中で 、バ ル ク の 状態が トポロ ジカ ル な構造 を もち 、 そ の 結果 と して系の

エ ッ ジ／表面 に摂動に対 して rQbust なギ ャ ッ プ レス 状態が あ らわれ る 「トポロ ジカル な絶

縁体」 と 、 そ うで はない 「自明な絶縁体」に大別 され る 。 トポロ ジカ ル 絶縁体 は さ らに、

（i）時間反転対称性 を破る もの と （ii）時間反転対称性 を破 らない もの の 二 つ に分類 され る 。

（i）の 例 は量子 ホ
ー

ル 系で 、（ii）は グ ラ フ ェ ン や HgTe／CdTe 量子井戸 な どで 盛 ん に議論

され て い る量 子ス ピン ホ
ー

ル 系 （量子ホ
ー

ル 効 果の ス ピ ン版）で あ る 。 さ らには、 Bi系

化 合物 な どの 3次元の 時 間反転対称 な トポ u ジカ ル 絶縁 体 も存在す る 。
バ ル クの 波動 関数

の トポ ロ ジ ー と エ ッ ジ状態の 存在の 関係 は バ ル ク／エ ッ ジ対応 と呼 ば it　［2，
3ユ、 トポ ロ ジ

カ ル 絶縁 体の 顕著な特徴、 あるい は 、定義その もの と言 っ て もよい で あ ろ う。

　こ の ノ
ー トで は こ の バ ル ク ／エ ッ ジ対応 を 、 出来 る だけモ デ ル に よ らず 、 か つ

、 簡単な

定式化で 導 くこ とを目標 と した い
。 具体的 なモ デ ル を用 い た計算 は物理 をや る 上で 言 うま

で もな く必要不可 欠 な もの で ある 。 た だ 、 どこ まで
一

般性 の あ る議論 なの か とい う点や 、
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煩雑な計算 に追 われ て （実は シ ン プル な）理論の 構造 な どが見 え難 くなる とい っ た側面が

ある 。 そ の よ うな点を明確に するの に 、

一
般的で 単純な定式化は意味 を持 っ て くるで あろ

う。 こ の ノ ー トの 解説 は、文献 ［4】の チ ュ
ー トリア ル ・パ ー トや 、文献 同 に よ る定式化

を参考に して い る 。 文献 ［6］も参考に なる で あろ う。 具体的 なモ デ ル の 計算は他の 文献 に

譲る 。 そ の 中で 最近の 口本語の 解説 と して は、た とえば、井村 に よる グラ フ ェ ン を対象 に

した 2008 年度の 羽田 野研夏合宿講義 ノ
ー

ト ［1］が ある 。
こ の 分野の 総合的あるい は

一
般

向け レ ビ ュ
ー と して 文献 ［7］が挙 げられ る 。

　 こ の ノ ー トの構成は以 下 の 通 りで あ る 。

　 まず第 2 節で は 、 絶縁体にお ける電流お よびス ピン 流 の 電場 に対する線形応答の 式を求

め る 。
こ の 場合 、 電場に平行な応答 はゼ ロ とな る こ とは言 うまで もな い

。 着目するの は電

場 に垂直な応答で ある 。
こ こ で

、 トポ ロ ジ カル な 表式が 得 られ る 。

　第 3節 で は 、 時間反転対称性が 破れ て い る場合 、 すな わ ち量子 ホ ー
ル 系 を扱 う。 こ こで 、

第 2節で求め た電流の 表式 を用 い る 。
バ ル クの 状態が トポ ロ ジ カル に非 自明 な構造 を持 つ

と、 量子 化さ れた ホ ール 伝導度が現 れ 、 そ の 結果 カ イ ラル な エ ッ ジ状態が 生 じる 。
バ ル ク

とエ ッ ジ の 対応の 証 明に は 電荷の 保存則 が 重要 な役割 を演ずる 。

　 第 4 節で は 、 時間反転対称性が 保た れ て い る場合 、 すな わ ち量 野ス ピン ホ ー
ル 系 を議論

する 。 電子 ス ピ ン 3。
が 保存する 場合 に限 っ て 言 えば 、 量 子 ホ ール 効果 との 直接 的 な類似

が 成 り立 つ
。 すなわ ち 、

ス ピン ホ ール伝導度が量子化 され 、ヘ リ カル なエ ッ ジ状態の存在

が 示さ れ る 。 第 2 節で 求め た ス ピ ン 流の 表式 を用 い て 議論する 。 こ こ に θ
。
が保存 しない

摂動が 加 わ っ た 場合は さ らな る拡張が必要 となる 。 こ の 場 合 Sz は もは や 良い 量子数で は

な い た め ス ピ ン ホ ー
ル伝導度 は物理 的意味 を失 うが 、

エ ッ ジ状態 に 関 して は （摂動 を受け

る前 の エ ッ ジ状態の 個数の 偶奇性 に よ り） robust に 生 き残 る 場合 （奇） とそ うで ない 場

合 （偶）に 分か れ る 。
こ の 様子 を記述 す るた め に Z2 トポ ロ ジ カ ル 数が導入 され る

。

　 以上 は 2次尤系の 話 で 、 第 5 節で は 3 次元の 時間反転対称 な トポ ロ ジ カ ル 絶縁体に つ い

て 述 べ る 。 こ の系で は 、 2次元系の 議論 の 拡張 と して 、 奇数個 の ギ ャ ッ プ レス ・デ ィ ラ ッ ク

粒子が 試料表面 に rebust ，に現 わ れ る 。 そ して パ リテ ィ量子異常 に よ り表面 に は必ず チ ャ
ー

ン ・サ イモ ン 項 ［8
− 11ユが存在す る事が 示 され 、 表面特有の 様々 な特異現象 を引 き起 こ す 。

　 第 6節で は 、最近 の 話題 の 例 と して 電子相関 の 効果や 、 そ れ に 関連する著者等の 仕 事に

つ い て 少 し触れ た い
。

　 付録 に は、 3 次元 トポ ロ ジ カ ル 絶縁体 を議論する 目的で
、 2 次元 デ ィ ラ ッ ク 理論 の パ リ

テ ィ 量子異常 とチ ャ
ー ン ・サ イモ ン項 に つ い て 詳 しい 計算を載 せ た 。

パ リテ ィ量子異常は 、

2 次元の 蜂の 巣格子系 に お ける Scmenoff　eC型や Haldane 模型 ［12，
13］、そ して Kane−Mele

模型 ［14，
15］で も重 要 な役割 を果 たすが 、 そ れ らの 解説 は他の 文献 に 譲 る 。 例 え ば文献 ［1］

が 参考 に な る 。 こ の 付録 は場 の 量子論の 手法 を用い て 記述 され て お り、本文 とは
一

応独立

に 読 め る よ うに書い た つ も りで あ る 。

　 文献の 引用 に 関 して は著者な りの 注意 を した つ も りで は あ る が、著者 の 浅学 の た め あま
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り網羅的 にな っ て い ない こ とを、お詫び とともに初め にお断 りしてお きたい
。 尚、 計算で

は 自然単位系 h ・・　c ； 1 を用い て い る 。 また 、電子の 電荷は 一e（く 0）として い る 。

2　 絶縁体に お ける電流 、 お よび ス ピ ン流

　まず、こ の ノ
ー

トの 定式化の ベ ー
ス となる 、電流お よびス ピン 流 の 電場 に対する トポ ロ

ジ カ ル な表式 を求め る 。 2次元系を考える 。 こ の 節で は 、 まだエ ッ ジは考 えな い
。

　仮定 と して 、

● プ ロ ッ ホ 状態で ある こ と

・ 絶縁 状態 、 すなわ ち 、 フ ェ ル ミ レ ベ ル がバ ン ドギ ャ ッ プの 中にあ る こ と

の 二 つ を考える 。

…
つ 目の仮定 に関して は不純物が 入 る と満た され な くなるが 、その 場合

は ッ イス トされ た境界条件 を用い た定式化 ［16］を用い る こ とに よ りパ ラ レ ル な議論 を展

開出来る 。 二 つ 目の 仮定に よ り、電場に平行 な電 流お よ びス ピン流 は 自明に ゼ ロ とな る 。

よ っ て 以下 で 議論す る の は 、電場 に垂直な応 答 に関 して の み で あ る 。

2．1　 プロ ッ ホ 理論

　記号の 整理 を兼ねて 、 簡単 に プ ロ ッ ホ の バ ン ド理論 を復習 す る。 離散的な並進不変性の

ある系を考 える 。 す る と 、 ブ リル ア ン ・ゾ ーン （2 次元 トー
ラ ス ）上 で 定義 され た結 晶運動

量 k が 良い 量子数 とな っ てい る 。 そ して 、ハ ミル トニ ア ン H に対 して 、 プ ロ ッ ホ ・ハ ミ

ル トニ ア ン 坑 ≡ exp ［− ik　・　m］H 　explik 　
・
　x ］が 定義され る 。　Hk に対する固有値方程式 を解

く事に よ り、 プ ロ ッ ホ 状態 嘆 （m ）お よび バ ン ド ・ス ペ ク トル 環 が得 られ る
。

こ こ で
、

n

は バ ン ドを表す整数で あ る 。

　電場 を y 方向 にか ける 。 す る と 、 結晶運動量 は

　　　　　　　　　　　 （鳶m ，
ky）

一
→ （鳶x ，

ky − eEyt ）Ek （t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

と時間変化する 。
こ れ は 、 電磁気ポ テ ン シャ ル が共変微分 の 形 で 導入 され る こ と、電場 を

表すゲ
ー

ジ と して Ay ＝ − Eytを用い た こ と、以 上 2点 を念頭 に置い て い ただ けれ ばす ぐ

理解 で きる で あろ う。 もち ろ ん 、電場 をあ らわすゲ
ージ と して他の もの を用い て も同様の

結果 が導か れ る 。 この 時間変化は プ ロ ッ ホ振動の原 因で ある 。 同時に プ ロ ッ ホ ・
ハ ミル ト

ニ ア ン も時 間変化す る よ うに な る 1

　　　　　　　　　　　　　　　 」「fk → llle
（t）

．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・2）

以下 の 応答 の 見積 も りで は 、 電場 場 は十分に 小 さ く、 系の 時間変化は断熱的 に起 こ る と

考 える
2

。 こ れ らの 計算 は文献 ［Slに依 っ て い る 。 計算 は絶対零度 で 行 っ て い る 。

　 2電場 と結晶軸の 向きをうま く整合させ る と断熱過程 を周期 的 に す る こ とが出来、ベ リ
ー
位相 との 関連が
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2 ．2　電流

電流 の 期待値は

く砺 混 ん轟帳・物
）

　　
一

曝 ん轟（〈讐
1
囑

　　
一 嵯忍諜 （〈讐

）

讐

殉

〉《噛 ・

〉《

∂噺 ）

　 ∂た
皿

∂噛 ‘）

）〉

∂ky 讐う） （2．3）

と求まる 。 こ こ で 、Σ⊃n ≦EF はフ ェ ル ミ ・レ ベ ル より下 にあ るバ ン ド全 ての 和 を表す。 そ

して 、 ∫』z 疎 はブ リル ア ン ・ゾー ン全体 に わ た る結 晶運動量 の 積分で ある 。 また、
一

行

目か ら二 行 目に お ける変形 で は、砺 に掛か っ て い る 編 微分 を部分積 分 に よ りプ ロ ッ ホ 状

態の 微分 に置 き換えた後 、 時間依存する シ ュ レーデ ィ ン ガ ー方程式か ら得られ る （プ ロ ッ

ホ状態に 対する）関係式 z瞳 （t）〉
； 魚 副窒弔¢ ）〉を用い た 。

二 行 目か ら三行 目の 変形で は 、

まず断熱近似 を用い て他 の 状態へ の 遷 移 を落 として お り、 さ らに式 （2．1）の 関係 を用い て

時 間微 分 を 編微 分 に置 き換えた 。 式 （2．3）はホ
ー

ル 伝導度 が

a
・y

一 嘉Σ
，ん貔（〈∂柘

　 　 　 n ≦E 」
・

　　e2
≡

　2π

NCh

∂噛 ，）
∂u 髭 

〉
一

く
∂u 勧

∂ky ∂ky

∂

矯
）

〉）
（2．4）

と与え られ る事を意味す る 。 こ の 表式が 有名なサ ウ レ ス ー甲元一ナイチ ン ゲ ー
ル ーデ ン ・ニ

ー

ス （TKNN ）公式で 、 1980年代初頭 に見出 され た ［17］。　NCh は チャ
ー ン数 と呼ば れる トーラ

ス 上 で 定義 され る トポ ロ ジカ ル 数で 、 上 の 表式で はプ ロ ッ ホ波動 関数 の ブ リル ア ン ・ゾー

ン 上 に お け る トポ ロ ジ ー （渦度）が 表現 され て い る ［17，
18］。 励起 ギ ャ ッ プが 閉 じな い 限

り必ず整数値 をと り、 ハ ミ ル トニ ア ン に含まれ る パ ラ メ タ の 連続変化や不純物な どに よる

摂 動の 影響を受けな い
。 ギ ャ ッ プが 閉 じる と k 積分 が ブ リル ア ン ・ゾ ー ン 全体 の 積分 とは

な らず （バ ン ドの 和 」P　il積分 は詰 まっ た状態 を足 し合わせ て い る ）、そ の 場合 は任意の 値

を と りうるた め 量子化が 保証 さ れ な くな る 。 ギ ャ ッ プが 閉 じて また開 くと 、 整数値が別 の

整数値 に変化 する と い う転移が 起 こ る 。

　 ホ
ー

ル伝 導度 が有限値 を とる た め に は 、時間反転対称性 の 破れが必 要条件 とな る 。
こ の

破れは 、
一

般 的に は 磁場に よ っ て 与え られ る
3

。 磁場以外 に も、ス ピ ン の オー ダーな ど に

よ り発生 した磁化 に よ り （外部磁場が ゼ ロ の もとで ）ホ ール 効果 が発生す る事が あ り、そ

の 場合 で も励起 ギャ ッ プが開い て い れ ば 、 ホ ール 伝導度 は式 （2．4）に従 っ て 量子化 され る 。

議論出来る こ とが知 ら れ て い る が、こ こ で は あ ま り立 ち人 ら な い 事 に す る 。例 えば 、入 門 的 な テ キ ス トと し

て 文献 ［6］参照 。

　
3
磁場 が 掛か っ て い る 場 合、式 （2．4）に お け る 海積分 は 磁気 ブ リ ル ア ン ・ゾ ーン 上 で 定義 さ れ る 。
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　また 、 電荷が 磁場 に比例 して発生 する とい う結果 も以下 の よ うに して得 られ る 。
い ま 、

¢ 方 向と ・y 方 向が 等価で あ る とする と、 電流 は

　　　　　　　　　　　　　　　〈・li＞一 ・
。 y　2 ・轟 　 　 　 　 　 　 （2・5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

と書ける 。 電荷密度 を ρe と書 くと しよ う。 す る と 、 電荷の 保存則 、 式 （2．5）、 お よび マ ッ

ク ス ウ ェ ル 方程 式 を用 い る事に よ り、

　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 ∂B

　　　　　　　　　　〈P・〉一 ▽ 《」〉 ＝
… y ▽ × E ＝

… 厨 　 　 　 　（2・6）

　　　　　　　　　　　　　　．
°
．〈ρe＞　；　　σ xyB 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

が示 され る 。

2．3　 ス ピ ン流

　電子 ス ピ ン Sx は い ま保存量で ある とする 。 す る と 、 ア ッ プ ・ス ピン と ダ ウ ン ・ス ピ ン

の 電子 それ ぞれ に 対 して 電流が 定義 され る 。 そ れ ぞれ の 期待値 は 2．2節 の計算 を繰 り返す

事 に よ り得 られ 、

　　　　　　　　　　　　　　　 く」融 一 4あ ，

　　　　　　　　　　　　　　　 くJ融 一 噛Ey 　 　 　 　 　 　 （2．8）

となる 。 但 し、

鳴 一

糠 艦 （〈饗
・

　　・ 窰Nさ、，

端 一

穩 艦 （傑
・

　　諜 N さ、

讐
・

〉一く甕
・

饗
・

〉一機
・

讐・

〉）

饗・

〉）

（2．9）

（2．10）

は それぞ れ 、 ア ッ プ ・ス ピ ン を持 つ プ ロ ッ ホ状態 、ダ ウ ン ・ス ピ ン を持 つ プ ロ ッ ホ 状態の

電気的 ホ ール 伝導度 で ある 。 それ ぞれ が チ ャ
ー ン 数 N 濫で書 き表さ れて い る 。

ス ピ ン流 は

　　　　　　　　　　　　　く凋 一 毳（〈4 。 〉
一
〈」Lx＞）

　　　　　　　　　　　　　　　　一 σ茎あ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2・11）
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と な り、 σ黏はス ピ ン ホ ール 伝導度

・fi， 一 毳（σ
↑ ＿

σ
↓

　 毋 y　　 　 x 宮）

　 　 　 　 e

　　
篇

瀛
1＞δh ，

穐 、
・ 1垢 、

− Nさ、）

（2．12）

（2．13）

で ある 。 式 （2．12）の
一行 目の 因子 1／2 はス ピ ン が 1／2 で ある こ とか ら来て い る 。 N δh はス

ピ ン ・チ ャ
ー ン 数 ［19］と呼ばれ 、 系が 時間反転対称 な ときは N8h　＝ ＝ − 1鮎h となるの で 必

ず整数値を取 る4
。

　時間反転対称性が存在 し、かつ 嬬y
が有限 に なるため の 条件 は N8hT ： − Nさh ≠ 0 、 すな

わち σ島 ＝ 一
σ晦≠0 で ある 。 こ れ を実現 させ る に は、電子 ス ピ ン に依存 して結合する

“

磁場
’

の よ うな もの があれ ば よい 。 すな わ ち、ア ッ プ ・ス ピン の 電子 とダウ ン ・ス ピン の

電子 がそれぞれ逆向 きの
“Ezace場

”

を感 じ、 互 い に伝導度の 符号が反転 した量子ホ ール 状態

が 出来れ ば良い
。 こ の よ うな

“

磁場
”

は 、 固体中の ス ピ ン 軌道相互作用 に よ っ て 与えられ

る 。 そ して 、 ス ピン ホ ー
ル 伝導度 は励起 ギ ャ ッ プが 開 い て い る 限 り e／2π の 整数倍 に 量子

化 され 、 時間反転対称性 と S
。

の 保存則 を保つ 摂動に対 して robust で ある 。 量子 ス ピ ン

ホ ール 効果 を示す具体的 なモ デ ル の 例 として、 グ ラ フ ェ ン の Kane−Mele摸型が挙げ られ

る ［14 ，
15］。

　電荷密度の 式 （2．7）を得 るの と匳 じ計算をア ッ プ ・ス ピン状 態 とダ ウ ン ・ス ピン 状態に

対 して 繰 り返 し、そ れぞれの 差 を考える と、電子ス ピ ン密度が磁場 に比例 して 現れ る こ と

が解 る ：

　　　　　　　　　　　　　く摩 鉾 禰 鴫 ・・　 　 　 （… 4）

ゼ ーマ ン効 果 と
一

見似て い るが、ボ ーア磁子 に依存せ ずス ピ ンホ ール 伝導度で書か れ て い

る点や 、 フ ェ ル ミ面 が無い 点 が大 き く違 う。

　こ の 副節 の 議論 は 、 Sxが 保存す る場合の み有効 で ある事 を再度 強調 して お く。 しか し、

非保存 の 場合を議論する 上で の 土台 とな る 。

3　時間反転 を破 る トポ ロ ジカル 絶縁体 （量子 ホ ー ル 系）

　こ の 節で は 、 時間反転対称性 を破 る トポ ロ ジ カ ル 絶縁体 （量子 ホ ール 系） を議論す る 。

そ して バ ル ク／エ ッ ジ対応 ［2，
3］、すな わ ち、バ ル クに量 子化 され た ホ ール 伝導度が存在す

る と、電荷保存則 を満た すた め に エ ッ ジ に カ イ ラ ル な状 態が 存在 しな けれ ば な らな い 事 を

示す 。

　
4
式 （2．13）は文献 ［191の 定義と比 べ て 因子 1／2 だけ異な っ て い る 。 すな わち、文献 ［19］の 定義 に 従うと、

ス ピ ン ・チ ヤ
ー

ン 数は時間反転対称な ときは偶数値をと る 。
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　以下 、 x ≧ 0の半無限平面 に系が存在する とする 。 そ して エ ッ ジに お ける電子の 閉 じ込

め ポ テ ン シ ャ ル は 階段 関数的 にな っ てい る と近似す る 。

　バ ル ク領域 の 電流 お よび 電荷 （面 ）密度 は

  一 e（・）a ． y　£ 　Ei．i　E」，

　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

〈ρe＞＝ θ（x ）σ置，
B

（3．1）

（3．2）

と書ける 。 連続 の 式を吟味す る と、

　　　　　　　　　　　　ψ。〉＋ ▽ ・
＜J＞ 一 δ＠）σ 。”燭

　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　 e2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
＝ δ（x ）

薪
N ・渦 　 　 　 　 （3・3）

となる の で （NCh は式 （2．4）で 与え られ る チ ャ
ー ン 数）、 電荷の 時間微分は空 間積分を行 う

こ とに よ り

　　　　　　　　　　　　　　ebulk− ・嘉N ・・Ey 　 　 　 岡

で 与 えられ る （L 》 1 は エ ッ ジ の 長 さとする）。 す なわ ち 、
バ ル クだ け 見る と電荷の 保存

則 を満 た さな くなる事が 解 る 。

　エ ッ ジ状態 として 、 境界 ＠ ＝ 0）を y 軸に沿 っ て
一

定の 向きにの み移動で きる カ イラ ル

な一次元 フ ェ ル ミオ ン q（t，
ty）が 存在する と仮定 して み る 。 とい うの も、 こ の よ うな粒子

が存在する と カ イラ ル 量子異常に よ り電荷の 保 存則 が 破れ る 事が知 られて い る か らで あ

る ［20
−−23］。 こ の 破れ を用い て式 （3．4）を相殺 させ よ うとい うも くろみ で ある 12，3ユ。

　
一

つ の カ イラル ・エ ッ ジ状態 に よ る保存則 の 破 れ を具体的 に計算 して み よ う。 電場 中の

分散関係 は ゼ ロ ・エ ネル ギ
ー

（フ ェ ル ミ点）近傍 で

E た
＝ v （δk，

− eEut ） （3．5）

と書け る 。 こ こ で 、 δ砺 は フ ェ ル ミ点 か ら測 っ た運動量で 、 v は フ ェ ル ミ速度で ある 。
こ

れ よ り△ t の 間に 増加す る粒子 数 は △N ＝ 一
荷1鍵 で あ り、 よ っ て 電荷の 時間微分 は

　　 　　　　 　　　　 　　 ．　　　　　　　 △ N 　　　e2 　 v

　　　　　　　　　　　　Qedge
　＝＝− eま鸛π

＝ 五
磊 画

場 　　　　　　（3・6）

となる 。

　よ っ て 凡 ん が 正 （負）の と き、 v が 負 （正）の カ イ ラ ル ・エ ッ ジ状態 が ！覧 h 個 （
− NGIl

個）存在す れ ば、系全体 と して 電荷保存則が 成 り立 つ 事が解 る 。 言 い 換え る と、バ ル クで

チ ャ
ー ン 数 （≡ 量子化 され た ホ ール 伝導度 ）が 非零 の 整数値 を と る絶 縁 体で は 、電 荷保

存則か らエ ッ ジ に は必 ず カ イ ラ ル な状態 が存在 しな けれ ば な らな い （バ ル ク／ エ ッ ジ対

応）［2，
31。 そ して 、カ イ ラ ル ・エ ッ ジ状態 の 数 はチ ャ

ー
ン 数で 与え られ る 。
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　こ の 節の 結果 は 、
エ ッ ジ に平行な電場 をかける と、

バ ル クか ら量子ホ
ー

ル 電流 に よ っ て

エ ッ ジ に 向けて 電荷が 供給 され 、 溜 ま っ て 行 くとい う様子 を表 して い る 。
バ ル クの 電荷輸

送 は励起状態に よる もの で はな く、 価電子 帯に ある状態が 運 んで い る。 サ ウ レス に よ り提

案 され た 断熱ポ ン ピ ン グ ［24］と等価な メ カ ニ ズ ム で あ る 。

4　 時間反転対称な トポ ロ ジカル 絶縁体 （量子ス ピンホ ー ル 系）

　こ の 節で は 、 時間反転対称な トポ ロ ジ カ ル 絶縁体 （量子 ス ピ ン ホ ー
ル 系）を議論す る 。

まず始め に 、 電子ス ピ ン S
、
が保存する場合を考え、 次に 、 電子ス ピン Szが保存 しな い 摂

動が 加 わ っ た 場合 を考 える 。

4．1　 S。
が保存する 場合

こ の 副節は ほ ぼ 3 節の 繰 り返 しで ある 。
バ ル クの ス ピ ン 流 、 お よび ス ピン面密度 は

　　　　　　　　　　　　　槲 一 θ＠）・錫Σ ・轟 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

　　　　　　　　　　　　　〈ρs＞ 一 θ＠）・轟β

とな る 。 連続の 式を吟味する と、

（4．1）

（42 ）

　　　　　　　　　　　　＜Ps＞＋ ▽ ・＜JS＞ ＝ δ（切σ海場
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ど

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
＝ δ＠）5i　NS ・

Eg
　 　 　 　 （4・3）

とな るの で （N δh は式 （2．13）で 与え られ る ス ピン ・チ ャ ー．一ン数）、
ス ピ ン の 時間微分は空

間積分 を行 うこ とに よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

　　　　　　　　　　　　　　畠・・lk一 ム
詳 渦 　 　 　 　 　 （… ）

で 与え られ る （L 》 1 は エ ッ ジ の 長さ とする）。 す なわ ち、
バ ル クだ け見る と 3x の 保存則

を満た さな くな る事が解 る 。

　エ ッ ジ状 態 と して 、境＄！　（x ＝ 0）上 に 、 互 い に 逆向 きの ス ピ ン と速度 を持 っ た カ イラル ・

フ ェ ル ミオ ン の ペ ア qT，s（t，y）が 存在す る とし よ う。 こ の よ うなペ ア は ヘ リカ ル ・エ ッ ジ

状 態 と呼 ばれ て い る ［14 ，
15］。

　 ヘ リカ ル ・エ ッ ジ状態が
一

つ あ る と き、ス ピン の 保存則 が破 れ る こ とを以 下 に 見る 。 ア ッ

プ ・ス ピ ン 状態 と ダウ ン ・ス ピ ン 状 態の 電 場 中に お ける分散関係 はゼ ロ ・エ ネル ギ
ー

（フ ェ

ル ミ点）近傍 で

環 ＝ 曽（δ秘
一 eEv の，

El ＝ − v（δ編
一

巳ヱ％の （4．5）
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と書ける 。
こ こで 、 δ秘 はフ ェ ル ミ点か ら測 っ た運動量 ．

　 ？J（− v）はア ッ プ ・ス ピン状態 （ダ

ウ ン ・ス ピ ン状態）の フ ェ ル ミ速度を表 して い る 。 こ れ よ り△tの 問に増加す る粒子数 は 、

ア ッ プ ・ス ピン状態 に 対 して は △ N ↑ ＝
一
尚欝 で あ り、 ダ ウ ン ・ス ピン 状態 に対 して は

△ NL 歯鶉 となる 。
よ っ て ス ピ ン の 時間微分 は

　 　 　 　1
3 細 9・

＝

温恕。

△N ↑＿△N ↓

△t

　 　 　 e　 v
＝

− L
薪 画

E
・ （4．6）

となる 。

　よ っ て ！璧 h が 正 （負）の とき、 V が 正 （負）の ヘ リ カル ・エ ッ ジ状態が 1＞δh 個 （
− N 昌h

個）存在すれ ば、系全体 としてス ピ ン 保存則が 成 り立つ 事が 解る 。 言い 換える と、
バ ル ク

で ス ピ ン ・チ ャ
ー ン数 （i 量子化 され た ス ピ ン ・ホ ール 伝導度）が非零 の 整数値 を とる絶

縁体で は
、

ス ピ ン 保存則か らエ ッ ジ に は必ず ヘ リカ ル な ギ ャ ッ プ レ ス 状態が存在 しなけれ

ばな らな い ［14 ，
15

，
19］。 そ して ヘ リカル ・エ ッ ジ状態の 数 はス ピン ・チ ャ

ー
ン数 で 与 え ら

れ る 。

　 こ の 副節 の 結果 は量子 ホ ー
ル 効果 と直接的な類似 が あ り、

エ ッ ジ に 平行 な電場 を か ける

と 、
バ ル クか ら量子 ス ピ ン ホ ー

ル 流 に よ っ て エ ッ ジ に向けて ス ピン が供給 され、溜 ま っ て

行 くとい う様子 を表 して い る 。
バ ル クの ス ピン輸送 は励起状態 に よる もの で はな く、価電

子 帯 に あ る状 態が運 んで い る 。 こ れ もサ ウ レ ス に よ り提案 された断熱 ポ ン ピン グ ［24］と

等価なメ カ ニ ズム で あ る 。

4 ．2　 Szの保存則を破 る時間反転対称な摂動がか か っ た場合

　次 に 、 Sx の 保存則 を破 る摂動 がか か っ た場合 を考 える ［14 ，
151。 た だ し、 重要 なポ イ ン

トと して 時 間反転対称性 は保 た れて い る とす る 。 電荷 の 保存は ゲ
ージ対称 性か ら必 ず保証

され るが 、ス ピン に 関 して は電荷 と異な り原理 的に 要請され る対称性が ない た め、
一

般に

保存則 を破 る相互 作用 が存在する 。 例 えば、ラ シ ュ バ 、ある い は ドレ ッ セ ル ハ ウ ス ・ス ピ

ン軌道相 互作用 な どが その 例 で ある ［14，
15

，
251。 その よ うな相 互作用 があ る とス ピン や ス

ピン流 は ill−definedとな る 。 しか し、 エ ッ ジ状態 の 有無は、ス ピン の 保存 ・非保存に 関わ

らず物理的 に 意味が ある 、 この 副節で は 、
ヘ リカル なギ ャ ッ プ レス ・エ ッ ジ状態の 数が 奇

数の場 合 は摂動が か か っ て も最低
一

つ の 状態が 生 き残るが 、 偶数の 場合 は生 き残 る保証は

な い こ と を示 す。

　以下 、 エ ネル ギー ・ス ペ ク トル の 概念 図を用 い て 説明す る 。 x ・＝0 に エ ッ ジが 有る た め 、

並進対称 性 は y 方向に の み 存在す る 。 その た め 良い 量子数 と して 存在す る結 晶運動量 は 砺

の み で ある 。 格 子定数 を 1 と して 、 ブ リル ア ン ・ゾ ー
ン は 0 ≦ 秘 く 2π に と っ て あ る 。
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4．2 ．1 　ヘ リカ ル ・ エ ッ ジ状態が一 つ の場合

　摂動が ない 段階で 、 y 方向の 速度が正 の ア ッ プ ・ス ピ ン 状態が 一
個 、 速度が負の ダ ウ ン ・

ス ピン状態が 一
個 ある とす る 。 まず 、 ア ッ プ ・ス ピン 状態の ス ペ ク トル を引 く。 図 1 に あ

る よ うに 、 価 電子 帯か ら伝導電子帯 へ 突 き抜ける よ うな右肩上 が りの 赤線で書か れ て い

る5
。

こ こ で
一点注意す る と、

エ ッ ジの ス ペ ク トル は必ずバ ル クの ス ペ ク トル の 中に埋 も

れ て い き、 混ざり合わ なけれ ばな らない
。 とい うの も、 4．1節で 述べ た よ うに 、 保存則 （Sx

が保 存する場合の 話）が 成立する為に はバ ル クか らエ ッ ジ に向けて ス ピ ン が供給 され な け

れ ば い けな い か らであ る 。

一
般には エ ッ ジ だけ で孤 立 した ス ペ ク トル もあ り得 よ うが 、 そ

れ は こ こで 議論 してい る トポロ ジ カ ル な エ ッ ジ状態 とは何 の 関係 もない 。

　次 に ダウ ン ・ス ピン状態 の ス ペ ク トル を引 く。 こ れは左肩上 が りの 青線 で 書か れ て い

る （図 1）。 注意すべ き点 は 、 こ れ ら 2 つ の 状態は 時間反転変換で 互 い に移 り合 う関係 に あ

る の で （そ うで ない と時 間反転対称に な らない ！）、 ブ リル ア ン ・ゾ L−一ン の 時間反転対称

点 （ky　＝　n π
，　n は整数）の 折 り返 しに 関 して 対称 に な っ て い な けれ ばな らな い

。 その た め 、

こ れ ら 2 つ の 線は必ず 砺
＝ π で 交わ る6

。 そ して 、
こ の 交わ り （図 1の 黒 点）は ク ラ マ ー

ス 縮退 で あ り、 時間反転対称性が保た れ て い る限 りい か な る摂動が か か っ て も必ず生 き残

る 。 他 の 時間反転対称点 ky　＝ ＝　O や 砺 ＝ 2π で も、 とな りの ブ リル ア ン ・ゾ
ー

ン か ら伸 び

て きて い る状態 との 間に ク ラマ ース 縮退が あるた め （縮退点はバ ル クの バ ン ドの 中 に埋 も

れ て し まっ てい るが ）、 そ れぞ れ の 線は必 ず価 電子帯か ら伝導電子帯へ 突 き抜ける 。 すな

わち、ギ ャッ プ レ ス 状態の 対 が robust に生 き残 る 。

4 ．22 　 ヘ リカル ・ m ッ ジ状態 が二 つ の 場合

　摂動が ない 段階で
、 v，方向の 速度が 正の ア ッ プ ・ス ピン 状態が 二個 、 速度が負の ダウ ン ・

ス ピ ン 状態が 二 個 ある とする 。 図 2（a）に あ る よ うに 、 ア ッ プ ・ス ピ ン 状態の ス ペ ク トル

をバ ル クの 価電子帯 か ら伝導電子帯へ 向けて 右肩上が りの 赤線 二 本で 書 く。 次に 、 そ れぞ

れ の 赤線 に 対 して 時 間反転対称 点 で の 折 り返 し とな る よ うに 、 ダウ ン ・ス ピ ン状態 の ス

ペ ク トル ニ本 を青線で 書 く。 対称点で の 交わ り （黒点）は先ほ ど と同様 ク ラ マ
ー

ス 縮退で

あ り、 時間反転対称性 が保た れ て い る限 りい か な る摂動が か か っ て も必ず生 き残る 。 しか

し、 白丸で 表さ れ た交点 は ク ラ マ
ース 縮 退 とは無 関係で あ り、

一
般 に S

。
の 保存が 破 れ る

と互 い に 混 ざ り合 っ て ギ ャ ッ プ が 開 い て しま う（図 2（b））。

　
5
もち ろ ん、実際 に モ デ ル を用 い て 計 算す る と、こ ん な

一
直線 に はな ら な い 。

　
6
図 1 で は バ ル ク の バ ン ド ・ギ ャ ッ プ領域内 に おけるエ ッ ジ ・ス ペ ク トル の 交点が 砺 ＝

π に ある場合 を描
い て い る が （例えば、蜂 の 巣格子 の 1くa 臆 Mele 模 型 で ジ グザ ク ・エ ッ ジ を 考えた 場合 は こ の よ うに な る ）、

栃
＝0 に交点が現わ れ る場合 もある 。
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図 1： ヘ リ カル ・エ ッ ジ 状態が 一
つ の と きの hy　 ＝ π 周辺 の ス ペ ク トル 。 黒丸 は ク ラ マ

ー
ス

縮 退 を表す 。

4．2．3　 ヘ リカ ル ・ エ ッ ジ状態が三 つ の 場合

　 しつ こ い ようだが 、 もう少 し繰 り返す。 摂動 がない 段階で 、 速度が正の ア ッ プ ・ス ピン状

態が三個 、速度が負の ダ ウ ン ・ス ピン状態が三個ある とす る 。 図3（a）にあ る よ うに、ア ッ

プ ・ス ピ ン 状態の ス ペ ク トル をバ ル クの 価電子帯か ら伝導電子帯 へ 向けて 右肩 上が りの

赤線三本で 書 く。 次 に、そ れぞ れの 赤線 に対 して時間反転対称点で の折 り返 し とな る よ う

に、ダウ ン ・ス ピン 状態の ス ペ ク トル 三本 を青線 で書 く。 対称 点で の 交 わ り （黒点）は先

ほ ど と同様 ク ラ マ
ー

ス 縮退 で あ り、時間反転対称 性が保 たれて い る 限 りい かなる摂動がか

か っ て も必ず生 き残 る 。 しか し、白丸で 表 された交 点 は金 て クラ マ
ース 縮退 とは無 関係 で

あ り、一
般 に Sx の 保存が破れ る と互 い に混 ざ り合 っ て ギ ャ ッ プが 開 い て しま う。 しか し 、

それ で もこ の 場合 は必 ず
…

対の ギ ャ ッ プ レス 状 態が生 き残 る事が見 て 取れ る （図 3（b））。
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図 2： ヘ リカ ル ・エ ッ ジ状態が二 つ の と きの 柘 ＝ π 周辺 の ス ペ ク トル 。 （a）は摂動が か か

る前 の 図で 、黒丸 は ク ラ マ
ー

ス 縮退 、 白丸は偶然縮退 を表す 。 （b）は摂動がか か っ た後の

ス ペ ク トル を表す 。

4．3　Z2 トポ ロ ジカ ル 数

　以上 を繰 り返 して行 くと 、 摂動が加わる前の 状態数が奇数で あれ ばエ ッ ジ状態は robu6t

に生 き残 り、偶数の 場合 は残 らな い 事が 解る 。 こ れ らの 結果 は トポ ロ ジ カル 数に よ り分類

され る 。 まず 、 ス ピン ・チ ャ
ー ン 数 （2．13）を用 い て 議論す る 。 3、 が保存 す る場 合、 こ の

数 は ヘ リ カル ・エ ッ ジ状態の 数 と一致する （4．1節参照）。 Sx が 非保存 の 場合 の 振 る舞 い の

詳細 は福 井
・
初貝 に よ り詳細 に調べ られ て い る ［26］。 その 結果 、Sz を保存 しない 相互 作

用 が加 わ る とス ピ ン ・チ ャ
ー

ン数 は トポ ロ ジ カ ル な意味 を失 っ て し まう、すな わち 、
パ ラ

メ タ を振 っ て ハ ミ ル トニ ア ン を連続変形 させ た とき、
バ ル クの バ ン ド ・ギ ャ ッ プが 閉 じな

い 場合 で も値 が別 の 整数値 にジ ャ ン プ して しま うこ とが起 こ る 。 しか し、 ス ピ ン ・チ ャ
ー

ン数 の 偶奇性 は トポ ロ ジ カ ル な意味 を失 わ な い （す なわ ち 、
バ ル ク の ギ ャ ッ プが 閉 じ ない

限 り、 偶 数 な らば偶数 の ま ま 、 奇数な らば奇数の ままで あ る ）。 よ っ て 、ス ピ ン ・チ ャ
ー

ン 数が 奇数で ある よ うな系 に は トポ ロ ジ カ ル に robust な ヘ リカ ル ・エ ッ ジ 状態が 最低
一

つ は 存在 し、偶数で あれ ば robust な状態は ない
、 とい うこ とに なる 。
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（a）

｛b》

図 3： ヘ リ カ ル ・エ ッ ジ状 態が 三 つ の と きの ky　＝ π 周辺 の ス ペ ク トル
。 （a ）は摂動 が か か

る前の 図で
、 黒丸は ク ラ マ ース 縮退 、 白丸は偶然縮退を表す。 （b）は摂動が か か っ た後の

ス ペ ク トル を表す 。

　そ して 、 ス ピン ・チ ャ
ー

ン数の 偶奇性 に対応 する トポ ロ ジ カ ル 数が Z2 数で
、
　Kane と

Mele に よ り提案 された ［15］。　Z2数 は系が空間反転対称性 を持つ ときは容易 に計算 され 、

ブ リル ア ン ・ゾ ー
ン内 の 時間反転対称点にお け るプ ロ ッ ホ波動関数の パ リテ ィ の 積 と一致

す る こ とが示 されて い る ［27］。

5　 3 次元の トポ ロ ジカル 絶縁体

　2 次光系の 拡張 と して 、3 次元 の トポ ロ ジ カ ル 絶縁 体が ある ［4 ，
27］。 こ こ で は文献 ［4］に

関する直感的な議論 を行い たい
。

　次元が
一

つ 上が っ たため 、
エ ッ ジ状態 に対応す る もの は表面状態 とな る 。

ヘ リカ ル ・エ ッ

ジ状態の 自然 な拡張 は 、 ギ ャ ッ プ レス の 2次元デ ィ ラ ッ ク粒子で ある 。 すなわ ち 、 ク ラ マ
ー

ス 縮退 に よ り保護 され た奇数個 の デ ィ ラ ッ ク 粒 子が 表面 に存在 す る系 が 、 3次 元の トポ ロ

ジ カ ル 絶縁 体 とな る 。
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　と こ ろ で 、 「デ ィ ラ ッ ク粒子 が奇 数個 ある」 と い うこ とは実は大変奇異な こ とで あ る 。

こ の よ うな系で はパ リテ ィ量子異常に よ り、 表面に 電気伝導度単位 e2 ／2π の 半整数倍 に 量

子化 され た ホ ール伝導度が現 れ る 。 電子間相互作用 を取 り入 れ て い な い に もかか わ らず 、

で ある。
こ の 導出に つ い て の 詳細 は付録で議論する こ とに して 、 以下 、 文献 圏 に述べ ら

れ て い る注 目すべ き現象の 予言に つ い て述 べ る 。 表面近傍に電荷 を置 くと、そ こ か ら放射

状に 生 じる電場を感 じて 表面で ホ ール 電流が流れ る。
こ の 電流が作 る磁場分布が 、 ち ょ う

ど表面 を挟 ん だ鏡映点上 に磁気単極子 を置い た場合に発生する磁場分布 と一
致する 。 すな

わ ち 、 表面 を挟 ん で 電荷 と磁気単極子 の 束縛状態 （ダイオン （dyon））が出来て い る よ う

に見 える 。

　表面 で 量 子ホ ー
ル効 果が発 生 す る とい う事は 、 表面 に チ ャ

ーン ・サ イ モ ン 作用

・ − ／漁 疇 一 搬 （5．1）

が存在する こ と と等価 で あ る （μ，ρ，
v ＝ t

，
　xiY で 、 6

μpu は三階の 完全 反対称 テ ン ソ ル ）。 こ

れ は、バ ル ク に おい て θ項

亀 一 1齢 麟 鐸E ・B （5．2）

（但 し 、 θ ・＝　 T ）と呼ばれ る トポ ロ ジカ ル な （時空 の 計量 に よ らない ）項が存在する こ とを

意味す る
7

。 θ項は一
般の θに対 して は時 間反転対称性 を破 っ て しま うが 、 θ ＝ O，

π の 時 に

限 り対称性 を保 つ
。 そ して 、θ ＝ π が トポ ロ ジ カル に非 自明な絶縁 状態に対応 し 、 式 （5．2）

の 表面項 と してチ ャ
ー ン ・サ イ モ ン項 （5．1）が 現れ る とい う訳で ある ［4］。 すなわ ち 、 試料

表面に お ける ギ ャ ッ プ レ ス ・エ ッ ジ状態の 存在 とバ ル ク の θ項の 存在が 一対一 に対応 して

い る 。 そ して 、 θの 二 値性が ち ょ うど3 次元の Z2数に よる分類 ［27］と対応 して い る 。

6　 最 近 の 話題

　 最近で は 、 トポ ロ ジ カル 絶縁体 に 対す る不純物の 効果 や 、 電子相関の 効果等が研究 され

続 けて い る 。 電子相 関の研究 で は 、
パ イ W ク ロ ア格子 や蜂の 巣格子 上 に お ける ス ピ ン 軌道

相 互 作用 を持 つ バ バ ー ド模 型が 調べ られ て V｝る 。 そ して 、 平均場計算 に よ る相 図が 得 られ

てい る ［30，
31］。 その 結果 、以下 の 事が 言 われ て い る 。 ス ピ ン軌道相互作用が大 き く電 子相

　
7
θ 項 は、量 子色力学 （QCD ．強 い 相互作用 を 記述す る 非 ア

ーベ ル ・ゲ ージ理論）の 真空を 非摂動 的に定義

し よ うと し た ときに 見い 出され た項で ある 。 こ の 場合、式 （5．2）中の E や B は非 ア ーベ ル 的電場や磁場 に

置 き換わ る 。 θの値 は QCD の枠内の み で は決め る こ とが 出来ない
。 そ して 、 θ≠o

，
π で あ る と CP 対称性

（C ；荷電共役，P ：パ リ テ ィ ）が破れ る 。
こ れ は CPT 定理 より時間反転対称性 の 破れ と等価で ある 。 しか し 、

中性子 の 電気双 極子 モ
ー

メ ン トの 測定 か ら強 い 相互作用 の 時間反転対 称性 の 破 れ は極 め て 小 さ い と され て

い る 。 こ の パ ラ ドッ クス は strong 　CP 問題 と呼 ば れ て い る ［28］。 そ して こ の 問題 の 解決 の ため、　dynamical
に θ 謀 0 に 落 ち 着 か せ る 機構 と・し て Pecceiと Quinnに よ り導入 さ れ た 素粒子 が ア ク シ オ ン （axion ＞で あ

る 1が 、 未だ発見 さ れ て い な い ）［29］。 最近 トポ ロ ジ カ ル絶縁体の議論で もこ の名称に し ば し ばお 目 に か か

る ［4］。 蛇足で ある が 、 Peccei−Quilln理論に よ る と 、 θ　 ・π は エ ネ ル ギー極大点で ある 。
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関が小 さい 領域で は量子ス ピ ン ホ ール相が現われ る が 、 電子相関 を強め る と一旦 バ ン ド ・

ギ ャ ッ プが 閉 じた後 に モ ッ ト ・ギ ャ ッ プが 開 き （バ ン ドーモ ッ ト転移）ス ピノ ン が 解離 して

トポ ロ ジカ ル なエ ッ ジ状態 を作 っ て い る 状態 （量子 ス ピノ ン ホ ール相）が 現れ る 。 また 、著

者 等 に よ り量子 ス ピ ン ホ
ー

ル 相 の うち電子 間相互作 用 の 強 さや 格子 間隔が 適 当な大 きさ

を もつ 領域 で は 、 完全反磁性 （マ イス ナ
ー

効果）が起 こ る こ とが指摘 されて い る ［32，
33］。

7　 ま とめ

　以上 、出来 る だ け
一

般 的、 か つ 、簡単な定式化 を用 い て トポ ロ ジ カ ル 絶縁体 を概観 し

た 。 著者 の 力量不足 の ため網羅 的で な くい ろ い ろ 不十分な点 もあろ うが 、本格 的な勉 強の

前 に 大体 の あた りを付 ける の に 役 に 立つ の か もしれ ない 。 ひ とつ の 簡便 な見方 を提示す る

ガ イ ドとな る事 を願 っ て止 まない
。
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工 科大学）、 ノ
ー

トを丹 念 に と っ て くだ さ っ た 羽 田野研究室 の 川 本達郎君 、 そ して 著者の

拙い 「講義」 に参加 して盛 り上 げて くだ さっ た皆様全員 に心 よ り感謝致 します 。 また 、関

連テ
ー

マ の 共 同研究者で あ る北海道大学 の 前 田展希さん に感謝致 します。 そ して
、

い ろ い

ろ煩雑な事務手続 きを進め て くだ さ っ た羽 田野研 究室秘書の 三 井恵子 さん に もこ の 場 を借

りて 御礼 申 し上 げ ます。

付録 A 　 2次元 デ ィ ラ ッ ク理論 、
パ リテ ィ 量子異常 、 チ ャ

ー

　　　　　　ン ・ サイ モ ン 項 と 3 次元 トポ ロ ジカ ル 絶縁体

　2次元の デ ィ ラ ッ ク理論 に おけるパ リテ ィ量子異常 と 、 その 結果 、 有効理論
8
中に現 わ れ

るチ ャ
ー ン ・サ イモ ン項 に つ い て 少 し詳 し く議論 し 、 3次元 トポ ロ ジ カル 絶縁体 との 関連

につ い て述 べ た い
。

この 付録は本文 とは独立 に読め る ように書い たつ も りで ある 。 そ の た

め本文 と重 複す る部分が 若干有るが 、 ご容 赦 願 い た い
。

　
8
こ こ で 言 う有 効理論 に つ い て 簡単 に コ メ ン トす る。 微視 的な作用 S ［ψ，ψ

†，r］があ る とす る 。 こ こ で ψ と

ψ
† は微視 的 自由度 の 場 の 演算子、r は外場 で あ る 。 こ の 作用 か ら微視的 自由度 で あ る ψ と ψ†を積分 （trace

Out ）して得 ら れ る有効作用

　　　　　　　　　　　　　蚓 ・］・・＝÷ゆ ・・ψ
†劃 測

に よ っ て記述さ れ る 理論の こ とを、 外場に対する 応答を記述する有効理論 と呼ん で い る 。
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　以下 の 議論で は ラ グ ラ ン ジ ュ 形式を用い る 。 こ れは決 して伊達 や酔狂 で や っ て い るの で

はな くぐ 以下 で 本質的な役割を果たすチャ
ー ン ・サイモ ン 項は ハ ミル トン形式で は explicit

に現われ ず、そ の ため に定式化が複雑 に なる か らで ある 。
ハ ミル トン 形式で あ らわ に 顔

を出 さない 理由は 、チ ャ
ー

ン ・サ イモ ン項は外場 に直交す る応答 を表す項 なの で 、
エ ネル

ギ
ー

消 費がゼ ロ の ため で ある 。

付録 A ．1　2 次元 （2＋1次元時空）の デ ィ ラ ッ ク理 論

　デ ィ ラ ッ ク 理論 は相対論 的な運動 をす る ス ピ ン 1／2 の フ ェ ル ミオ ン を記述 する理論で

あ る 。 固体物理 で も、 グ ラ フ ェ ン 134］や ゼ ロ ・ギ ャ ッ プ有機導体 ［35 ，
361な どにみ られ る

よ うに 、
バ ン ド ・ス ペ ク トル の 中にバ レー （谷）点が 現れ る場合 があ り、そ の 点の 周 りの

低 エ ネ ル ギー励起が デ イ ラ ッ ク方程式 で 有効 的に記述 され る こ とが知 られ て い る 。 3 次

元 トポロ ジカ ル 絶縁体の 表面 に もデ ィ ラ ッ ク ・コ ー ン （ギ ャ ッ プ レス の バ レ
ー点）が現れ

る 。 以下 で は toy 模型 と して 2 次元 （2＋ 1次元時空）の デ ィ ラ ッ ク粒子 の 電磁気学 （Dirac

QED2 ＋1）を議論 して 行 く。 その 後 に 3 次元 トポ v ジ カ ル 絶縁体 との 関連を議論 した い 。

　電磁場 A
μ

と結合 した電荷 一e（＜ 0）を持つ デ ィ ラ ッ ク粒子 ψに対する ラグ ラ ン ジア ン密

度 は 以 下で与 え られ る ［23，
37］：

　 　 　 　 ＿　 　　　　　　　 1
£ 伽 ・

＝ ψ（頑｝− m ）　v　
一
　EF  ・

F μv
・ （付録 A ．1）

こ こで 、 μ，
1・ ＝ O

，
1

，
2 は時空 を表す添字で

9
重複 したギ リ シ ャ 文宇 に関 して は 自動的 に和

をとる 、
とい うア イ ン シ ュ タ イン の 規則 に 従 っ て い る 。 そ して 、

ft
・°

＝ σ
3

， ツ
1

− iσ i
，
　cr2− iσ 2

，

｛つ〜
μ

， つ
！
μ

｝＝ 29μレ

，

琶D
广 娩

一 e且
μ ，

　　　　　　　　　　　 づ

ψ≡ 7
μD

μ
＝

ツoPo
一タ・D

，

ψ… ψ
†
70，

鼻“
； ∂

μん
一∂

。
A

。，

gμμ
＝ diag｛1，

− 1 − 1｝，

（付録 A ．2）

（付録 A．3）

（付録 A ，4）

（付録 A ．5）

（付録 A ．6）

（付録 A ．7）

で ある 。

　 こ こで
．一

点 コ メ ン トを加 えた い
。 い ま扱 っ て い る デ ィ ラ ッ ク粒子 は

“

本物の
”

デ ィ ラ ッ ク

粒子 で あ り、式 （付録 A ．2）の ガ ン マ 行列 （パ ウ リ行列〉は本物 の ス ピ ン を表 して い る 。 そ

れ に対 し、 グ ラ フ ェ ン ［34］や ゼ ロ ・ギ ャ ッ プ有機導体 ［35 ，
36］な どの 低 エ ネル ギ ー

励起 と

　 9
こ こ で は 、電磁場 も 2次 元 空 問 中 に 閉 じ込 め られ て い る と して 扱 っ て し まっ て い る。固 体物理へ の 応用

を念頭 に 置 くと、本 来電磁場 に関 して は 3次元 的 に扱 うべ きで あ るが、以下 の 議論 で は 電磁場 の 方程式 を

解 くわ け で は な い の で 、表式 の 簡単化 の た め 2 次元的 で あ る と して い る 。

一 202一
N 工工

一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「トポ U ジ カル 絶縁体の 理論 に関する ノ ー
ト」

して現れ るデ ィ ラ ッ ク粒子 の場合で は 、 ガ ン マ 行列は擬ス ピ ン （副格子 ス ピン ）を表 して

い る 。 そ の た め 、 次副節 で述べ る時 間反転や パ リテ ィ変換 に対 す る変換性は両者 で若干異

な る場合が あ る こ とに注意 して頂 きたい
。 しか し最終的に得 られ る結論に対 して は影響が

現われ ない た め
、 定式化 の 簡便 さか らもこ の まま

“

本物の
”

デ ィ ラ ッ ク粒子 を扱 っ て行 く

事 にする 。

　ラ グ ラ ン ジ ア ン 密度 （付録 A ．1）か ら得 られ る オ イラー ・ラ グ ラ ン ジ ュ 方程式 として 、 デ ィ

ラ ッ ク方程式 とマ ッ ク ス ウ ェ ル 方程式が 導か れ る ：

　　　　　　　　　　　　　 （砂 一 m ）ψ ＝ O，　　　　　　　　　　　 （付録 A 。8）

　　　　　　　　　　　　　　　　紘F μμ

一 ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ − eψザψ．　　　　　　　　 （付録 A ．9）

付録 A ．2　 デ ィ ラ ッ ク質量 m が時間反転対称性 丁 お よ びパ リテ ィP を破 る

　　　　　　 こ と

　こ の 副節で は、 x
 

＝ t
，
　xl ＝ − Xl ＝ x

，
　x2 ＝ − x2 ＝ y と書 く。

付録 A ．2．1　丁 変換 （t →
− t）

　自由なマ ッ クス ウ ェ ル 方程式は 自明に 丁 不変で あ る 。 こ の こ とか ら、 ．4
μ

の 丁 変換は

　　　　　　　　　　AO（t，
　x

， y）　→ 　AO（
＿t

，
　x

，
　y）≡ AO 「

（tTX ，
　Y），　　　　　 （付録 A ．10）

　　　　　　　　　　Ai〈t，
m

， y） → 　＿Ai←t
，x ， y）……遼

丁

（t，
x

，y）　　　　　（付録 A ．11）

と定まる ［23，
37］。

　m ・ ・ O の 自由なデ ィ ラ ッ ク方程式 （電磁場 は カ ッ トす る 。
つ ま り APt　・＝ 　O） も自明 に 丁

不変 で ある と考 え、ψの 変換性 を定め て み よ う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 1夢ψ ； 0　　　　　　　　　　　　　　（付録 A ．12）

に 対 し t を 一t に置 き換 えた もの を愚直に書け ば

　　　　　　　　　　　i（
− 70∂o

−
％ ∂

＝

一
物 ∂y）ψ（− t

，
x

， y）； 0　　　　　　　（付録 A ．13）

と なる こ とが解 る 。
こ こ で 、 70　＝　70 ， 7。

≡ 71 ＝ − 71 ， 悔
≡ 1

・
2　
＝　− or2で あ る 。

こ こ で 発見

法的 に

　　　　　　　　　　　　 th（＿孟
，
x

， y）＝ 一
悔 ｛ψ

τ

（t，
　x

，

，
y）｝

＊

　　　　　　　　　（付録 A ．14）
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とお くと、

　 婚 o∂o ＋   ∂
。 ＋ 7y∂y）7y ｛ψ

7
（ちx

， y，）｝  0
，

⇔ 　i（一ッo∂o
− “

！x ∂x ＋ 7y∂y）｛ψ
τ

（オ，
　x
’
， ［V）｝

＊

＝ 0
，

＜・＞　i（・γo∂o
− ’

Ys，∂x
一

殉 ∂y）ψ
7
（ちx ， Zノ）； 0．

（付録 A ユ5）

（付録 Aユ6）

（付録 A ユ7）

こ こで 、 1行 目か ら 2行 目で は左か ら7y を掛けて 丸括弧の 左か ら右 へ 移 し 、 消去 した 。 また

2行目か ら3行 目で は複素共役 をと っ た 。 こ れ に よ りzbT（t，
x

，
　y）は 丁 変換前の 場 th（t，　x’，y）

と同 じ方程式 に 従 うこ とが解 る 。 すな わ ち 、 式 （付録 A ．14）に よ っ て ψの 丁 変換 を定義す

る こ とに よ り、 m ＝ 0 の デ ィ ラ ッ ク方程式を T 対称 にする こ とが 出来た 。

　次に m ≠ O の 場合 を考 えよ う。 する と
、 質量項 は オ → 磁 の 置 き換えに 対 し

m ψ（ちx
，y）→ η 丑ψ（一ちm

，y）＝ m ←
・
Yy）｛ψ

τ

  ，
　x

，y）｝
＊

（付録 A．18）

とな る 。 式 （付SX　A ．15）か ら式 （付 録 A ，17）まで の 変形 と同様 に左か ら 物 を掛けて消去 し

複素共役 を とる と 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　＿mOf （t，
x ，

　y）　　　　　　　　　　　 （付録 A ．19）

とな り、 ψ
τ
（t，

　x
，
　y）は ψ（t，

x
，y）と比べ て 質量 の 符号が 反転 したデ ィ ラ ッ ク方程式 に従 うこ

とが解 る 。 すな わち、質量項 は T を破 る こ とが 示 された 。

　 こ こ で は式が煩雑 になる の を避け るため 、電磁場 とデ ィ ラ ッ ク粒子 を別 々 に議論 した

が 、両 者の 結合系 （つ ま り Dirac　QED2＋ ユ）を考えて も結果 は同様で ある 。

付録 A ．2 ．2　7冫 変換 （x →
− x

，

’
y　
一

“ y ）

丁 変換 の 場合 と同様 に、P 変換
10

に つ い て も議論 出来 る 。

自由な マ ッ クス ウ ェ ル 方程式は 自明 に P 不変で ある 。
この こ とか ら 、 A

．
の 7） 変換は

AO（ち偽 〃）
一
→ ．40（ち

一x
，
　y）≡ A 〔甲

（ちx
，〃），

・41（ち欝 ，y＞ → 　一．41（ち一x ， y）1＝　AIP （ちX ， y）．

孟
2
（t，

x7Y ） → ．42（ち一x
， y）・ii　A2P （砿 〃）

（付録 A ．20）

（付録 A ．21）

（付録 A ．22）

と定まる ［23 ，
37】。

　m ＝ 0 の 自由な デ ィ ラ ッ ク方程式 （電磁場 は カ ッ トする 。 つ ま り．4
μ

＝ ω も自明 に P

不変 で あ る と考 え、ψの 変換性 を定め て み よ う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ ψ ＝ 0　　　　　　　　　　　　 （付 録 A．23）

1e3 次元空間の パ リ テ ィ 変換は 毋 →
一¢ で ある が 、2 次元空間 の 場合は 仰 →

一
餌

，
　y → y と な る （r．の 符号

を変えず y の 符号だけ変え る 、 とい う定義で も良い ）。 とい うの も、 3 次元 と同様に 全 て の成分に負号を付
け る 形 で 定 義す る と、そ れ は 180 度 回 転 と等価 に な り、離散変換 と し て 定義 出 来 な い か らで あ る。
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に対 し ．T を 一x に置き換えた もの を愚直に 書けば

t　（Oγo∂〇 ＋ orx∂ガ
ー7y∂y）ψ（ち一x

， y）＝ 0

となる こ とが解 る 。
こ こで 発見法的に

ψ（ち
一x ， y，）＝ 一

っ
tx 　thP（t，〔じ，

　y）

（付録 A ．24）

（付録 A．25）

とお くと、

一i（70ao＋ 7 。 ex一
悔6ゆ悔 ψ

ア
（ちx

，
　gy）； O

，

oi （70∂o
−

％ ∂le　一　7yey）ψ
P
（ちx

，
　y）； 0．

（付録 A ．26）

（付録 A ．27）

こ こ で 、1行 目か ら2行 目で は左 か ら7x を掛 けて丸括弧 の 左か ら右 へ 移 し、消去 した 。 こ

れ に よ りψ
P
（t，

x
，Y）は P 変換 前の 場 ψ（t，

x
，y）と同 じ方程式 に従 うこ とが解 る 。 すなわち、

式 （付録 A ．25）に よ っ て ψの P 変換 を定義する．こ と に よ り、 m ＝O の デ ィ ラ ッ ク方程式 を

P 対称に する こ とが出来 た 。

　次 に、m ≠ 0 の 場合 を考 えよ う。 する と、質量項は x →
一

＝ の 置 き換 えに対 して

m ψ（ち．T
，y）→ 規 ψ（ち一x

，y）＝ m ←  ψ
ア

（ち綴
， y）） （付録 A．28）

と変化する 。 式 （付録 A．26）か ら式 （付録 A27 ）まで の 変形 と同様 に左 か ら 7。
を掛け て消

去 する と、

　　　　　　　　　　　　　　　　 − m ψ
P
（t，

x
，
　y）　　　　　　　　　　　　　（付録 A ．29）

とな り、 vt　
1）

（t、　m ，tU）は th（t，
　x

，y）と比べ て 質量の 符 号が反転 した デ ィ ラ ッ ク方程式 に従 うこ

と に なる 。 す なわ ち、質量項 は P を破 る こ とが示 された 。

　 こ こで は式が 煩雑 に な る の を避 け るた め 、電磁場 とデ ィ ラ ッ ク 粒子 を別 々 に議論 した

が 、両者の 結合系 （つ ま り Dirac　QED2＋ 1）を考えて も結果は 同様で あ る 。

付録 A ．3　電磁場 、4
μ

の 有効作用

　付録 A．2 節で は、 フ ェ ル ミ オ ン の 質量 が有限の 場合 の Dir翫c　QED2＋ 1 で T と P の 対称

性 が破れ て い る こ とを見た 。 こ の 対称性 の 破れは外部磁 場 に よ り破 られる 対称性 と等価で

あ る 。 そ して 質量が存在 す る、すなわ ち、ス ペ ク トル に は ギ ャ ッ プが あ るた め 、ゼ ロ 磁場

で あ っ て も量子化 され た ホ ール 効果が起 こ る こ とが 期待 され る 。 以下 で 、実 際 に こ の こ と

を確 認 して み よ う。

　な お 、
こ の 副節で は

、 m は 三 元座標 澱 ＝ （mO ，
　xi

，
　m2 ）を表 して い る 。

　ψ と ψを積分 して 電磁 場 に対 す る有効作用 を導出す る ：

　　　　　　　　　　　　e蝿 》蜘 ψe 聯 緬 砺 L 　 　 醐 ・… ）
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もともとの 微視 的 ラグラ ンジ ア ン （付 録 A．1）が持 つ ゲ
ージ対称性 お よび u 一

レ ンツ 対称性

か ら、その 有効作用 は一
般 に次 の 形 を して い る ：

S
・…［Als］一 一1　f　d3・　・… f・

… 　・　f　d3・　f　d3・・　−1　・・（・）　・1
・・

（x　一　y）A ・（・）・ … 醐 ・・3・）

こ こ で 、 最初の 項は も と もと微視的ラ グラ ン ジ ア ン （付録 A ．1）に 含まれて い た （フ ェ ル ミ

オ ン の 積分 とは 関わ りの ない ）マ ッ クス ウ ェ ル 項 、 すなわ ち電磁 場の 運動項 で ある 。 それ

に 対 し、 Hpu （x
− y）は フ ェ ル ミ オ ン の 積分 に よ り誘起 され る 3元 の カ レ ン ト2 点関数 で 、

　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　 δ
2　　　　　　　　　　 1

　　
f’” v

＠
一

”）＝

7・A
．＠）・姻

亀・［A μ］　 ＝ モ〈06T｛ゴ
μ

＠）〆（y
　　　　　　　　 　　 t
　　　 A

μ
＝0

）｝P＞ （付鋤 2）

とな っ て い る 。 こ こ で 、ノ は式 （付録 A ．9）で 定義され た フ ェ ル ミオ ン の 3 元 カ レ ン ト演算

子 で 、 T は時間順序積 を表す。 と こ ろ で 、 ゲ
ージ対称性よ りカ レ ン ト保存則

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂
μゴ

μ
＝ 0　　　　　　　　　　　 （付録 A ．33）

が成 り立 っ ため 、 カ レ ン ト 2 点関数に対 して x に関する微分 姥 ある い は y に関す る微分

鰐 を作用 させ た と き、

　　　　　　　　　　　　∂詳H 岬 ＠ − y）＝6髫H 岬 ＠ − y）＝ ＝0　　　　　　　　（付録 A ．34）

とな らな けれ ばい けない
。

　こ れ を満たす n
μ 。 （x − y）として次の もの が考え られ る ：

　　　 ll
μu （x

−
y）＝ ｛κ ε

μρy ∂
P

十 △ ε（口 gμv
− ∂

μ
∂の十

…　｝δ〔
3）
（x

−
y）．　　　 （付録 A ．35）

右辺 の 最初の
一

階微 分 の 項が 2＋ 1次元時 空 に特徴 的な項であ り、 こ の項 につ い て はす ぐ

後で 詳述す る 。 第 2 項は マ ッ ク ス ウ ェ ル 項の 繰 り込み 、 す なわち古典 電磁気学で い うとこ

ろ の 誘電率補正 を表す （□ は ダラ ン ベ ル シア ン ）。
こ れ は次の よ うに して 理解で きる 。

マ ッ

クス ウ ェ ル 項を変形 する と、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　　　　　 1

　　　　　　　　　
− EF・ ・ F μ”

　
一
　
− E（o・ん

一∂・A ・）（∂
PAv

　一∂劉

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　
＝ ：

　

−
E∂μAU（∂・ん

一∂即

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　
＝ SA

”

（□ A 厂 ∂μ∂・ 細

　　　　　　　　　　　　　　一 詠 ・ 9、，・　
一 ・離 　 　 　 （付鉱 36）

とな る 。 式 （付録 A ．35）の 第 2 項は 式 （付録 A ．36）に 含まれ る微分 の 構造 と同 じ形 を して い

る た め、 マ ッ クス ウ ェ ル 項 に対す る 繰 り込 み 、 すな わ ち誘電率補正 を与 える こ とが 解 る 。

　
一

方 、 式 （付録 ん 35）の 第
一

項 は 一一．一
階微分 で あ る た め 、 低 エ ネ ル ギ ー ・長波 長領域 で は

二 階微 分で 与 え られ る マ ッ ク ス ウ ェ ル 項 や その 繰 り込 み よ りも支配 的な項 と なる 。 こ の
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項は 、 時空 が 2＋1次元で ある こ とか らそ の 存在が 許 されて い る 。 とい うの も、 カ レ ン ト

2 点関数が ロ ー 1ノ ン ッ の 足 を 2 つ 持 っ て い るた め 、右辺 に現 れ る項 もすべ て 同様 に 2 つ 足

を持た なけれ ばな らない 。 とこ ろ で 、2一ト1次元 時空で は 三 つ の ロ
ー

レ ン ッ の足 を持つ 完全

反対称テ ン ソ ル ffpapvが 存在する の で 、
一

階微分 と合わ せ て ロ
ー

レ ン ツ の 足 を 2 つ 持 つ 項

を作る事が 出来る 。

　式 （付録 A ．35）の 第
一

項の 係数 κ は次 の ように求め られる 。 恥 。 （x − y）をフ
ー

リエ 変換

する と、

　　　　　　　　　　　　　　 H
μ v （g）二 囃

μρ。 α
ρ

十 〇（♂）　　　　　　　　 （付録 A ．37）

と なる の で

　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 1　　 ∂

　　　　　　　　　　　　　　
κ ＝

騙
・
μρ

毎
H

・・ω 　 　 　 　 （付錨 ・38）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9μ　＝O

と与 えられ る 。 こ こ で Et
‘ρ”

Ct
、P 。

＝ 3！を使 っ た 。 式 （付録 A ．32）よ り、 カ レ ン ト2 点関数 は

フ ェ ル ミ オン の 1 ル
ー プ ・グラ フ

　　　噛 ）樗 1（lll、
Tr［… （・＋ q）醐 ， 　 　 嚇 醐

　　　・（・）一 ｝（F・叩 T｛ψ＠）ψ（y）｝1・〉一 漏 ． ”
薗 … 　 （付銚 ・）

で 与え られる 。 但 し
， （F ．T ．）＿ は＿ の フ

ー リエ 変換 を表す もの とす る 。 また δは フ ェ ル ミ

オ ン の 経路積分 を well −definedにする 為に導入す る無 限小 の 収束 因子で あ る ［23，
37］。 こ

れ を使 うと κ に関する 次 の よ うな式が得 られ る ：

　　　　　　　　　　　　　　e2 　　d3P
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（付録 A．41）　　　　　　　　　　　・・− 91（、。 ）

，
…P ・

［［lr［
∂G （P

7μ
∂P

）
7・
G （・）ユ・

上 式 中の 湯σ（p）に つ い て 少 し変 形 を行 う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　a （P）G
− i
（P）； 1

が 自明に成 り立つ の で 、 こ の 両 辺 に 毒 を作用 させ る と

∂

謡
）G

− ・

ω ＋ α・）等許
）

一 ・
，

（付録 A ．42）

（付 録 A ，43）

すなわ ち、

∂G （P）
　　　 一 一G （P）
∂pp 　　　　　 ∂pp

− 一σ（P）7。
σ （P）

∂G
−1

（P）
　　　　G （P ）

（付録 A ．44）
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と変形で きる 。 これ を用 い る と式 （付録 A ．41）は
、

　　　　　　　・ 謡 1（lll、
…P ・

・Tr［・・
G （・）・・

G （・）・・
G （・）］　 （懈 ・・45）

とな り、

　　　　　　　　　　　　・ω 一

ψ÷ ド ，
・睾 1δ 　 （付録 A ， ）

で ある こ とか ら、

Tr［7〆穿（p）orρG （p）7。
G （p）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （付St　A ．47）

　 　 　 　 　 1
＝

（，
・ − m

・
＋ iδ）

・
EPtP

”

　［1’「1’v・（P＋ m ）7・（P＋ 幅 （75＋ m ）］

一

（，赫 圃
・ （卍 恥 ・祠 … ・・

啣 伽 ・ 轟 筋 臨 ・・酬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （付録 A．48）

となる 。 こ こ で 、積分 を実行 した後に は p に 対 して 偶数次 の 項 しか残 らない の で 、 奇数次

の 項 を無視 した 。 ti2　・・ 　p2 ， 画 ρ
＝ 2p

ρ
一

％ ψに注意する とll
、 式 （付録 A 。48）の 第 2項 は以

下の よ うに な る ：

　　　　 m ・
mp”

［［hr［2P卿 吻 。

− P  り励 ， ＋ 2P
，ッ。糎

一
W ，吻 。 φ＋ 励 、吻 副

　　　　　一 m ∈
paPVfl！r［2P。7。画 ゾ P27。W 計 2P

，
r

）
・
Ptり

’
調

　　　　　一 m ・
paPUTIr

［2P，7。（脅 。 ＋ 翻 〉− P27。励 “］

　　　　　− m ・糊 ｝［4P鋼 ，厂 P2η 7副

　　　　　＝ ＿p2
．
rncm

ρ”

［1］r［
’yμ

Ax

ρarvl．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （付 録 A ．51）

なお 、 4行 目か ら 5行 目で Tr［7μ1； 0 を使 っ た 。 そ して 、

　　　　　　　Tr［嚇 ］一叫G｛
“
fl・ ，… p｝・1［岡 ）司　 （付鮪 2）

　　　　　　　　　　　　
・ ，　［［ir　1（9・ u　

一
　iEZpnfa）　

ey

・］　 　 ．　 （付鍋 ・53）

　　　　　　　　　　　　 ＝ 一
《 ρ（2gσ u ）　　　　　　　　　　　　　　　 （付録 A ．54）

　　　　　　　　　　　　
＝ − 2綿 ρ。　　　　　　　　　　　　　　　　 （付 録 A ．55）

　
11

こ れ は、

　　　　　　　　　彡  W ・・
一（

1

蚕
｛cr

μ

， 7v ｝・ 静 ・
・

幅 誠 　 　 （付録 A ．・・）

　　　　　　　　　　　 吻 ρ
＝p

σ

7σ 7 ρ
；2pσ

g叩
一

7ρψ＝ 2p
ρ

一
ッρ ψ1　　　　　　　 （付録 A ．50）

で あ る こ と か ら解 る。
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と なるの で 、結局式 （付録 A ．47）は
、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3m （m2

− P2）6μ
ρシ

Tr［oruO
’
ρ

nxv

］　 丁縣 G （P）tyρC（P）7。
G（P）］一

　　　　　　　　　　　　　 （P2 − rn2 一トiδ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2im ・3！

　　　　　　　　　　　　　 （P
・ − m2 ＋

・iδ）
2

とま とめ られ る 。 従 っ て 式 （付録 A ．38）の κ は以下 で 与えられ る ：

　　　・ 一 一醂 儲 （誹 畔

　　　　一
一・im・

・

脇 腰 （Po・
一・転 ＋ iδ）

S
（，、 ＋ 膕

，
・

（付録 A ．56）

（付録 A ．57）

（付録 A ．58）

こ こ で 場 漏 v鮃 で あ る。 まず 、 Pe に関する積分 を実行する 。
こ の 積分 に は実軸上

の 少 し上 （下）に負 （正 ）エ ネル ギー解に対応する極が存在する 。 PUoを複素平面 へ 解析

接続 して 負 エ ネル ギ
ー

解 を拾 うよ うな積分経路 をと り留数計算 を実行す る と、

　　　　　　　　　・ 一
一・呵 （

d2P　∂　　　 i

27「）
2 ∂x （z

− Eガ→
−iδ）

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝− E
万十iδ

　　　　　　　　　　一撃儲 （「論 、
）
、／，

　　　　　　　　　　一 瓠
゜°

・囿
（

　　回

圃
2
＋ 盟

2
）
、f、

　　　　　　　　　　一 篇 ズ
゜ °

・・

（Pt，　kl），、、
　　　　 　　　　 　　　 1e2 　m

　　　　　　　　　　
＝

蕨 両 　 　 　 　 　 　 　 （付鋤 ・59）

となる 。 （
一行 目か ら二 行 目に変形する際 に δ→ o の 極限 を と っ た）すなわ ち、 κ は電気伝

導度単位 e2 ／2π の 半分の 値 に量子化さ れ る 。 以上 をま とめ る と 、

　　　　　S
・ff［A］− 1d34d3・1姻 ・μ

＠ 一酬 ・）・
… − i　f　d3・ ・

2

　　　　　　　　− f　d3・　｛：EU…

　・・
∂

・ん
一
牙  凹 ・一｝　 （付録 ・… ）

とな っ て お り、κ は式 （付録 A ．59）で 与 え られ 、ε ＝ 1 ＋ △ ε は 誘電率で あ る 。 （△ ε の 計算

は省略す る 。 答 えは △ ε
　oc 　e2 ／m ）こ の 第 1 項が チ ャ

ー
ン ・サ イモ ン 項で あ る ［8］。

　 こ の 有効作用 か ら電流 の 期待値が 求め られ る ：

　　　　　　　　　　　　〈・l」，i・〉一 霊 一 ：
　KE μpv・

PA ・

，　 （付録 ・… ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A が＝＝o

　　　　　　　　　　　 ．
’
．＜0「ゴ置10＞＝ rCExpv ∂ρAU ＝ κEJ．　　　　　　　　 （付録 A ，62）
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最後の 式は電場に対 して 垂直に電流が流れ る
、 すなわ ち 、

ホ ール 効果が起 こ る 事を示 して

い る 。 従 っ て κ は ホ ール 伝導度 σ
。y で あ る こ とが解 る 。 そ して 式 （付録 A．59）よ り、 デ ィ

ラ ッ ク粒 子が
一

つ 存在する 2＋ 1次元時空 の 系で は、電気伝導度単位 e2／2π の 半分 に 量子

化 された ホ
ー

ル 効果が起 こ る事が結論 さ れ る 。

付録 A ．4　 コ
ー ル マ ン ・ ヒル の非繰 り込み定理

　 こ こ まで 、 κ をフ ェ ル ミ オ ン の 1 ル
ー

プ ・レ ベ ル で 計算 した 。
コ ール マ ン と ヒ ル に よれ

ば、電磁 場の 輻射 に よ る フ ェ ル ミ オ ン の 自己 エ ネル ギ
ー

補正 や バ ー
テ ッ クス 補正 を取 り

込 ん だ場合 で もこ の 結果は変わ らない 、す なわ ち、 1 ル
ー

プの 結果が厳密で ある 事が ワ ー

ド ・ 高橋 i亘等式 を用 い る こ と に よ り証明 されて い る ［38］。 定理 の 仮 定 と して 与えられて い

るの はゲ ー ジ対称性 とフ ェ ル ミ オ ン の 励起 ギ ャ ッ プの 存在で あ る 。

付録 A ．5　 パ リテ ィ 量子異常

　量子 ホ ー
ル 効果 は P や T を破る現象で あ る 。 しか し式 （付録 A．59）か ら分 か る よ うに 、

m → 0 の 極限 、 す なわ ち 、 古典的なラ グ ラ ン ジ ア ン の レ ベ ル で は P や T が 回復す る極

限で も、 これ らの 対称性 を破 る ホ ール伝導度が有 限 に残 る 。 これ は 量子 効果 （フ ェ ル ミオ

ン の 経路積分）に よ り対称性 の 破れ が誘起 され る 、 量子異常 と呼ばれ る場 の 量子論特 有の

現象 ［21 ，
22］の

一一種で ある と解釈 され 、
パ リテ ィ 量子異常 と呼ばれ て い る ［8

− 13
，
39】。 ま

た こ の 現象 は 、

一
つ 次元の 低い 系 の 軸性量子異常 と密接 に関連 して い る事が 示 され て い

る ［40］。 こ こ で 得 られ た ホ ール 伝導度の 符号は 、 m →   の と り方 に よ っ て 異なる 。 ちな

み に 、 最初 か らゼ ロ に して しま うと積分の 寄与 が発散 して しまい 、 ホ ー
ル 伝導度の 値 は不

定 とな る 。

付録 A ．6　境界 の 存在す る系

　今 まで は境界の ない 場合に つ い て調べ て きた 。 境界 を考 える と 、 ゲ ージ対称性の 要請

か ら境界 にカ イ ラ ル な状態が存在 して い なけれ ばな らない こ とを示 す。 これ は本文中で 述

べ たバ ル ク ・エ ッ ジ対応 の 事で ある 。 そ して バ ル ク には必ず デ ィ ラ ヅ ク粒子が 2 つ （偶数

個）存 在 しな け れ ば成 らな い 事 も示 され る 。
こ こ で バ ル ク領域 を Ω，境界 を ∂Ω と表す。

付録 A ．6．1　 チ ャ
ー ン ・サ イモ ン 項 は 境界 で ゲ ー ジ不 変性 を破 る

境界 の ある系 の 項 に よ る作 用

・紘嶝 門 μ ・ （付 録 A ．63）
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に対 し 、 ゲ ージ変換

　　　　　　　　　　　　　　　 A
μ

→ A
μ 十 ∂

μf　　　　　　　　　　 （付録 A ．64）

を施 す と 、

　　　　　　　　　　瓢 d3弓・鵬 ＋ ・
・脚 ん 噸 　 醐 嫺

となる 。 こ こ で ∂
ρ
∂uf の 項 は完全反対称 テ ン ソ ル に よ っ て ゼ ロ に なる こ とに 注意す る と、

S の 変化分 は

　　　　　　　　　　　　・s 一 ゐd穿 脚 （∂ρん ）

　　　　　　　　　　　　　　− f、、　・”
xg ・

u・puo
．　（f・・

Au ）

　　　　　　　　　　　　　　一ゐ幽 ・9・
… f・・ん

　　　　　　　　　　　　　　≠0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （付録 A．66）

とな り、 境界 で ゲ ージ不変性が破 れ て い る 。 （こ こ で 、n
μ

は ∂Ω に対 す る法線 ベ ク トル で

ある）こ の 破れ は 、 電荷保存則の 破れ と して も表現 され る 。 x ＝ 0 に境界 が 存在する とす

る と、 5 か ら得 られ るバ ル ク領域 の 電流 は

　　　　　　　　　　　　　摂 島 覗 脚 ）　 　 （懈 醐

よ り、 保存則 の 破れ

　　　　　　　　　　　　　　 ∂μJ淘
ulk

＝ κ E
〃
δ＠）≠0　　　　　　　　　（付録 A ．68）

が 生 じる 。 電荷 の 時間変化 を求め る と 、

　　　　　　　　　　　　　　Q… k − 1・鴫 ≠・ 　 　 醐 ・・69）

とな っ て い る 。

　 しか しゲ ージ対称性 、 すなわち、 電荷保存則は必ず成 り立 つ べ きで ある 。
よ っ て エ ッ ジ

に対称性 を回復する状態が 必ず存在 して い るは ずで あ る 。

付録 A ．6．2　 カ イ ラ ル ・ エ ッ ジ状態

　エ ッ ジ状態 と して 、境界 ＠ ＝ 0）を y 軸に 沿 っ て
一

定の 向 きに の み移動で き るカ イ ラ ル な

フ ェ ル ミオ ン g （t， y）が存在す る と仮定 して み る 。 とい うの も、こ の よ うな粒子が存在す る

とカ イ ラ ル 量子 異常に よ り、 電荷 の 保存則が破 れ る事が知 ら れ て い る か らで ある ［21− 23］。

保存則 の 破 れ を具体 的に計算 して み よ う。
こ の ラ グ ラ ン ジ ア ン 密度は

　　　　　　　　　　　 Ledg． ＝ vn
†
｛i∂o 十

．Y （＿i∂y
＿ eE ，

t）｝p　　　　　　　　（付録 A ．70）
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と与え られ る 。 こ こ で 、 カ イ ラ リテ ィ X ＝ 土 1 は境界 に沿 っ て どち ら向きに進 んで い るか

を表す指数で ある 。
エ ッ ジ状態の 分散関係 は 、 式 （付録 A ．70）か らハ ミ ル トニ ア ン 密度を

フ
ー リエ 変換 して

　　　　　　　　　　　　　　　 E κ
＝ xk ，J

＿ eEyt 　　　　　　　　　　　　（付録 A ．71）

となる 。
こ れ よ り、 L （》 1）をエ ッ ジの 長 さとする と 、 △tの 間に 増加する粒子数は △N ；

− X繋 で あ り・ 電荷 の 日繝 微分 は

　　　　　　　　　　　軌・一 噛 籌一 ・亭 ≠・ 　 （付録 八 72）

となる 。
こ こ で 、 ゲ ージ対称性 、 すな わ ち 、 電荷保存則 よ り、境界とバ ル クの 電荷の和が

保存する事が 要請され る 。 と こ ろ で 、それぞ れの 時間微分 を足 し合 わせ る と

　　　　　　　　　　転 転 亭 儲 ・ ・）≠・ 　 醐 ん 73）

とな り、 ど う して もまだ保存 させ る こ とが出来 ない
。 そ こで 、

バ ル ク に 質量の 符号 が等 し

い デ ィ ラ ッ ク 粒子 が 2 つ 存在す る と考え よ う。
こ の と き 、

バ ル クの 量子 ホ ー
ル 伝導度 は整

数値 を とる こ とに注意 し よう。 す る と、m ＞ 0 に対 して は X ； − 1、　 m ＜ 0 に対 して は

X ＝ ＋ 1 を選ぶ 事に よ り、 全電荷 の 和の 微分は

2Q
、。 lk＋ Q。d，。

− 0 （付録 A．74）

とな り、 保存則 を成 り立 た せ る事が 出来 る 。

　以上 をま とめ る と 、 境界の ある場合 の デ ィ ラ ッ ク理論 で は 、
バ ル ク領域 に デ ィ ラ ッ ク粒

子 は偶数個 （こ れ を 2N 個 と書 くこ とにする）存在 し 、 奇数個の 場合は あ り得ない
。 その

結果 、 励起ギ ャ ッ プ が ある場合 、 量子 ホ ール 伝導度は電気伝導度単位の 整数倍 、 すなわ ち 、

篆N とい っ た か た ちに 量子化 され る 。 そ して 境界に は必ず カ イラ ル なフ ェ ル ミオ ン が N

個存在 す る こ とが言 える 。 こ れ らの 性質 （す なわ ちバ ル ク ・エ ッ ジ対応）はゲ
ージ対称性

よ り導か れ て い る ［2 ，
3

，
41

，
421。

　 固体中の バ ル クの ブ m ッ ホ ・バ ン ドの 中で は 、デ ィ ラ ッ ク粒子 の 数は偶数とな っ て い る 。

わ れ われ の 議論 に は ま っ た く固体 の 性 質 （周期性 な ど）は取 り込ま れ て い な い に もか か わ

らず 、 ゲ ージ不変性 とエ ッ ジ の 存在 の み か ら首尾
一
貫 した結 論が得 られた 点 は示唆的 に思

える 。 また 、ニ ール セ ン ・二 宮の 定理 ［43］との 関係 も興味深 く思 える
。

一方、バ レ ー 一・ス

ピン に 関する総和則か ら も偶数性 を簡単 に理 解出来る こ とが 最近指摘 され て い る ［441。

付録 A ．7　 3次元 トポ ロ ジ カ ル 絶縁体

　本 文 で 述 べ た通 り、 3次元 トポ ロ ジ カル 絶縁体 はそ の 表面 に奇数個 の 2 次元 ギ ャ ッ プ レ

ス ・デ ィ ラ ッ ク粒 子が存在 す る系で あ る 。 こ れ まで 導 い て 来た よ うに 2 次元系の バ ル ク に
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は偶数個の デ ィ ラ ッ ク粒子 しか存在出来ない
。 それゆ え奇数個存在する こ とは 、

一見奇異

に感 じ られ る 。 しか し 、 先 ほ どの デ ィ ラ ッ ク粒子 の偶数性の 証明 に は境界 の 存在が 本質的

で 、 3次元系 の 表面 と して 現れ る 2 次元面 に は境界が ない た め 奇数個の デ ィ ラ ッ ク粒子が

存在 して も問題 ない わ けで あ る 。

付録 A ．7．1　 表面の 半整数量子ホ ール 伝導度

　ギャ ッ プ レス 粒子 は 、 質量ゼ ロ 極限 Cm → 0）をとっ た もの と看做せ る 。
パ リテ ィ量子異常

の 効果に よ り、 質量ゼ ロ 極限 で もデ ィラ ッ ク粒子
一

つ あた り電気伝導度単位の （1！2）sgn （m ）

倍 に量子化 され た ホ
ー

ル 伝導度が現 わ れ る （式 （付en　A ．59）を見 よ）。 よ っ て 、 粒 予数が 奇

数個で あれば各粒子の 質量の符号が ど う分布 して い よ うと も、 必ず合計の 伝導度は半整数

に量子化 され た 非零値が残る 。 そ れ に対 し、 偶数 で あ る と完全 な相殺 が起 きて合計 の伝 導

度は零 に な っ て しま う。

付9X　A ．7．2　 バ ル ク ・エ ッ ジ対応

　量子ホ
ー

ル 効果が 起 こ る とい う事は 、 チ ャ
ー ン ・サ イ モ ン 項が 存在する事 と等価で あ

る 。 表面 にチ ャ
ー ン ・サ イモ ン 項が 存在する と 、

バ ル ク には トポ ロ ジ カ ル な θ項 （52 ）が

存在する ［4］。 （θ項は全微分 の か た ち に ま とめ られ 、 その 表面項 と して チ ャ
ー

ン ・サ イモ

ン項が 得 られ る こ とが簡単に 示せ る 。 ）すな わ ち 、
バ ル ク に トポ ロ ジ カ ル 項が存在す る事

と、
エ ッ ジに ギ ャ ッ プ レス 状態が 存在す る事が 一

対
一 に対 応 して い る 。 θ項の θの 値は時

問反転対称性か ら θ＝ 0
，
π の 二 通 りしか許 されず 、 3次元 の ろ 数に よる分類 と対 応 して

い る 【27］。
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