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《展望 ・解説》

非線形回路の カオ ス の シ ミ ュ レ
ー シ ョ ン

斉 藤 利 通
＊ ・森 真　作

＊ ＊

　ABSTRACT 　This　article 　is　a 　brief　explanation 　on 　a 　computer −assisted 　simulatien 　fbr　chaos 　and 　related 　phenomena

observed 　from　 autonomous 　 nonlinear 　circuits ．

L 　 ま え が き

　 工 学 の 目 的 は 物 を 作 る こ と で あ る とい わ れ て い る．

し か しな が ら，思い 通 りに 物 を作 る こ とは 大変むずか

しい ．そ して ， 作 っ た物が 当初 の 予定 とは 異 な っ た 動

作 を し，そ れが 新 しい 有効 な技術 へ と発展す る場 合 の

多い こ とは 歴 史 が 証 明 して い る．ま た，そ の
“
予 想 外

の 動作
”

その もの が極 め て興味深 い 自然現象を反映 し

た もの で ，その 現象の 考察が 本質的な自然現象の 解明

へ つ な が る 場合 の あ る こ と も周知 の 通 りで あ る．よ

く，工 学者 が こ の よ うな事態 の 中に 陥 っ た と きに
“
そ

れ は科学 者の 仕事だ
”

とい う意見 を 耳 に す る が，そ れ

は あま りに 短絡的で は な い だ ろ うか，工 学者 が 開発 し

た理 論 の 中 に は ，極 度 な厳密 さ に は 欠 け て も，非常に

便利 で 使 い や すい 物 が 多 く，加 え て ア ナ 卩 グ お よ び デ

ィ ジ タ ル シ ミ ェ レ ーシ
ョ

ン は強力 で あ り，こ の よ うな

武器 を も っ て すれ ぽ，自然現象の 本質を解明す る 上 で

も，一
役買える と思わ れ る．そ して それが 新 し い 素晴

ら し い 技術 へ と発展 し て い く可能性の あ る こ とは い う

ま で もな い ．

　 こ の よ うな 見 地 の 下 で ，近 年 さ か ん に お こ な わ れ て

い る研究 の 中に
“
非線形 回 路 に 生 じる カ オ ス 等の 現象

の 解析
”

が あ る、こ こ で カ オ ス とは ，よ く知 られ て い

る よ うに
“

微分方程式や 差分方程式 で 記述 され る確定

的 な 系 に 生 じ る不 規則 な 現象
”

の 総称で あ り1），そ の

厳密 な 定 義は ，そ れ 自体が 現在 の 重要 な研究 テ ーマ で

あ る．な お，カ オ ス の 研究は 広 い 分 野 で お こ な われ て

い る けれ ど も，か つ て 京都大学 の 上 田先生 が，何の 変

哲 もな い 鉄 共振 回 路 の ア ナ ロ グ シ ミ ュレ ーシ ョ ソ で 発
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見 され た カ オ ス 現象は ，現在 で も世 界中で 「ジ ャ
パ ニ

ーズ ア ト ラ ク タ」 などと呼ば れ，カ オ ス の 研究 の 有力

な パ イ オ ニ ア と して 評 価 され て い る．

　さて ，非 線形 回 路 に 生 じる カ オ ス 等 の 現象 を調 べ る

ため に は，一
般的 に 非線形微分方程式を た て ，それ を

解か な くて は な らな い ．そ して 非線形 の 方程式 は 厳密

に は 解け な い の で ，ア ナ ロ グ あ る い は デ ィ ジ タ ル シ ミ

ュレ ー
シ ョ

ン が有力 な武 器 とな っ て くる．本稿 で は特

に ，自律系 回路 に 生 じる カ オ ス 等 の 現象を コ ソ ピ ュー一

タ の 力を借 りて で きる だ け厳密 に シ ミ ュ レ ーシ ョ ン す

る方法を，最近 の 筆老の 仕事 の
一

部 も ま じえ な が ら ，

少 し説明 し よ うと思 う．

　なお ，非 自律系回路 に つ い て は，前述 の 上田 先生や

徳島大学 の 川 上 先 生 ら が 多 くの 優 れ れ た 仕事を 発表 さ

れ て い る の で
， 文献 を 参照 し て い た だ きた い 2｝

一’7）．ま

た，自律系回 路 に つ い て も早稲 田 大 学 の 松本先生等が

優れ た 仕事をされ て い る の で ，こ れ も是非参照 して い

た だ き た い 8〕〜1ω．

2． 本 論

　こ こ で は ，非線形 微分 方 程 式 の 解 の 性 質 を調べ る た

め の 常 とう手段 とな っ て い る写像法 と，カ オ ス 等 の 現

象の 判定 に 用 い られ る リア フ ノ ブ 指数に つ い て 説明

し，そ れ らを実際に 計算す る 方法 を，実例 を ま じえ て

示 す こ とに す る．

（写像法）

　自律系回 路は
一

般 に 次 の よ うな 方程式 で 記述 さ れ

る ：

　　羞・ r プω 　　　　　　 〔1 ）

た だ し ， xVtn 次 元 ベ ク ト ル で あ り， fは 適 当 な 連続

関数 で ，t＝0 で 与えられ た 初期値 に 対 し て ，正 の 時

間 ac対す る 解 は
一

意 に 定 ま る もの とす る ．こ こ で ，　 n

次 元 位相空 間 内 に ，あ る n − 1次元 部分空間 S と S の

2 シ ミュレ
ー

シ ョ ン 　第 7巻第 3 号
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中 の 有界 な 領域 Z が 存 在 し，Σ の 上 の 任 意 の 点 x 。 を

出発す る 式（1 ）の 解 は ，適当 な 正 の 時刻 に 再 び Σ と

交叉す る もの と仮定す る，こ の 交叉 した 点を Xd とか

くこ とに す る と，E を 自分 自身 に 写 す 写像 ：

　　F ；ΣP ， Xo 冖Xl 　　　　　　　　　　 （2 ）

を定 義 す る こ とが で ぎ る，この 写像を 用 い る と，解の

ふ る まい は 点列 ：

　　｛Xe ，　Xl ，… ，
Xn

，
　t　t・｝　（x。＋ 1

＝F （Xn ））　　 （3 ）

を調 べ れぽ 明らか とな る，こ の よ うに 連続系 の 解 の ふ

る ま い を離散系 （差分 方程 式 Xn ＋ ：

＝F （x。）） に 対 応 づ

け て 調 べ る方 法 は 写 像 法，ま た こ の 写 像 は PoincarE

Map な ど と呼 ばれ て い る．

　さ て ，式 （2 ）の よ うな PoincarE　Map が 定義 で きれ

ば，Σ か ら出発す る 解 は また 必 ず Σ を 打つ の だ か ら，

明 らか に 解 は 相空間内 の 有限な領域 に 閉 じこ め られ

る．こ の とき点列（S ）は n → 。 。 で さ ま ざま な種類 の ア

ト ラ ク タ に 漸近す る．こ こ で ア トラ ク タ とは 広義 の 定

常状態 に 対応す る もの と考 え て 良い ，最も単純 な ア ト

ラ ク タ は F の m 周 期点 伽 は 自然数），すな わ ち F を

m 回 旋 して は じめ て 自分 自身 に 帰 る点 で あ り，こ れ は

元 の 式 （1 ）の 周期 解 に 対 応 す る．ま た，な め ら か な ト

ー
ラ ス （F が 2 次 元 写像 の 場 合 は 閉曲線） C で ，F に

よ っ て 不変な集合 C ＝ F （C）が ア ト ラ ク タ で あ る場合，

こ れ は 元の 式の 準周期解 に 対応 して い る．さらに 非常

に 複雑 な形 状 を し た F に よ っ て 不 変 な 集 合 が ア ト ラ

ク タ とな る場合が あ り，こ れ が い わ ゆ る カ オ ス 現象に

対応す る訳で あ るが，本 当に カ オ ス で あ るか ど うか を

判定す る こ とは な か なか 困 難 で あ る，厳密 な判定 は カ

オ ス の 定 義す ら 不 明確 で あ る の だか ら 当然不 可 能 で あ

る．現在非線形回 路 の 研究者 の 間 で よ く用 い られて い

る （近似的）判定手段 は ，次に 述べ る リ ア フ ノ ブ 指数

を 用 い た もの で あ る．

（リア フ ノ ブ 指数）

　 まず，い くつ か の 記号 を定 義す る ：

　　DF （Xo ）；F の Xo に お け る ヤ ＝ ビ 行列

　　DFm （Xo ）≡ ［DF （Xm − 1）
・DF （Xm ＿？）

　　　　　　 。… ・DF （Xl ）
・DF （Xo ）］

　　弓（城 D へ   の 固有値，

　　　　　 た だ し，ゴ；1
，
2

，

…
　 n

− 1

　　 1ei（m ）1≧ 1e！ （m ）1≧ …
≧ Len−1 （m ）1とす る．

そ し て ，

　 　 　 　 　 　 1
　　PJ＝lim　一　ln　1　・i （m ）1　 　 　 　 　 （4 ）
　 　 　 　 m

−leo　m

な る 極限を 考 え る．こ の 極限が X の 中 の あ る 部分集

合 の 任意 の 初期 値 Xo に 対 し て
一定 の 値 に 収 束 す る 場

il　 』

「
『一一舮一

　N − −
l　 L　i　　 i巴

NR ）・ c

　：
り・　　協

l
Vl c

−9 ＼

18i」旨

＼9一Cぐ
2

　

V

1一一一一「一一一一一「」

→

図 1　 4 次元 ヒ ス テ リ シ ス カ オ ス 発生回路

合，そ の 値 が リ ア フ ノ ブ 指数 （μ1≧μ2≧
…≧μn− 1） で

あ る ，

　例 え ぽ 対 応 す る ア ト ラ ク タ が漸近安定 な 周期解で あ

る 場 合，こ の 指 数 は い わ ゆ る特 性 指 数 と同 値で あ り，

全 て が 負 の 値 と な る （μ1＜ 0）．ま た μ1
＝0 の 場 合 が

ト
ー

ラ ス の 定 義 に ，さ ら に μ1 ＞ 0 が カ オ ス の 定義 に

し ば し ば用 い られ る．こ こ で カ オ ス に つ い て は ，ラ フ

に 言 え ぽ ，「不 安 定 で 落 ち つ く と こ ろ な く，あ る領 城

内を動 きまわ る」，とい う こ とに で もな る と思 われ る．

こ れ ら の 定義等 に 関す る 詳細 な説 明 は 文献
11）− 13＞IC示

さ れ て い る．

　 こ こ で，まず問題 と な る の は
，

こ の 指数 の 初期値 に

対す る依存性 で ある．言 い か え れば ，
“
い くつ か の 定

常状態があ る の か
”
，とい うこ とで あ る が，一

般次元

の 系 に 対 す る
一一

般 論 は 困 難 を 極 め る．こ れ に つ い て は

ハード ウ ェ ア 実験 を注意深 くお こ な い
」’
現実に 生 じて

い る現 象 を検証す る
”

とい う立場 を と るの が良い の で

は な い か と思 う．

（計算法 に つ い て ）

　厳密な 意味 で Poincan6　Map の ア トラ ク タ や リア フ

ノ フ 指数の 存在を確認 し計算す る こ とは 現在 の とこ ろ

不 可能 で あ る．また，そ れ らを 数 値解析 す る こ と も，

特IL　4 次 元 以 上 の 系に 対 して は 困 難 で ある とい われ て

い る．そ こ で こ こ で は 筆者 の 考案 し た それ らが 容易に

計算で きる例題回 路を 示 し，そ の 後 で 若干 の 全体的な

議論を す る こ とに す る．

　図 1 の 回路を考える．同図に お い て一9 は線形負性

コ ン ダ ク タ で あ り，そ の 特性 は i2；−
gv2 で 与 え られ

る ，また ，NR は 電流制御型非線形 抵 抗 で あ り，そ の

特性 は

　　v1 ＝ rliI 十 lrlil− EI − lrli［
十 EI 　　　　　　　（5 ）
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で 与え られ る．こ れ らの 素子は オ ペ ア ン プ を用 い て 容

易に 実現で きる．ま た ，
Lo は 微小 な コ イ ル で あ る，

　適当 に 無 次 元化 し た 変数 お よ び パ ラ メ ータ ：

　　τ≡ 4（rlc），
　 x ≡ v

，IE， ノ
≡ 一（Vt− r】i）1E，

　　焉 （（1− P）Vl ＋pv2＋ rti ）XE，　 w ≡ r
】iifE，

　　2δ≡ r
【1r2，　ρ

≡ r塞cfL ，　　ε≡ jLo！（
　2rlc

）　　　　　　　（6 ）

を 用い
“・”

で τ に 関 す る微 分 を表 わ す こ とに す れ ば，

回 路の ダ イ ナ ミ ク ス は 次式で 記述され る，

　　｛
　　　 t＝Ax −

．1（w
−

x ），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（7）
　　　 eCb・＝x

− h（ω ）

た だ し

　 x ≡ （κ ，．y，x ）
T

，

　 ノ≡ （1，0 ，0）
τ

，

　　h（w ）＝w 十 iw− 1i − lw十 11，

礁 ∴ の
こ こ で ，A が こ の よ うな形 に なる よ うに した の は，図

1 の N が メ モ リー
素子 （LorC ）を 2 つ 含 み線形 で ，

回 路全 体 に L の み の カ
ッ トセ

ッ ト と C の み の タ イ セ

ッ トが な けれ ば，N が どの よ うな構造 で あ っ て も こ の

よ うな形 に 整理 で きるか らで あ る．こ の 方程式 は
一

つ

の 標準型 で あ り，系統的な議論 をす る た め に 便利 で あ

る．

　次 に ，e → 0 と した 場合を考 え る．こ れ は 回 路 で い

え ぽ Lo を シ
ョ
ー

ト した 場合に 対応す る．実験的事実

に よ れ ば ，NR は こ の と き 図 1 に 示 し た よ うに ヒ ス テ

リ シ ス 抵抗 と な る ，こ れ は 方 程 式 で は 次 の こ とに 対応

す る，すなわ ち，e→ 0の とき相空間内で ω は 他 の 変

数 よ り もは る か に 速 く動 き，多 様 体 x ＝ h（w ）の 安定

な部 分

　　S
＋

… ｛x ， wlw ≧1，　 x ；ω
一2｝

ある い は

　　S− ≡ ｛x，己ひ1ω ≦⊆
− 1，　x ＝ω 十 2｝　　　　　　　　　（8 ）

に 急速 に 近 づ く．つ ま り，解 は ，ほ ぼ S＋ あ る い は

S一の 上 に 拘束 され る 訳 で あ る．S
＋ お よび S一上 の ダ

イ ナ ミ ク ス は 次 式で 与え られ る ．

・一 俵1ヱ  ；1：置・

た だ し

　　P 三≡（21（2δ一1），　　2，
− 2）

『

，

で あ り，w を 省略 した．

（9 ）

　　　　　　　　　　 ま た ，S＋ （S−）の 上 に あ る解

は．し ぎい 値 x ＝− 1 （x ・＝ 1）に 達す る と x を
一

定 に 保 っ

て ＆ （S＋ ）の 上 に ジ ャ ン プす る ：

　 s
＋

x” s−， s− 4s
＋ 　　　　　　 （iO）

結 局，微小 パ ラ メ
ー

タ e を 含み 拘 束 を 持つ よ うな 区分

線形方程式 （7 ）は ，2 つ の 対称 な 線形方程 式 （9 ）が，
ヒ ス テ リ シ ス ジ ャ ン プ （10）で 接続 され る 系に 簡略化 で

ぎる．こ の 簡略化 の 妥当性 は ，方程式 （7 ）が
一

般次 元

の 場 合 に 対 して 厳密 に 示す こ とが で き る
17〕．

　 Poincar6　Map に つ い て 考 え る．ま ず S＋ 内 の x＝1

平 面 （こ れ を B
＋ とか く） の 上 に あ る有 限 な領域 E が

あ っ て ，Σ 内 の 任 意 の 点 （1，Y。，　Z 。） を 出発す る 解

が，適当な正 の 時刻 τ1 に κ
＝− 1平面 を打 つ も の と仮

定 し
， 打 っ た 点 を （

− 1，Yi，　Zl） とか く．こ の し きい

値平面を 打 っ た 瞬間 に ，解は S一内 の 同 じ点に ジ ャ ン

プ す る．こ こ で 注 目すべ き こ とは ，S．内 の （− i，　Yl，
Zl ） を 出 発す る 解 は S

＋ 内 の （1，− Y1，− Zl）を出発

す る解 と全 く対 称 で あ る とい うこ とで あ る，こ の 段 階

で （Yo，　Zo） を （
− Yl，− Zi） に 写す 写像 ；T

「
：Z →

B
＋ を 定義 す る こ とが で き る ，さ らに Σ の T

’
に よ る

像が Σ の 部 分 集 合 と な を な ら ば
， 先 に 述 べ た よ うな

Poincar6　Map ，

　　 T ：ΣP ， （Yo，　− o）H （Yl，　Zi）　　　　　 （il）

を 定義す る こ とが で き る，こ の T とそ の ヤ コ ビ行列

1）T は 厳密解 を 用 い て 陰 に 厳密に 記述す る こ とが で き

る．そ し て ，切 りか わ り時間 τ且 を Newton −Raphson

法等 を 用 い て 算出す る こ と に よ り τ お よ び DT を 容

易 に 計算す る こ とが で きる，さ らに 文献
11）eeに 示され

た 技術 を DT に 応用すれ ば，リ ア フ ノ ブ 指数 も計算 で

きる．こ れ らの 計算は 厳密解 を 用い て い る の で 非常 に

精度が 良 く，ハ ー ド実験 に よ っ て 観察され た現象を検

証す る た め の 強 力 な武 器 と な る ．実際に 計算 され た

τ の ア トラ ク タ と Vア フ ノ ブ 指数 の 例 を図 2 に 示 す．

こ れ らの 現象 の 変化 の メ カ ； ズ ム は 複雑で あ る の で ，

本稿 で は 省略す る が
， 同 図 （d ） の 現象 は 2 つ の リ

ア フ ノ ブ 指数が 正 とな る ハ イ パ ー
カ オ ス 1＋）で あ り，こ

れ は 4 次 元以 上 の 系 に 特有な 現象で ある こ とを注意す

る．こ れ らの 現象 は ハー ド実験 との 対応が つ い て い

る．な お ，こ の 例 題 に 関連 し た 議論 は 文 Wt16｝・17 〕に 示

して ある ．ま た 文献
15 ）

に は 式 （7 ）の 形 の 方程式 が 3 次

元 の 場 合 に ，か な り強い 意味 で の カ オ ス 発生を完全に

厳密証 明 で きる 場合の あ る こ とが説 明 して ある ．

　以上示 した 例 に つ い て は ，精度 の 良い 簡単 な計 算 が

可 能 で あ る が，一般 に は ，計 算 は 大 変困難 と な る ．例

えば，回路 の 非線形素子 を 多項式 で 近似 し た 場合 に，
Poincar6　Map や リ ア フ ノ フ 指数 を 計算す る た め に は ，

方程式 を Runge −Kutta 法 等 を 用 い て 数値積 分 し，変

分方程 式を 用 い て ヤ コ ビ行列を計算す る こ とが必要と

な り， 精密な 計 算 は 困難 で ある ，特に 解 の 動 き方が 大

4 シ ミ ＝レ
ー

シ ョ ン　第 7 巻第3 号

N．工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

133

3Y2

臼

（q ）　δ＝．75

モ
1一
「 臼 巳　 Z　1三

「
⊃

Y2

1

臼

（b ）δ＝ ．77

一1− 12 　 　
一

巳 E　 z　 L2

ヨ

ザ

「
こ

臼

（c ）　6 ＝ ．82

一1− t2 　 　
−．6 囗 G　 Z　L2

19
ゼ

F一

つ
L

（d ）6 ＝ 1

一L：t−4e 　　
一

三5　　
一

ユ〔〕　　 5　 ∠　三臼

図2　T の ア ト ラ ク タの例 ψ＝14）

　　 （a）： 3周期点，μ1÷μ！
÷．008　（b）： トーラ ス ，Ptl串 O，μ2÷

一．013
　　 （c） ： カ ナ ス ，μ 1÷ ．163，μ2÷

一．066　（d）： ！・イ パ ー
カ オ ス ，μ1

　 　 ：≒．321，μ2
：≒．133 ．

ぎく変化す る よ うな 場合に そ れ は顕 著 とな る．こ の 場

合は
，

ハード実験 と の 対応 づ け を十 分注 意深 くお こ な

うべ きで あろ う．

　
一

方，非線形 素子の 特性を 区分線形関数 で 近似で き

る 場合に は ，方程式は 各領域 で 厳密 に 解ける の で ，か

な り正 確な計算が 可能 と なる．しか しなが ら先 の 例題

もあ っ た よ うに ，break　point で の 解 の 接続 の た め に

非線形方程式を 解 く必 要が 生 じる の で ，こ の よ うな場

合を 対象 と した高速か つ 高精度 の 解法 ア ル ゴ リズ ム の

開発が 重要な 課題で あ る と思わ れ る．なお ，式 （1）が

3 次元区分線形 の 場合 に つ い て は ，カ t ス に 関す るか

な り厳密な 議論が 可能で あ る
9）．

　また，区分線形近似は 多項式近似よ り も相 当粗 い も

の で あ るか ら，こ の 場合 もハード実験との 比 較 が重要

で あ ろ う，し か し，
“
粗 く近 似 して 高 精度 で 簡 単 な計

算 をす る
”

とい うア イ デ a ア は は な か な か 有効なもの

で ある と思わ れ ，こ の 考 え を さ らに 進め た もの の
一

つ

が 先 の 例 題 回路 で ある とい うこ とが で きるか もしれな

い ，

3．　 むすび

　非線形 回路 に 生 じる カ オ ス 等の 現象を 計算す る，と

い う問 題 に つ い て ，区 分線形 化 法を 用 い て 自律 系 回 路

を解析す る場 合 に 的を絞 っ て概説 した．区分線形特性

で 表現可能な素子 は オ ペ ア ン プや ダイ オ
ードを 用 い れ

ば 構成 しや す い し，方程式 は 各領域 で厳密に 解け るの

で，こ の 方法は 有効 な もの だ と思わ れ る．現在，4 次

元 以 上 の 自律系 回路 に 生 じる カ オ Z 等の 問題は ほ とん

ど未解決で あ り，そ の よ うな回 路に は 必 ず極め て 興味

深 い 現 象 が 発 生 す る は ず で ある ．本 稿で 示 した 手法が
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それ を解明 する た め の 役に 立つ こ と を 期待 し て い る ．

また，そ の た め に ま ずや るべ きこ とは ，高速か つ 高精

度の 非線形方程式の 解法 ア ル ゴ リズ ム の 開発 で あ る と

思 わ れ る ．
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