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《論　文》 圄

線形合同擬似乱数列 とモ ン テ カ ル ロ積分†

平 　川　 保　博
＊

ABSTRACTThis 　paper　discusses　general　linear　congruential 　pseude・random 　numbers 　for　Mente 　Carlo　integra一

tion．

Asequcnce
　ofuni 虚om 　pseudo

−random 　numbers 　is　generated　by　the 　t　th　order 　linear　recurrence 　inodulo 　P　which 　is　set

up 　with 　a　primitlve　polynomial　modulo 　p．　Thus 　the　modulus 　p　is　a　prime　number 　and 出 e　sequence 　has　maximum

period　lengthρ一 1．　A　search 　method 　is　empioyed 　to　find　multipllers 　fbr　the　maximum 　period　generator 　and 　table 　of

such 　multipliers 　corresponding 　to　prime　moduli 　p♂　pr≒ IOs（ド 2，…，7；t＝1，2，3），is　included．

　The 　property 　of 　the　maximum 　period　sequences 　is　measured 　by　the　Monte 　Carlo　integration　error 　efn ・dimensional

hypersphere　（n ＝2，…　，7）．

1． は じ め に

　 モ ン テ カ ル ロ 法は 確 率 現 象 を 伴 う シ ス テ ム の 挙 動 を

解析す る た め の 技法 の 1 つ と して，時に は 決定論的 な

問 題 に 対 して さえ も利用 され ，計 算機の 高速
・
大 容 量

化に 伴い そ の 有用 性は ま す ます 高 ま る と思 わ れ る ，

　 解析 の 対象 とす る シ ス テ ム の 確率現象 が π 個 の 確率

変数の 関 係 に よ り記述され る と ぎ，シ ス テ ム 解析 の 問

題 は n 次元 空間 で 定義 され た 関数 の 多 重 積 分 の 問題 と

し て 定式化 され る ．こ の 多重積分 を数値 的 に 計 算す る

際 ， 次元 数 n が 小 さ い 場合に は 数値積分 が，次元数が

大きい 場合に は モ ン テ カ ル 卩 積分 が 有効 で あ る とい わ

れ て い る
S）．

　単純な数値積分で は 躍 次 元 の 正 方格子点 で 関数値が

評価 され る．こ れ に 対 し，モ ン テ カ ル ロ 積分 で は 関数

値を 評価す る n 次 元 点 を
“
ラ ン ダ ム に

”
選択す る た め

擬似乱 数列 と呼ぽ れ る有限数列 を用 い る．従 っ て ，解

析 に 先 立 ち，ど の よ うな方法 で こ の 有限数列を 生成す

るか を 決 定 す る こ とが モ ン テ カ ル ロ 法 の 有 効 性 を 左右

す る 重要 な 問 題 と な る ．し か しな が ら，確 率 変 数の 意

味 で
“
ラ ソ ダ ム な

tt

数列 は存在 しない の で ある か ら，

使用 目的 に 適合 した 数列 お よ び そ の 使用 方法 を選 択 す

る こ とに な る ．

　現在 で も良く使用され る擬似乱数列 の 生成法 の 1 つ

に 線 形 合 同 法 が あ る ．線形合 同法 に よ り生 成 さ れ る数

列 の n 項 対 は n 次 元 空 間に お い て 格子構造 を もつ こ と

が 知 られ て い る
1）．す な わ ち，線形合同数列 を 用い る

モ ン テ カ ル ロ 積分 は こ の 格 子 点 で 関 数 値 を 評 価 して い

る ．t次 の 線形合 同法 は 素数 の 法 ρに 対 して 最 長 周 期

fi− 1を もつ 乗数を選択す る こ とが で ぎる
5〕，こ の 最

長 周 期 を もつ t次 の 線形 合同数列 （以後，強 さ t の

M 一系 列 と 呼 ぶ ） が 原点 を 除 くt次元 の 正 方格于 構造

を もつ こ とか ら，全周 期列 を 使用す る t次 元 の モ ソ テ

カ ル ロ 積分 は 単純な数値積分 に
一

致す る ．従 っ て ，t

次 元 空 間 で 強 さ t の M 一系 列 を 用 い る モ ン テ カ ル ロ 積

分は，部分列 で は モ ン テ カ ル 卩 積分，全周 期列 で は 単

純 な 数値積分 を実施 し て い る こ とに な る．

　 本 研 究 の 目的 は こ の 強 さ tの M 一
系列が 多次元 空間

に お け る モ ン テ カ ル ロ 積分 の 積分精度に 及ぼ す影響を

明 らか に す る こ とで あ る．始め に ，強 さ tの M 一系 列

を 与え る た め の 乗数 が 素 数 p ：グ≒ 10’（s＝2，…，7 ；

t ＝ 1，2，3） に つ い て 求 め ら れ る ，そ し て ，こ の M 一

系列 の n 次 元 特 性 が n 次 元 の 超 球 関 数 （n ＝2，…，7）

の モ ソ テ カ ル ・ 積分精度 に よ っ て評価され ，M 一系列

の 強 さ お よ び そ の 使 用 方 法 の 影 響 が 解析 され る，
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2， 線形合同法における M 一系列の生成

　t次 の 線形合 同法

　　Xk ＝ （b，
一

且Xt− 1十
…

十 うo孟 ＿
‘）mod 　P　　　　　（1）

に お い て p を 素数 とすれ ば，線形 合 同数 列 ｛澱 ｝が 最
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長 周 期 τ
＝
グ
ー1 を も つ 乗 数　bo，

…
，bt−1 を ガ 卩 ア 体

GF （p）上 の 原始 規 約 多 項 式 に よ り選 択 す る こ と が で ぎ

る 5｝．す な わ ち，CF （ク）上 の t 次の 原始規約多項式

　 f（1 ）　＝ ao 十 σ 〆十
t・t

十 at− lt

− 1
十 ♂に 対 し，多項式列

　　s”　modf （x ），　 m ・＝O
，

・・『
，

τ
一1　　　　　　　 （2 ）

は 0 を 除 く 广 1次 以 下 の す べ て の 多項式 を 尽 し，

　　bj＝P一侮，」
＝0ジ

”
，　t
− 1

と お け ぽ ，こ の 多 項 式 列 の ト 1 次 の 項 の 係 数 列 と し

て （1）式を導 く．

　所 与 の p と ‘に 対す る 原 始 規 約 多 項 式 を 求 め る に

は ，候補 とす る t次の 多項式に 対 し，実際 に （2 ）式 の

pi− 1 個 の 多項式が 0 以外 の 广 1 次の 多項式 を す べ て

尽 す こ とを 逐
一

調べ る 必 要が あ る．素数 p を 法とす る

t次 の 原 始 規 約 多項式 は φ（ρ
一 1）1t個 あ る （こ こ に ．

φは オ イ ラ
ー
関数）． しか し，そ の 原始規約多項式 の

1 つ f（x ）が 与 え られ た な らぽ ，残 りは最 長 周 期 τ と 互

い に 素 な 数 η に 対 し，f（e ）＝ 0 の 根 を α と し た と き

バ を根 に もつ 最 小 多項 式 と し て 容 易に 求 め られ る 2）．

　 こ こ で は ，ff≒ 10s〔s ・＝2，

…，7 ；t＝1，2，3） で あ る

よ うな 素数 pを 法 とす る t次 の 原始 規 約 多項 式 が 調査

され た 、法 p と次 数 t の 各 組 （p，の に 対 し て 求 め た 強

さ tの M 一
系列を与え るた め の 1組 の 乗数を表 1に 示

す ．

　 原始規約多項式f（z）に 対 し

　　 IT＝・1modf （z ）

で あ る．τ は 偶数 で ，g＝τノ2 とお けぽ

　　 （f
− 1＞（メ 十 1）＝ Ornodf （z〕

と因数分解 され ，af≠ 1modf （z ）よ り

　　 f 十 1＝O　modf （z ）

従 っ て ，多項式 の ト 1 次の 項 の 係数列す な わ ち M 一

系列 ｛Xt｝ の 要素間に

　　ろ ＋ E ＋蕩 ＝
ρ　　　　　　　　　　　 （3 ）

の 関 係 が成 り立 つ ．

　 （1 ）式 よ り求 ま る M ．
系列 ｛Xk ｝ を t＝1 な らば

　　　　丿忌
；（Xt − 0，5〕1（ρ一1）　　　　　　　　　　　　〈4 ）

t≧2 な らぽ

　　Jk＝（Xk 十 〇，5）！P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5 ）

と変換す る と，区 間 ［e，
1］上 の

一
様数列 鰍｝ が 得

表 1　M 一系列 を与え る乗数 （F1 ，2，3）

PbQ Pbl 　 b9p 　　 b2 　b 、　b。
LC12 ⊥13152 　　 1　　 2一

　 　 　 　 ．oo91 「
37

†　 ．
　 　 ∠ 3

一
　 11　　　　12 　　2　　 R　　　　−一．　．一一

．ooo715 【1〕1 　 　6レ 423 　15 　　 1　　 、
1Doou312317 ．　 2247 　 15 　　2　　 三一一一一．一

　 　 ．OOO 口 O 巳
「
↓

2 ］口 D9r 　 L3L ； 1　　　一 8　　3　　 2　　．．一．一
、興 ODO ： 9531631 　 632235 　　 2　　 1

られ る．すな わ ち，素数 p の 大 き さは 区 間 ［O ，
1」 の

離 散 近 似 精 度 を 定 め ，乗 数 娠
…，b、− 1 は p

− 1 個

〔t＝1）あ るい は p個 の 点 （t≧ 2） の 出現順序を定 め

る．

3． 超球 の モ ン テ カ ル ロ 積分 に よ る M 一
系列

　　 の 評価

　n 次 元空 間 Rn　E の 半 径 1 の 超 球 B ；｛x ∈ Rn ： 11xl12

≦ 1｝ の 体 積 は

鳳 1。 、

dU

　　 ＝ （2 π fn）Sn−、 　 　 　 　 　 　 　 （6 ）

で あ る．こ こ に ，Sl；2，　 S2＝ π．

　X1，……，XN は 互 い に 独立 に ［
− 1，1］

”上 の
一
様 分

布に 従 い ，∬B を 集合 B の 定義関数 と す る と，超 球 の

体 er　Sn の 推 定 量

　 　 　 　 　 　 　 N

　　瓦  ；（2
π
）Σ z

。 卿 w 　 　　　 　 〔7 ）
　 　 　 　 　 　 　 k＝1

は つ ぎの 平均値と 分散 を もつ ，

　　E ［s。（N ）］＝ s。，
　　　　
　　V ［S”（1＞）］＝Sn（2”− S

躍〕fN．　　　　　　　　　　　　　（8 ）

　（8 ）式 よ り，モ ン テ カ ル 卩 積分 に よ る Snの 推定量

S。の 標 準 偏 差 V［S。（N 〕］1’「2 は N の 平 方 根 に 逆 比 例 す

る．以後 ，
S

，
か らの 標準偏差 を積分精度 と呼 ぶ こ と

に す る ，た だ し，1 つ σ）推 定 値 の 積分精度 を 表す と き

に は
，
Snと推定値 の 差 の 絶 対 値 とい う表現 を 用い る．

　3．1　 n 次元超球の 数値積分精度

　 n 次 元 超球 B の 体積 の 定積分を領域 ［
− 1，1］n 上 の

正 方 格 子 点 で 評 価 す る 単純 な 数値積分 の 積分 精 度 と格

子点の ta　N の 関係を n＝2
，
4，6 に つ い て図 1に 示す．

n；2 の 場合 ｝t　good 　lattice　points法 に お い て 精度 が 良

い と い わ れ る フ ィ ボ ナ ッ チ 数列 を 用 い た 場合
4圃 を加

え る．こ こ に ，縦軸 は 超 球 の 体 積 の 積分精度 玖 ∫n と

推定値 の 差の 絶対値）を，横軸 は 格子点 の 数 N を 各

々 常用対数 で 示 す．図 1 の 直線 は 対数変換 し た積分精

度 1。g　y と格 子 点 の 数 logj＞ と の 関係に 直線 を あ て は

め た も の で，n
＝2〜6 に お け る そ の 切片 a と傾 き bを

表 2 に 示 す．

　積分精 度 と格 子 点 の 数 の 関係は 次 元 数 n に 依存 し，

対数軸 で表 され た n ＝t に お け る 直線 の 傾 きは モ ン テ

カ ル 卩 積分 に お け る標準偏差 の 傾 き
一

〇．5に 近 く ，

n ＝4 以 上 の 多重度 n で は ，正 方格 于 点 を 用 い た 単純

な 数値積分 よ り もモ ン テ カ ル ロ 積分 を 用 い る方 が有効

で あ る こ と を 示 唆 して い るS）．しか し，数値積分 で

は ，積分評価 を す る n 次元の 点列 の 選択方法 を 工夫す
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一1

　 ↑
　 　

−2

　積
一3

　分 一4
　精
　 　

一5
　度
　 　

一610gY
−7

　 　
−8

　　　　
　 　

一9

　 　
−le

　 　
−11

　 　
−12

　　　 1234567891e 　 1112131415

　　　　　　　　　　　　　 格子点の 数 logN →

図 1　 n 次 元 超 球 の 数 値 積 分 精 度 y と格子点 の 数 N

表 2 　π 次 元 超 球 の 数 値 積 分 情度 y と格子 点 の 数 N

コ a b

2 O ，013 一
口 ．761 フ ィボ ナッ チ数 列

2 口．D22 一
〇 ．755 正 方 格 子 点

3 o ．553 一
〇．6哩0 〃

4 口 ．34 ［
一
〇 ．違74 〃

5 D ．773 一〇、4G6 ノノ

6 0 ．875 一〇．333 〃
こ 　こ 　Cこ 　、　　 logY 　＝　a 　 十 　b 　・IDgN

る こ とに よ り積分 精度 を 改善す る こ とが 可 能 で あ る と

言 わ れて い る
4〕．た だ し，n＝2 で は ，精 度 が 良 い と言

わ れ る フ
ィ ボ ナ ッ チ 数 列 を利 用 した 際 の 積 分 精度 は 図

1 あ るい は 表 2 に 示 され る よ うに 正 方格子点に お け る

そ れ と は ほ ぼ 同 じで あ る．

　3．2M 一
系列 の モ ン テ カ ル ロ 積 分 精 度へ の 影響

　 モ ン テ カ ル ロ 積分に お け る理論的 な積分精度 （標準

偏差） は 確率変数 を 前 提 と し た もの で あ り，M 一
系 列

を擬似乱数列と して 用 い た 場 合 の 計算結果 が こ の 標準

偏 差 と同 様の 傾向を 示す とは 限 らな い ．そ こ で ，以下，
M 一

系列 が モ ン テ カ ル ロ 積分精度 に 及ぼす影響 を 解析

す る．

　  積分領域 と積分 精 度

　超 球 B ＝ ｛x ∈RR ： PlxdP≦ i｝ の 領域 は 原点 に 対 し て 点

対 称 で あ る こ とか ら

　（a ） thtWA，
；［

− 1，1］”上 の B の 体 積 と

　（b） 領 域 A2 ＝ ［O，1］n 上 の B の 体積の 2n倍 は 同 じで

あ る．

　モ γ テ カ ル ロ 積分 の 理 論か ら は （a ），〔b）い ずれ の 方 法

で 計 算 して も超球 の 体積 の 推 定 量 の 分 散 は 等 し い ．こ

れ に 対 し，正 方格 子 点 で の 数 値 積分 で は 後者の 方が 超

球を よ り細分 した 点で 評価 し て お り精度は 良い ．

　 同 じ擬似乱数列 を 用 い た 場 合 の 2 つ の 積 分 領 域 A
］

と・42に お け る モ ン テ カ ル 卩 積分精度 （Snと推定値 の

差 の 絶 対値 ） の 差 異 を 図 2　（p＝1000003，t＝1，

n＝3） に 示 す，こ こ に ，縦軸 は 領域 Al を用 い た 場合

の 積分精度 ， 横軸 は 領 ma　A2 を 用 い た 場合 の 積分精度

を表す．こ の モ ン テ カ ル ロ 積 分 で は 法 p の 各値 に お い

て ，各 lt　1000個 の M 一
系列 （t＝ 1）の 全 周 期列が 使用

され る ．図 の 中の 数値 は 近 接 の 点 に 使 用 した M 一
系列

の 乗数 を表す．図 2 よ り，同 じ系列を 用 い た モ ン テ カ

ル ロ 積分に お い て も積分領域 が異 な れ ば積分精度 も大

ぎ く異 な り，
一

方 で 精度の 良 い 系列 が 他方で も精度が

良い と い う傾 向 は み られ な い ．逆 に ，一
方で 非常 に 精

度 の 悪 い 系列は 他方 で も比 較的精度 が悪 い とい う傾向

を もつ ．

　以 下 の   ，   お よ び   の 解析 で は ，領域 A2 で の 超

ix　B の 体積を計算 し，後 で 2倍 す る と い う計算方法

（b）を 用 い る ．

　  次 元 数 n と積分精度

　 次 元 数 n の 違 い に よ る モ ン テ カ ル ロ 積分精度 の 差 異

を，同 じ擬似乱数 列 を 用 い た と きの n＝3 と 6 の 超球

の 積分精度 の 関 係 と して p＝1000003，t＝i の 場合 に

つ い て 図 3 に 示 す．こ こ に ，縦軸 は n＝6 の 超球の 積

分 精度，横軸 et　n ＝3 の 積分精度 を 表す．図 中 の 数値

は 図 2 の 場 合 と 同様，近接す る 点で 使用 され た M 一
系

列の 乗数 を示す．図 3 は 同 じ系列を 用 い た モ ン テ カ ル

ロ 積分に お い て も次元 数 n が異 な れ ば 積分精度 も大き

く異 な る こ とを示す．ま た，乗数 a ＝ 32，128の M ．

が

　
が

　
が

　
が

　
炉

　
　

　

　

　
　

　

↑

領
域
A
に

よ

る

積
分
精
度

　　 lO
“6　 10

凶5　 10
−4　 10

−3　 10
−2　 10

−1

　　　　　　　　領域 A2 によ る積分精度 →

図 2　積 分領域 と 積分 精度 （p＝・1000003，t＝1，　 n ・＝3）
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−5　　　10
−4　　　10

−3　　　10
−2　　　10

−1

　　　　　　　 3次 元 超球 の 積分精度 →

図 3 　超球 の 次 元数 と積 分精度 〔p− 1000003 ，t＝1〕
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積
分
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冒5
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lO7

図 4　 M 一系列 の 部分列 と全周期 列 （t＝1、

系列 を 使用 した 場合は ，積分領域 お よび次元数 に か

か わ らず積分精度 は 悪 い ．

　  M 一
系列 の 部 分 列 と全 周 期 列

　モ ン テ カ ル ロ 積分は ，通 常，計算機 に 組み 込 まれ た

擬似乱数発生 の た め の 関数を利用 して 生 成 され る数列

の 部 分 を用 い て 実 施 され る ．こ こ で は ，全 周 期 列 に 対

す る 使用数列 の 長 さ の 影響を明 らか に す るた め ，M 一

系 列 の 部分 τ／5 ，2 τf5，3τ／5，4τ15お よ び 全周 期 τ の

各 々 を 計 算 回 数 N と し た モ ン テ カ ル ロ 積分 の 精度を

解 析 す る ．解 析 に は ，法 p の 各 々 で 1000 個

（p＝10000019 の 場合 は 200個 ） の M 一
系列 を 使用 し て

い る．M 一
系列に お け る 使 用 数 列 の 長 さ と積分精度 の

関係 を 図 4 （t− 1） お よ び 図 5 〔t＝2） に 示 す．二 こ

に ，縦軸 は 積分精度 （異 な る 系列に よ る 複数 個 の 推定

値 の 標 準 偏 差 ），横軸 は 計算 回 数 を表 す ．黒丸 を結 ん

だ 実線 は 部分列 と 全周 期列 に お け る積 分 精 度 の 関係 を

示 し，使用 数列 の 長 さが 全周 期 列 τ に 近 づ くと積分精

度 が 急速 に 向 上 す る こ と が わ か る．図 4，5 の 実直線

は 図 1 に 示 し た 正 方 格 子 点 で の 数値積分精度 を，点数

は （8 ）式 よ り求 め た 標準偏差 の 理 論 値 を 示 す．

　図 4，5 よ り，M 一
系列 の 部分 列 を 用 い た 場合の モ

ン テ カ ル 卩 積 分 精度は 理 論値 よ り も悪 く，次元数 π が

大 き くな る に 従 い ，そ の 差 は 増 加 す る ．しか し，全周

期列を用 い る こ とに よ り，その 大部分 に お い て モ ン テ

カ ル ロ 積分の 理 論 精度 を 上 回 る．

　   M 一系 列 の 強 さ t と積分精度

　法 p と 次 数 t の 各組 （p，t）に 対 し，各 々 1000 個 の

M 一
系列 を 用い た 超球の モ ン テ カ ル 卩 積分を行 い ，積

分 精度の 相対累積 度 数 を n ＝ 3，5 の 場合 に つ い て 示 し

1
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10
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10
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10
−4

1『 5
　 103lO4 105 lO6

計算回数　 →

図 5　M 一系列 の 部分 列 と全 周期列 Ct＝＝2）

た の が図 6，7で あ る．
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　図 6，7 よ り，強 さ t の M 一
系列に よ る t よ りも大 き

い 次元 の モ ン テ カ ル ロ 積分で は ，乗 数 に よ る積 分 精 度

の 差 異 が 強 さ ’に よ る 積分精度 の 差 異 よ りもは る か に

大 きい こ とが わ か る．

　強 さ t の M 一
系列 の 全 周 期列 は t次元空間 で 原点 を

除 くp‘− 1個 の 正 方格子点 を 尽 す こ と か ら ，全周 期 列

を 用 い た t以 下 の n 次 元 空間 で の 積分精度は 乗 数 に よ

らず
一
定 で あ る．従 っ て ，こ の 積分精度 は 正 方 格 千 点

に よ る 数値積分精度 に ほ ぼ一致 す る．

　 図 6 よ り，n ＝3 に お け る 積分精度 は 強 さ t＝1，2 の
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図 6　M 一系列 の 強 さ t と積分精度 （n・＝3）
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0 ．O
　 O ．eOOI　 　 O』 01　 　 0 』 1　 　 　 0，1

　　　　　　　　　　 積分精度 Y →

図 7　M 一系列 の 強 さ t と積 分精度 （n ＝5）

M 一
系列 の 大部 分 （例 え ば ，p＝100003で は 90％以 上 ）

で
，

t＝3 の M 一
系列を 用 い た場合 の 積分精度を上 回 っ

て い る ．図 7 の n ；5 で は ， 強 さ t＝2 と 3 に 大 きな 差

異 は 認 め られない ．また ，t＝1 と 2 を比 べ る と計算

回数 N ≒ 104，los，106 の す べ て に お い て，強 さ 1 よ り

も強 さ 2 の M 一
系列に 積分精度 の 良い もの が多 くみ ら

れ る ．し か し，p が 大 き くな る とそ の 差 は 減少す る ．

4． 結 論

　（1） 次数 t＝1，2，3 の 線形合同法 に お け る 最長 周 期

　　 列 （強 さ tの M 一
系列） を 与 え る た め の 乗 数 が 表

　　1 に 得られ た ．

　  　計 算 回 数 を N とす る モ ン テ カ ル ロ 積分 に お い

　 　 て は ，N よ り長 い 周 期 長 を もつ M 一
系 列 の 部 分 列

　　 を 使 用 す る よ り も N に 近 い 周 期 長 を も つ M 一系

　　列 の 全周期列を用い る こ とに よ り積分精度が向上

　　す る （図 4，5）．

　〔3） M 一系 列 の 強 さ t の 影 響 は 周 期長 p一 1 あ る い

　　は 次元 数 π に よ っ て 異 な るが，そ の 大部分に お い

　　て t＝2 の 系列を用 い る と き積分精度 の 良 い もの

　　が 多 い （図 6，7）．し か し，p が 大き くな る と そ

　　の 差 は 縮小す る．

　  　同 じ強 さの M 一
系列で も，異な る乗数 に よ る系

　　列間の 積分精度 の 差が 非 常 に 大 き い ．ま た ，次 元

　　数 π あ るい は 積分領 域 に 共 通 して 良い 精度 を もつ

　　系列 は 認 め られない （図 2，3）．経験的 に は 法 p

　　に 対して 相対的 に 小 さ な乗数を持 つ M 一
系列 は

一

　　般 的 に 精度 が 悪 い ，

　M 一
系列 の 全 周 期列 を 用 い た モ ン テ カ ル ロ 積分 に お

い て は ，上 記 の 点 に 注 意 し，数 個 の 系 列 を 選 択 して シ

ミュレ
ー

シ ョ ソ 解析 を行 い ，計 算 精度 の 確認 を す る こ

とが 大切 で あ る，
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