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《論　文》
言珂
　 　 一

境界要素法に よる 3次元非定常移流拡散方程式の 解法†

河 村 隆 二
＊ ・福 間 通 人

＊＊

ABSTRACT
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s・ m ・ ・ xamp1 … fp・a・・i・al・ngi … ri・g　i・ ・ere ・… The　re ・u1 … b・ai・・d　f… ・h，
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−

pared　with 　the 　analytical 　solutions 　or 　wi 山 the 　results 　from　other 　numerical 　codes ．

1．　 ま え が き

　 移 流 拡 散 問 題 は 媒体 中 に 流 れ が 存在す る場 合 の 拡散

現象を 記述 す る もの で あ り，化 学反応，熱伝導，移 動

磁 気，あ る い は放射性 核種 の 移行解析等多 方 面 に わ た

る応用 が 可 能 で あ る．こ の 解法 と し て 近年境界要素法

が 着 目 され て い る が 1）Q）3〕非 定常移流拡散問 題 を 取 り扱

うに は そ の 移流項 の た め に ，基 本 解の 時間 に 関す る 直

接積分が 困 難 で あ る．した が っ て ，従来の 解法 で は，
移 流項 を 右辺 に もって きて ソ ー

ス 項 と して 取 り扱 っ た

り
1｝，また は Green関数を近似す る 2，u〕

こ とに よ りこ

の 困 難 さ を避けて きて い る が，そ の 為 多少 の 誤 差 が 生

じて い る 場合 が あ る．

　本 解析 で は ，こ れ らの 移流項 を 含む 基本 解 を 直接時

間積分す る こ とに よ り定式化 し，こ れ に 基 づ く 3 次 元

非定常移 流 拡散解析 コ ー ドを 開 発 した ，また ，こ の コ

ー
ドを用 い て ，既存 の 3 ケ ース の 例題 1）静的及 び動的

境界値問題2）1 次 元 パ イ プ型 の ソ ース の あ る 場 合 の 移

流 拡 散問題 3）2 次 元 核 種 移行 の 単純 な 問 題 の FEM と

同様 な 計 算 を行 い ，そ れ ぞれ の 結果 を比較
・
検討 した．

2． 定　式 　化

流体中の 熱伝導，化学反応 ま た は 放 射性 崩壊を 伴 う
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物質の 移 流 拡 散 等を 記述す る方程 式は
一

般に 次式 で 与

え ら れ る．

　　L ［c ］≡ 釜＋ （v・vc ）＋ lc − KV ・vc − s（・，・・） （1 ）

こ こ で C は 求 め る 量 （温 度，核種濃度 ， 等），S は ソ

ー
ス 項 で あ る．λ は C が 放射性 核種濃度 の 場合 は 放 射

崩壊定数 で あ り，化学反応 （
一

次）を 伴 う化学 種 の 濃

度場 合は 反応速度定数で あ る ．熱伝導を 対 象 と し て い

る場 合 は A は 存在 し な い ．iは （＞0）移 流 速 度 で あ

り，こ こ で は 場所 に 依存 しな い 定数 とす る．ま た ，
K （＞ 0）は 実効的 な 拡散係 数 で こ れ も定数 とす る．非

圧 縮 性 流 体 中 の 熱伝導の 場合，K は 熱拡散率 （＝k！
ρCp）： こ こ で ，　k は 熱伝導率，ρ は 密度，　 Cp は 定圧 比

熱） で あ る．核種の 地中移行 の 場合，地 下水 流，分散
・拡散 係数，遅 延 係 数 ，お よ び，ソ ース 項 を そ れ ぞれ

u、D ，　R ，お よ び ，F と し て ，」＝UIR，　K ＝1）！R，　S＝FfR

とすれ ば よ い ．

初期条件 は ，

　　C （x ，ノ，− ，t＝ 0）．・　Co〔x
，丿 ，

　x ）

と し，境界条件は ，

　　C （x1，丿［，　el，　t），（Dirichlet 条件）

また は ，勾配

　　　 ∂c （Xl ，Jl，＝ 1，　t）
　　　　　　　　　　

・充… 9〔XI，／1，
Zl

，
t），　 　

− K
　 　 　 　 　 　 ∂ア

（2 ）

（3 ）

（Neumann 条件）　 （4 ）

で 与 え ら れ る もの とす る ．こ こ で 点 （XT ，．Y1，　II） は 境

界上 に ある もの と し，五 は こ の 境界点 に お け る 外向き

法線ベ ク ト ル で ある ．
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e ，・・…
一
∫唖ガ ψ 需 广 ・蹄

　　　　
一
∫癒

　　　　・s，　・Ω・
・

阿
一

・）・… ）

　　　　・∫：・・∫、

・Ω・
一
・辣

一
州 ・ ・巨 ・・

こ こ で ，r は 領域 Ω の 麗界，θ，は 考察点 G ，，τ〕で 決

ま る 係数 で あ り，また，

　　φ
卜

〔1，　t）

　　　 ≡ ff・｛− K7P
｝
（7，　t｝一言Ψ

’
（冗 t）｝

　　　一
，、細 ，訶

一・・斎）

　　　　・ e ・ p（
　じ

・21tl 　　　　 ア・6 　　ア

2

−
　　　

一
λ ltl− 　　

−
　　41（　　　　　 2K 　4KltI）…

で ある ．

　 こ こ で τ が 十 分 小 さい も の と し て 時 間 積 分 中 の C

と g の 時間 変化 を 無視 して ，C8）式 の 時間積分を 実行

す る ．

・ま・7，… ∫：四 癩

　　　　　　一、、。
尭，

，
，孕 即 （

r
’
v2K

）

　　　　　　　・ 回 、＃tT、
，羣標 ｝

　　　　　　　＋ erfx ｛富
一
ヤ鳳 ｝］・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔10）

　（Dの 演算子 L の 随伴債算子，

L ・
≡ ÷ ・v・・ ）・ ・一・・ ・・ 　 　 …

の 基 本 解 は 方 程 式

　　L ＋
Ψ
「
（7，t）＝δ（n δ（tl）　　　　　　　　 （6 ）

の 解 と して 定 義 さ れ，

・
一
… ，・・）一

、，知
1

、
桝 （一睾一

川

　 　 　 　 　 　 　 　
りゆ

　　　　　？

　　　　　　　÷ 、fU、1）　 　 …

で 与 え られ る ，こ こ で θ （
− t）は ヘピ サ イ ド階段 関数

で あ る．考察点を 〔r、，τ）と し，〔1）式に

　　v ＋
（7− 1

、，　t
一

τ）

を 乗 じて 全 領 域 Ω と全 時 間 区 間 で 積 分 し，部 分 積 分

を行 う こ とに よ り t 考察点 （冗 τ〕に つ い て の 次 の 境

界 積 分 方 程 式 が 得 られ る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 o

　　　− 　 　 di
「
v ＋

〔i　’一　；
、，　t

一
τ）9 （只の

平 成 2 年 9 月 11

お よ び ，

麻 ・1

　　　　　　　i煮孟1、1）
とお く．た だ し，

　　erfx （x ，丿）≡ げη驚（x 十丿）exp （2xア）

　　　　　　 exp 　（
−

x2
一

丿
2
）

　　　　　　
〜

而
（x ＋コ＞ 1）・

畝 ・ ÷ll即 ・− z2 ・・de

とす る．

　結果 （8 ）式は こ れ ら を 用 い て ，

　 τ

　　φ
＋

（F，t一τ）dt
　 O

一万・｛− K7c
、古（1，τ）

一万c
。

1
（茗 τ）｝

一
、i黒、即 （

→→
r
’
V2K

）・

・
［｛

一ξづ伶巫 i4κλ〕

）｝
・ e・fx｛誌 ，府 叢）｝
・ ｛

一鐸 （手＋

4げ

ヂ
κ λ）

）｝
・ 畝 ｛，纛、

厂 π 語｝］
・

、、籌器   （一望一
・ 1・1

　 　 →一→　　　　 2

・
，
・・・…

一
手．

妬 ・・− 7
，・・・・・… ，

一一
手．

聯 r ・瞭

・∫、

dΩ・
＋

・研
一

・1… n

・乱・蜥
一
な ・蹟

（11）

〔12）

と書げ る．こ こ で N を 表面 要 素 の 総 数，M を 体積要

素 の 総数 と し，（12〕式 の 離散 化 を 行 え ば 次 式を 得 る ．

e ，qcT・一盞q噂，

・♂・玩 缸

　　　一一
名縛 ，

cま・研 ・1・dr

　　　　・期レ
＋

・・† T・・dΩ

　　　　・葛呵 、

・δ・・
一

・ 瞬 　 c13）

〔13）式 の 行列方程 式 を 解 く こ と に よ り解 が 求め られ
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る ．

　 定 常の 場合 （λ＝0 とす る ） お よ び 流れ の な い 拡散

だ け の 場 合 の 時 間 積 分 後 の 基 本 解 は 以 下 の よ うに な

る．

　（10）式 ，
（11）式で τ→ 。 。 と 置 くこ と に よ り，

・♂・一・… ÷ 即 （一
テ
’

1妻り・ （14・

P♂（・’・・ ）一；T
… ｛

一
舞＋チ（与

一
÷）｝

　　　　　　　・ e ・ p （
i・v十 Vr

　 2K ）　 ・15・

とな り，大西 に よ る 文 献 （1）の （12）式 の 基 本 解 と
一

致

す る．

　流れ の な い 熱 伝導の 場 合 ，（10）お よ び （11）式 で

v ＝0，λ＝O と置 く こ とに よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）

　最後 に ， 今 ま で は 時 間 積分 中 の C と g の 時 間 依 存

性 を 無 視 して きた が ，近似 を さ ら に 良 くす る た め ，C

と g の 時間 に 関 して
一

次 の 変化 まで を 考慮 し た 場合を

考 え る．す な わ ち，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 τ
一t

　　C （テ，　t）iC （i，τ）＋一 （C （テ，0）− C （テ，τ）），（20〕
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 τ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 τ
一t

　　e（テ，　t）　± 9（テ，τ）＋
一

（9（テ，0）
−

9 （テ，τ））　 〔21）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 τ

と お き，（8 ）式 に こ れ ら を 代 入 し時間積分 を実行 す

る．

c ；（・，・・）・1：（
τ
一t

τ

）
・

＋

・裳繭

　　　　　一
、t， 、

，，，

τv，無 ，
e ・ p （

F・v2K

）

・♂・祚 纛離 （
　　　 r

商 ），　 ・16）

お よ び

・ま・・，・T ）一籌笂纛 即 （
　r24K

τ）

　　　　　　・÷c・fc（
　 　 　 7

緬 ）］　 ・17・

とな り，流れ の な い 熱伝導 の 場 合 の C ．P．　HONG ら

の 文献（4）の （10）式 の 基 本 解 と
一

致 して い る．

　 さ らに ，ラ プ ラ ス 方程式 ま た は ポ ァ ソ ン 方程式 の 基

本解 は ，（14），（15）式 で v → 0，ま た は ，（16），（17）

式で τ→ 。 。 とす る こ とに よ り得 る こ と が で きる ．

　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　σ♂（テ，。 。 ）＝一 ，　　　　　　　　　 （18）
　 　 　 　 　 　 　 4πKr

　 　 　 　 　 　 　 テ
・
兎

　pd （尹，° ° ）＝
舜

・

お よび

・ ［一・ ・f・ ｛斎 ・ （艨 ）｝
・ e・fx｛斎 ・一 （」LT・纂）｝］・

（22）

　　pt（F・　T ）・∫：？
’

　
‘）

・・
’

・r 卜 肋

　　　　　　＝ E・｛− Kvcl （r，τ）− Vc；（1，τ）｝

　　　　　　一。縹；画
一霊）・・

　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　づ

　　　　　　　
・［｛チ＋

（。
，辛4κλ）｝

　　　　　　　・ e・fx｛烹 ・（」・T ・寰）｝
　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　づ

　　　　　　　・｛÷
一

げ≒。、）｝

　　　　　　　… fx｛意 ・
−1（・・＋裳）｝］，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （23）

とお くこ とに よ り，境界積分 方程 式

　　e ，（コ（1，，τう
一
｛廴＿6昭ウ♂（1−一〒ちτ）（］（〒：τ）

　　　　
一
蛭 ・礁 ・・卿

一
・・z …

　　　
一一
飽 ・♂・硫 … ，・・

　　　　  鵡 ・・一・r
・コ・）（・・7，・・一・・7，・））

　　　　・睡
・

・7− ・
，，
一

・卿

　　　　・乱・蝋 r ・・s…　T）

　　　　・S、 dΩ・；・研 ・・（・・7，・・一…
， … （…

を 得 る．こ れ を離 散 化 す れ ば 境界 要素法 の ス キ
ー

ム が

得 られ る．以 下 で は （13）式の ス キ ーム に 基づ い て 作成

した コ ードに よ る 計算結果を 示 す．（24）式 に 基 づ く計

算 コ ー ドは 未だ 作 成 し て お ら ず，こ れ は 今後 の 課 題 で

ある．

　3． 解 析 結 果

　 （13）式 の 定 式化 に 基づ き．3 次 元 移 流 拡 散 の プ ロ グ

ラ ム を 作 成 し，以 下 の 3 ケ ー
ス に つ い て 解析を 行 っ

た．
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　 D 定 常
・非 定 常境 界 値 問 題，2）ソ ース が あ る 場 合 の

1 次 元 問 題 ，
3）2 次 尢核 種 移 行 で の FEM と の 比 較 ．

　 1）　定常 ・非定常境界値問題

　図1− 1及 び 1− 2に 示 す体系 モ デ ル に お い て 境界条件

を C （O，／、z，　 t）＝ 1，C （1，／，z，t）　＝O ，他 は 反 射 境 界

条 件　｛∂c （x．o，z，t）〆の＝∂c （x，1，xJt ）1の＝∂o（x，ノ，

o，t）fei＝∂c （x，」，1，‘）1∂z ＝O｝と し定常 お よ び 非定常

の 境 界 値 問 題 を 解 析 し た ． ペ ク レ 数

Pe＝vAxfK ＝0．05，及 び 0．25と した 定常 の 場 合 の 結果

を 図 2−1及 び 図2−2に 示す．○ 印は 解析解，実線 は

BEM の 解 で あ る ．初期条件 C （x，　／J　z，0）＝CDS （x〕と

した 非定常 の 場合は ， 拡散数 Dc＝KAt ！（Ax）2＝0．0生
，

ク ー
ラ ン 数　Cc＝v∠」tf∠」x＝0，04 及び 0．2 と した 結果 を 図

3−1及 び 図3−2に 示 す ．ま た 図3−3C・tt ＝ ・O．005 で の 解 の

等高線図で あ る ．境界値問題 で 非定常 の 場 合は 若干 の

補 正 が 必 要で ある．

　 　 　 　 　 　 　 丁HR匚E　DI門EISI⊂HAL　巳．E．tr　EXAMFLE
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’
日
」

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E ；．．’．　 ’．一．．＿1RC

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Iszー　 　 　
ー−−ー−ー　 Le？−　 　

t．．L＿．11 　

　　　　乏鮮
嚶 ：

廼
メ 肇

〉 〜
運
  舜

＞ t廴
  ・

・ 1

訴灘幾
遮

1馬：ゴ：∫1

　 　 　 　 　 　 　 図H 　 境界値 問題節点図

THR 三E 　DItrEN51 ⊃HPL 　ビ．E 　M　EXRtrpLE

　　　　　　　　 〆 9〈， Il”t＞   丶 ．

　　　　〆 ≦ 薄〉 韋ζ喬 〉 ≦ 妻＞ L
−
，

一一一一．！
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図3−1 境 界値非定 常 問題

　 2）　 ソ
ー

ス が ある 場合の 1次元問題

　 次に 図 4 の モ デ ル の 非定常の 場合で ，単位断面長 さ

20m の 四 角形型 パ イ プの 中心 に ソ
ー

ス が あ る問題 で

あ り，境 界 条件 は 全 て 反 射 で あ る ．初 期 条 件 C （x，コ，

z，0）＝0 と し，Pe＝O．1，Dc＝10，　Cc＝1 で ，図5−1に 示

す ，時 間 7・テ ッ プ At＝1yr で 計 算 し，　 O 印 は F13

vr で の 解 析 解 s：で あ る，結 果 は 解 析 解 と若 干 の 不
一

致

を 示 し て い る．図5−2は t・‘1yr で の 等濃 度 線 図 で あ
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　 　 　 1次元非定常問題の 等濃度線図
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図 4 　 ソ ース の ある場合

　 　 1 次 元 非 定 常 問 題 の 節 点 図

る ．

　3）　 2次元 核種移行 で の FEM と の 比較

　放射性廃棄物 の 地層処分 に お い て ，固 化体か ら放射

性核種が 地層中に 放出 さ れ ，地 下 水 流 と と もに 移 流拡

散す る場合 に つ い て ，図 6 に 示 す体系を 考 え た ．計算

領域 は，x 方向に （− 40m ，240m ），g 方 向 に （Om ，

80m ）ま た ，丿 方向に 有 限 の 広 が りが あ る が ，3 次 元

コ
ー

ドで 扱 うた め 単位厚 さ （Om ，1m ）と し た ．放射

性 廃棄物 の 処 分点，す な わ ち 点源 と し て （Om ，0．5

m ，Om ）の 位置で 境界値を 1 と し た ．ま た 他は 境界条

件 は ，ソ ース 点 を 除 きす べ て 反 射 境 界 と し，地 下 水 流

は κ 軸 に 平 行 に ， 正 の 方 向 に 向 か っ て 速 度 110m ！yr

を 持 っ て い る もの と し た ．こ こ で は U234 の 崩壊 を 含

む 移流拡散 の 結果 を 図7−1に 示 す．実線は LBL6 ，で の

2 次 元 FEM の 結果 で あ り，MARK 　 X 　O △ は 3 次元
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図 6　2 次元核種移行問題の 要素 図

FEM の 結果
7）
で あ り、口 は BEM の 結果で ある ．図7−

2は t＝10i　yr で の U234の 等濃度線 図 で あ る，時間 ス

テ ッ プ は At ＝ 1〔PJr で あ る が
，

こ の 場合距離が 10m

以 上 とな る と精度 が 悪 くな っ て い る ．FEM の 場 合 の

結 果 と異 な り，2）の ソ ース の あ る場 合 ペ ク レ 数 が か な

り大きくて も，良い 結果が 得 られ るが拡散数 が 大きい

と結果 が 小 さ くな る ，す な わ ち 時 間 Stepを 大 き く と

る こ と が で ぎな い ．また ，ソ ース 項が ある 場 合 は 補正

が必要 で ある ．こ れ は初期値及び 特異性を含む 体積積

分 を 4 × 4 × 4 点 の ガ ウ ス 積分 で 行 っ た 近似の 悪 さに よ

る もの で あ る と思わ れ る，
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図7−12 次 元核種移行 間題 の FEM との 比較
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　3 次 元 移 流 拡散の 解析 に お い て ，基 本 解 の 時間 積分

を 解析的に 行 うこ とに よ り定式化 で きた ，こ れ に よ

り，そ の 他 の
一

般的 な移流拡散解析に 適用 が で きる．

また 従来 の 放物 型 の 偏 微 分 方程 式の 基本解 が導出 で き

た ．精度 が良くな い 点は 時間 ス テ ッ
プ 及 び体積積分に

よ る こ とが わ か っ た．さ らに 特異性 を含 む 体 積 積分 の

改 良 が必 要 と考 え られ る．

　今後こ の 直接解法 に よ り，大規模放射性廃棄物処 分

解 析 の た め に ，a）Decay 　Chain の あ る 場 合，　 b）地下

水 流 の BEM 解析 と の 結合，　 c ）処 分 場 の 近傍は BEM ，

遠方 は FEM に よ る連 結 解 析が 可 能 とな ろ う．また，

今後 ト リ ク 卩 ル エ チ レ ン 及 び 重 金 属 の 投 棄 に 対す る 評

価解析が可 能 で あ る．

↓
・ ．t尸■　1　艤，隔　　」L　1．tt　　」闔屬．，Ert 巳1　」t　1．」蟹

図7−2　2次元核種移行問 題 の 等濃度線 図
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