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《論　文》 ； 論 10−3

新領域積分法に基づ くボア ソ ン 問題 の

　　　　　　　　境界要素法解析†

桑 原 敏 彦
＊ ・武 田 毅

＊

　ABSTRACT 　The　application 　Qf　the　boundary　element 　method 　for　solving 　boundary　value 　problems　with 　non −

homogeneous　term 　such 　as 　PQissoガ s　equation 　lcads　to　an 　integral　equation 　which 　contains 　domain　integrals．　Although

these　integrals　dQ　not 　introduce　any 　new 　unknowns ，　they 　affect 　the 　eficiency 　ofthe 　rnethod 　since 　thc 　additional 　integra−

tion　over 　the　whole 　domain 　is　required 、　In　the 　analysis 　of 　non
−linear　or 　time −dependent　problems　using 　the　boundary

elcment 　method 。the 　domain 　integral　occupies 　the 　m 司or 　part　ofthe 　tQtal　computing 　time　of 　the　analysis ．　 In　this　paper
anew 　approach 　for　the　domain　integrals　is　presented ．　The　procedures　are 　follows： First　ofal1 ，　the　non −homogeneous

tcrm 　is　supposed 　to　be　interpolated　by　the 　boundary　values 　using 　polynomia1 　expression 　for　the　region ．　The　domain 　in−

tegrals　are 　carried 　out 　in　each 　triangular　cell　which 　is　made 　ofthe 　source 　point　and 　a　line　segment 　orthe 　boundary、　No

subdivision 　is　necessary 　for　the　region 　in　this　method 　prior　to　the 　calculation ．　Secondly ，　 an 　analytical 　recursive 　for−

mula 　is　proposed 　in　order 　to　calculate 　the　domain 　integral　for　a　higher　order 　pQlynomial　interpolation　function　with

high　accuracy 　and 　at 　hlgh　speed ．　The 　e伍ciency 　of　the　formula　is　finally　con 丘rmed 　fDr　some 　sample 　pr。blems　whose 　the

exact 　 solutions 　are 　known ．

1．　 ま え が き

　偏微分方程式 の 数値解法 の 1 つ で あ る境界 要 素 法

（BEM ）の 理 論 と応 用 に 関 す る 研究 が 近年活発に 行 わ

れ ， 特 に 線 形 問 題 の 分野 で は 有限要素法 （FEM ）な

どの 領域型解法 を陵駕し つ つ あ る
1）・2）．

　BEM は 支配微分 方程 式 を積 分 方程式に 変換 し た 後

に FEM と同 様の 離散 化 を 行 い ，代数方程式に 帰着化

す る解法 と言 え る．BEM は 解析対象領域 の 境界 の み

に 未知変数 を 考 えれ ば 良 く，問 題 の 次 元 が 1次元下 る

の が 最大 の 特微 で あ る．しか しな が ら，BEM で は 特

異 性 を有す る 基本解 を重み 関数 とす る積 分 を取 扱 うた

め ，こ の 積分計算 を 如何 に 高速 ・高 精度 に 実 行 す る か

が BEM 解析の キ
ー

ポ イ ン トで あ る．ラ プ ラ ス 微 分 演

算子 に 対す る直線要素上 の 境界積分計算は 解析的 に 実

行 で ぎて ，解法 の 効 率化 に 有効 で ある こ と が 既 に 明 ら

か に され て い る 3〕・軌 5〕．

Beundary 　Element 　Method 　fbr　Poisson　Problem　based　on 　a

New 　Domain 　Integration　Scheme 、　By 　Toshihike　Kuwahara 　and

Tsulosht　Takede （Faculty　of　Engineering ，　Hokkaido 　Univers−

ity）．
＊
北海 道 大 学 工 学 部

†1gge年 8 月23日受付，1990年 10月18日再受付

　 ボ ア ソ ァ 方程式 の よ うに 非同次項 を 有す る 問 題 を

BEM に よ り 解析す る 場合，　 BEM に お い て も 領域積

分項が 残 り，これを高速 ・高精度に 実行 しな け れ ば領

域型解法に 対す る 利点が 失 わ れ る
6〕．ま た 1 非線形 問

題や 時間依存問題を BEM に よ り解析す る場合 は ，領

域 積分 を 繰返 し実行す る 必 要が 生 じ る た め
， 領 域 積分

計 算 の 高速 化が 不 可 欠 とな る の，

　非 同次 項 が 領域 内で
一

定な らぽ 領域積分 は 境界積分

計 算 に 変換 で きる
S｝．ま た 非同次項 を 級数展開 し て 領

域積分項 を等価 な 麑界積分 に 変換す る 手法
9）もあ る

が，一
般に は領域 積 分 の た め に 領域 を 内部 セ ル に 分割

した 上 で 数値積分 を 用 い て 計 算 して い る 10｝，内部 セ ル

は FEM で 用 い られ る 有限要素 と似 て い るが ，セ ル の

節点に 未知 数を 考 え る 必 要 が な い 点 で 境界 の み に 未 知

数を 配置すれ ば よ い と い う BEM の 特徴 を 失 うも の で

は な い ．しか しなが ら，領域積分の 計算時間 と計算精

度は 解法全体の 効率 に 大 きく関わ っ て くる．

　本 論文 で は ，境界 の み を取扱 え ば 良い とい う BEM

の 特 徴 を失 うこ と な く領 域 積分を 効率的に 実行す る た

め に ソ ース 点 セ ル と い う概念を導入 す る
11）．すなわ

ち，領域 内 の 非 同 次項 の 空 間 分 布 を 境界上 の 補間 点 の

関数値 を用 い て 高次補間 し，領 域 内 を 内 部 セ ル に 分 割
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す る こ とな しに 領域積分計算 は ソ ース 点 と陵線 に よ り

構成 され る三 角形 セ ル 上 で 実行す る，

　 本 論 文 で は ，こ の 領 域 積 分 計 算を 高速 ・
高精度に 実

行 す る解 析的 な漸 化 公 式 を 提 案 して い る，ま た，厳 密

解が 与え られ る問 題 に 本手法を 適用 して そ の 妥 当性 を

検証 し，か つ 数値積分を 用 い た 場 合に 対す る 有効性 を

確認 し て い る．

2．　 ボ ア ソ ン 問題に対す る境界要 素法 の基本

　　 式

　本論文 が対象 とす る支配方程式は ポ テ ン シ ャ
ル u に

関 す る 次式 の ボ ア ソ ン 方程 式 で あ る．

　　▽
2
配
；
φ　in　Ω 　　　　　　　　　　　（1 ）

こ こ で ，右辺の φは 既知関数 の 非 同 次項 で あ る．

　BEM は 上 式 を グ リーソ の 定理 と随伴 微 分 方程 式 の

基本解 u
＊

を 用 い て 次式 の 境界 上の ソ ー
ス 点 iに 関す る

積分方程式に 変換 し た 上 で ，FEM と同 様に 離散化 し

て 解 くの が そ の 基本 で ある．

・・ ＋レ ゴ ー レ ガ
ーL磁 …

た だ し，g は 麗 の 外 向 き法 線微 分 で 定 義 さ れ フ ラ ッ ク

ス と呼ば れ，同様 に ゲは ♂ の 外向き法線微分を意味

す る．まk ，c、は ソ
ー

ス 点 iに お い て 領域を見 る角度

を θ，と し て 2 次元 の 場 合 次 式 で 表 さ れ る 、

　　 c、＝θ
，1（2 π）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3 〕

　（2 ）式に お い て，r は 解析領域 Ω の 境界を意味 し，

境界 r を Ne 個 の 直線要 素 1
「
に 分 割 し た上 で 境 界 積分

は 解析的に 計算す る こ とが で きる
］1i・＋11，5〕，本論文 で は ，

要素形状 は 直線近似 し要素 上 の u，e を高次多項式近

似を 行 うサ ブ パ ラ メ ト リ ッ
ク 高次要素 を 用い て 解析的

に 境界積分を 処 理 し て い る
引 ．ま た ，右辺第 2 項 の 積

分は 非同 次 項 φに 関す る 領域積分で あ り，こ の 計算

を 本論文で 考察対象 と して お り次章以下 で 具体的 に 取

り上 げて い る．

3． 領 域 積 分

　考察す べ き領域積分 は ボ ア ソ ン 方程 式の 非同次 項を

φ と して ソ ース 点 iに 対 す る次 式 の 積分 で ある．

鳳 鯉 　　　　　・・）

た だ し，u
＊
は ラ プ ラ ス 方 程 式 の 基 本解で 2次 元 の 場

合，ソ
ー

ス 点 iと積分点間 の 距離を r と して 次 式で 表

され る．

　　u
＊ ＝（1〆2π ）

・1・9 （1／r ）　 　 　 　 　 〔5 ）

　本論文 で は，あ らか じめ 領域 を 内部セ ル に 分割 しな

い で （4）式 の 積分を 図 1の よ うに 領域を ソ ー一　X 点 t と

境 界 を構 成 す る 稜線 に よ り構 成 され る Nc 個 の 三 角形

セ ル ご と に 実行す る．ま た ，非 同 次 項 φの 空 間 分 布

を 座標 に 関 す る n 次 完 全 多項 式 で 近 似 し，原 座 標系

（X，y） の も とで ，　 m ［＝（n 十 1）（n ＋ 21）　1
’
2一個の 境界上

の み の 補 間 点 に お け る tlLCk＝1〜m ）に よ り次式 で 補

間す る （図 2）．

　　φ
＝匚1，X ，　Y，

…
，．Wyg ，…irn，　yn］［D ］

・

　　　　　　　　　　　 ［φ1，φ2，…，φ。］
7

　 （6 ）

た だ し，［D］は補間点の 座標で 表され る 次式 の 係数行

X
図 1　 ソ

ー
ス 点 セ ル Ω」 お よ び 局所座慓系 ［x，y」

φ／

P 戸， 、 ，
「 噛

｛

Ω

　

1

甲

図 2 　境界値に よ る非1司次項 の 補間
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列 で あ る．

叫燃鞍雛r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7 ）

本 論文 は ，以 E の よ うに 境界値 の み を 用 い て 非 同 次 項

を補間 し領 域 積分を 実行す る 点 で 従来 の 手 法 とは 異 な

る 内容 とな って い る．

　した がっ て，（4 ）式は 次 式 とな り 考察す る領域積分

は
一

般 に （9 〕式を評価すれ ば 良い こ とに な る，

　　B
，
＝砦［lu、。ノ 、バ

・，Jp．，，
…，1。．．］

・
　 　 　 i＝r

　　　 ［D ］
・
［φb φ2，

…
，φ。コ

τ

た だ し，

仙
一
レ 酎 鵡

（8 ）

（9 ）

　 つ ぎに ，上 式 の 積分 を簡単化す るた め に ，ソ ース 点

を 原 点 と しか つ 注 目す る稜線 に x 軸 が 平行 と なる よ う

な局所座標系 〔x、／〕 （図 1） を導入 す る，こ れ らの 座

標系は 注 目す る稜線の 方 向 余 弦 を ［t
）
，MJ］，ソ ー

ス 点

の 原 座 標 値 を （凡 ，
Y

，） と して
， 次式 で 関係づ け られ

て い る，

［… Y，・1］一［憎 ］［・
・・… 1］

T
 

ま た，局所座 標系の も とで は u
’

に 含 まれ る ソ ース 点 i

と積分点 間 の 距離 7 は 次式 の よ うに 簡単 化 され る．

　　r ＝ 研 ア　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1i）

　 した が っ て，（5 ）式 に （11）式 を 代入 し た u
＊

と （10）

式 で 表 され る X ，γ を （9 ）式 に 代入 し 局所 座 標系の も

と で 積分を実行す る と，積分の 上 ・
下限 が κ に 関 して

は 原点を 通 る直線 で 表わ され ， 積分実行後 の 丿 に 関す

る 積分が 格段 に 簡単化 され る （図 1 参照 ）．

す な わ ち ，（9 ）式 は 以下 の 計算 に 帰着され る．
　 　 　 　 P＋ 9　ク＋ e

−u

　　ろ、，
＝Σ

・
Σ α

、，ガ σ。，v 　　　　　　 （12）
　 　 　 　 u；o　　v＝o

殊 ・夛1：レ ・… ザ ・  （1・・
　 　 　 　 　 　 　

np

た だ し ，係 数 α
ゆ

は （10）式 よ り Xpyq ＝（1
」
x
−

m
丿

十 X，）P・（mjX 十 1丿十 幻甦 φ （κ，丿） と して 次 式 で 表 わ さ

れ る ．

　　　　　1 ∂
［”＋ ”］

φ（x
，／）

　　
α・・t／

＝
蕭 ∂為

・ 　 　 　
〔14）

た だ し，cro，o≡φ （O，O）．

　（13）式 の 積分 を 計算す る に は 以 下 の x お よ び 丿 に

関す る不 定積分が 評価 で ぎれ ば良い こ とに な る ．

卿 全∫岬 ・伽

験 ・）皇1ノ・
砌 ）の

（15）

（16）

　（16）式 を 評 価 して
，

一
搬 に Cp．g は 次式 の 代 入 計算 に

よ り計算 され る，

　儀广 誹［｛E，，e （a・，d）− E
，，，（a 、，・）｝

　　　　
一

｛E
ρ〆鰯

4）一場，7鱈，O）｝］　　　　（17）

4．　領域積分漸化公 式

　（15）， （16）式の 積分 は 主 と して 部分積分の ス キ ーム

よ り
12
懈 析的 に 積分で きて （付録参照），これを （17）

式に 代入 し て 整理 す る と，Cp，　g は 次 式 の よ うに ，図 3

に 示 す 幾何学的パ ラ メ ータ を用 い て 漸化的に 高次 の 項

が 計算 で きる解析式が 得 られ る．

　　c ・，q
−

（鐸）｛縞
・
’
・

　　　　・ ・癖 璽 ・・ … ｝　 ・18・

　　Cl，・
一

，農）｛紐 … ＋ （姦 瀕

　　　　・ d’

（賦 ｝　 　 ・19・

c
・，e
−

（，＋ 1）咢≒＋ ，）｛（鉾1）・
’

器絆鍔

　　　　・ （潤 一
耀 ）・ 紺

1

嘱
一lui

）｝

　　　　
一
｛儲 ・Cp−

一
（・≧・・ 　 （…

d

●
ー

■
X ＝ aly k

ρ　　，　　r　　． ＝

1

y ； 3
鬱

匹
1

rjl rk ：
卩

1

「
「

驂 ，

：
1

， X 1

Xj Xk

図 3　 幾何学的パ ラ メ ータ の 定義

＝ aky

72 シ ミュレ
ー

シ ョ ン 　第10巻第 1 号

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

391

た だ し ，p，は ソ
ー

ス 点 か ら エ
ッ ジ を見 る 角度を θi

（図 3） と し て 次 式 の 関 数 を意 味 す る．

　　P、一一θノ（2π ）　 　 　 　 　 　 　 　 （21）

また，押 は次 式 の 関 数 を 意味 す る．

　　t
甸 ＝（

n 　　nXi−
x

丿
）ノ（2π ）　　　　　　　　　　　　　　　（22丿

た だ し，Xb 筋は 端点 の x 座標 （図 3） を 意 味す る ．さ

ら に ，Uk
＊

，ギは 端点ゴ，　k に お け る基本解 u
＊

の 値を意

味 し次式 で 表 され る．

　 　 ＊ ＿− 1
　　　　　 109（rs），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）　 　 Uk −
　 　 　 　 2π

q」− tl　l・9 〔rj） （24）

　5．　 数値例 と検討

　 こ こ で の 計算 は 提案す る手 法 の 妥当性 の 検証 と数値

積分 を用 い た 場 合 に 対す る 有効性 の 確i認 が そ の 目的で

ある た め 厳密解の 知れ る簡単なモ デ ル を対象とす る．

　図 4 に 示す モ デ ル に 対 し て 次 の 問題 を考 え る．

（問 題 1）

　　7   ＝（x − 3＞＋ （Y − 3〕

　厳密解

　　u −÷｛（x −
・）

3
＋ （Y− ・ハ

（問 題 2）

　　 7   ＝ぽ
一3）1

＋ （｝
L3

＞
！

　厳密解

　　・
一義｛〔x − ・）

4
＋ cy− s）

4

｝

（問題 3）

　　凶 ＝（X − 3）
3
＋ （y− 3）

s

　厳密解

　　u ＝⊥ 1（κ＿3）
5
＋ （y＿3）

51

　 　 　 20

　領域積分計算 は 本手法の 1次〜 3 次 ソ
ー

ス 点セ ル と

比較 の た め Gauss　10＊10数値積分を用 い た ．な お ，

獎界積分は 全 て 積分誤差 の 生 じ な い 解析的な 公式 寺丿
を

用 い て ，5 次要素 （要素数 ： 4，節点数 ：20） に よ り

計算 し た．し た が っ て，以 下 の 計算誤差 は 本手法 で 非

同次項 の 次 数以 上 の ソ ース 点 セ ル を 用 い た 場 合 は 関数

近 似 誤 差 も存 在 しな い の で ，桁 落 ち な どの 数 値 E の 誤

差の み が影響 して い る が，数値積分を 用 い た 場合 は数

値積 分 誤 差 に 起因 す る計算誤 差 と 見 な す こ と が で ぎ

る．

　 ま た ，使 用 し た 計算機 は パ ー
ソ ナ ル コ ン ピ ュー一タ

q

　

X

Y

q

U

〔a ｝ 境界 条 件

｛b） 要素分割 （5 次要素）4 要素，20節 点

　 　 　 　 図 4 　 解 析 モ デ 儿

u

・FM −11（AD2 ＋ ） で 言語 は 実数 の 有効桁数が 9 桁 の

BASIC −09 を 用 い た ．

　表 1は 境界値 の ポ テ ン シ ャ ル 平均 誤 差 ε［u］、フ ラ

ッ
ク ス 平均誤差 ε「q］お よ び 計算時間 T 〔sec ）を示 し て

い る ．

　表 の 結果 よ り，提案した 手法 の 計算精度と計算時間

に 関 し て 次 の こ とが 言 え る．

（1） 非同次項の 次 数 以 上 の ソ ース 点セ ル を 用 い れぽ ，

　 数 値 上 の 桁 落 ち誤 差 の 影 響 を 除 い て ほ ぼ 厳密解 が得

　 られ て い る．

（2｝ 領域 積分 誤 差 の た め 1 一4
オ
ーダの 計算誤差 を もつ

　 Gauss　10 ＊10 分 点法 に 比 較 し て 約 1，！3F： 計算時 間 が

　 短 縮 され て い る ．
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表 1　 ソ
ー

ス 点セ ル の 次数 に 対す る境 界値 の 平 均誤差 ε お よび計算時間 T （scc ）

手 法 提 案 手 法　 （ ソ　
ー
　ス 点 セ ル ） 6auss

問 題 1 次 2 次 3 次 10 串 10

【 1 】　 ε 〔u ］ 5 ．444E − 75 ．451E − 75 ．230E − 77 ．981E − 5

ε 〔q ］ 9 ．855E − 79 ．718E − 71 。067E 崗62 』 61E − 4

T 　（s ） 75 87 112 295

【 2 】　 ε ［u ］ 6，328E ＋ 031998E − 73 』 87E − 73 。 620E − 4

ε ［q ］ 3 。911E ＋ 07 ，045E − 76 ，231E − 74 ．318E − 4

T 　（s ） 75 87 1 ユ2 306

【 3 】　 ε lu］ L223E ＋ 06 ， 645E ＋ GB ．847E ・73 ，750E − 4

ε ［q 〕 6．234E − 13 ．129E ＋ 01 ．079E − 66 ．174E − 4

T 　（s ｝ 75 87 112 318

　また ，非同 次項 の 次 数 以下 の ソ ース 点 セ ル を用 い た

計算誤差 （問題 2 を 1 次の セ ル で 解析 した 場 合 お よ び

問題 3 を 1 次 と 2 次 の セ ル で 解析 した 場 合 ） は 非 同次

項 の 近 似 が 不 十 分 で ある た め に 領 域 積分 の 計 算誤差 が

大 きく影響 して い る ，こ れ は 領域積分の 計算精度 が解

法全体の 計算精度 に 大きく関わ っ て い る こ との 検証 で

もあ る．

6．　 む　 す　 び

　ボ ア ソ ン 問 題を 境界 要 素 法 で 解 析 す る 際に ，領域内

の 非 同 次項 を 境界上 の 補 間 点 の 関数値 を 用 い て 高次補

間 し，領域積分計算を ソ
ー

ス 点 と エ
ッ ジ に よ り媾成 さ

れ る三 角形 セ ル 上 で 解析的に 実行す る 漸化 公 式を 提 案

し た ．ま た，試験 用 の 例 題 で 提案 し た 手法の 妥当性 と

有効性 を確 認 した，

　本手法 は 非線形問題 や 時間依存問 題 を箋界要素法で

解析す る際 の 領域 積 分 計 算の 効率化 に 有効 で あ る と思

わ れ るが
，

こ れ ら の 問 題 へ の 応用 は 別 に 報告 し た い と

考えて い る．

　 ま た ，本手法は 3 次 元 問 題 に も拡 張 可 能 で あ る ．
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　 　　　 　　　　 　　　 付 　録

付録 1．x に 関す る 不定積分 （15）式の 計算

部 分積 分 に よ り，C15）式 は 次 式 で 表 され る．

　　e

，
（… ）一

（ρ圭1）｛x
・
”

1・9 〔x
’
＋
・

2
）

　　　　　　
一

・∫蹄 ＋の
一

司
　　　　　　　　　｛　 　 1
　　　　　　　　∫　 　 ｝
　　　　　　　　　｛x

・＋ 11
・・ （・

2
＋ノ）

一
（覧1吻 2

ゾ

　　　　　
一

、，圭D ・
’” 1・9 ・・

2
＋の

一
・ x

’・dU

　　　　　　＋ ガ ・ 婦 ザ 〕
−1dU

　　　　　＝＝（」：．lrii）　　　　　　
・

｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ap ．1＞
た だ し，

陛 レ（・

・

＋ノ）
・

dU　　　　 ・ap ・・）

二 こ で，f ：
ρ丿は 次 式 の 漸 化 式が あ り

121，，∫軌 ／
ID

に よ り漸 化 的

に 計 算で ぎる．
　 　 　 　 　 1
　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　 〔ap ．3）　 f

「
ρ
1
＝　　　　　　　 xp

−L一ノゲ
ρ
一：；

　　　　 （P− 1〕

・
1・
耄∫・x

！

＋ノ）
1
・ 一
歩…

1

（；）
プ

】・

皇1・ （ノ＋ノ）
−idx 一

去… 〔・
・
＋ノ）

と こ ろ で ，Cap．1）式 よ り次 式が 成 立 す る．

　e
，
一

・（ゆ 「戸
圭1）｛x

・
−1L

・ …
2
＋s〕

　　　　　　
一

（P≒
xp
−1

＋ 2・
2

ゾ
．
・
一

・

｝

〔ap ．4）

〔ap ．5）

〔ap ．6〕

した が っ て ，上 式 と 〔ap ．3〕 式 を （ap ．1） 式 に 代 入 して 整 理

す る と，次式の epCxJ ノ〕 の p に 関する 漸化式 を得る

　　ep （… 〕一
ψ÷1）｛〔・

ρ
iL

＋ ・
ρ
一b

」
Z
）1・9・｛・

・

＋ノ｝

　　　　　　一晶 〆
＋ 且一（P一嚥 一

・
（司

付録 2．」 に 関す る 不 定積分 （16）式 の 計算

　〔ap ，7〕式を （16〕式に 代入 す る と次 式 が得られ る．

　　Ep．9 〔a．丿）

　　　≡　 1

　　　　〔P＋ 1）

　　　　 　　　 2〆
1

　　　　
−

（P＋ 1）（P＋ q＋ 2）
ノ

（ap ．7｝

　　　　　　　｛・（・
P ＋ 1

＋ ・
・
’

・

）S・… ＋ ・

1… 癌 鵬

　　　　　　　　　　　　
・ ＋ e＋ Q −

（ρ
一D ・

駄 ・・
〔a・・）｝

　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　 （ap ．8〕
第 1項 の 積 分 は ，部 分積 分 よ り次 式 で 表 され る ．

　　・全∫ノ… Tl

・g 〔癌 助

　　一
eil・

．Fig．，）｛・
… f ・

1・g 〔倆 妙）
一
鍔圭翁

した が っ て ，L式 を （ap ．8）式 に 代入 して 次 式の よ うに E掬
（a，刃 の p に 関 す る漸 化 式 が 得 られ る．

　E
・．，　（・・　・）

　
一
　TP：t 　lil　）〔｝畢 …ア

　　　　　　・ ｛・（f
＋ 1

＋ if
−
▽

＋・＋ ！・1・… 煽 ・〕

　　　　　　
− 2（

農羞）

1
〕
把 旨蒼1〆1・ 12

｝
　　　　　　

一
結 弔一・−9・・（a・・）

つ ぎ に ，
〔x，丿 ），e

聖（x，丿）は 次式で 表 され る．

　　e
、
C・，／）≡x

・1・ 9 〔xu ＋ノ）
− 2・ ＋・21・t・n

−1
〔吻 ）

　　elC・，）〉一去｛（・

2
＋ノ）

・・9 両
2
・
一

・

’

｝

〔ap、9）

（ap 、　D 式 よ り （ap ．4〕お よ び （ap ．5｝式 を 用 い て ，　 eo

〔ap 、10）

〔ap ．11）

し たが っ て ，（ap．10）式よ 軌 Eo．e ｛a，　」）は 次式で表 され る，

E
・．，（… ）　1

’

∫V　eo （ay・））　d」

　　　　　− 2・∫ハ ・ ・品 廓 ∫ノ
＋ dd

）

・ ・ t・ ・ 　
・
　・a ・∫・

』ld
」 （ap ．12 〕

（ap ．12）右辺第 1 項の 積分は 部分積 分 よ り次式 で 表 され る，

・皇1ハ … 煽 ・助

　　＝　1

　　　 （e＋ 2）

した が っ て，
｛・… vコlri・・一

、議：1｝プ
昏 2

（ap ．13）

　　E ・．，（・，・）一
〔，÷，）｛％

・1螂 癌 り）一翫 ｛縄

　　　　　　＋ 2（号一θ）｝プ
＋ 2

　　 （ap ・1・｝

同様 に ，（ap ．11）式 よ り，　 Ei，v（a，　y） は次 式で 表 され る、

　　翫 吻 ・∫ノ 輙 助

　　　　　　一麦｛2げ ＋ 1）∫ノ
＋210g

（ViTIJti＞〕 d）
・

　　　　　　　一’∫ノ
1

同
　　　　　　一、祠 ・｛a2＋ 1・・・… 癒 ・・

　　　　　　　
− 2

繍
｝− r｝プ

＋ 3

　　 （・p・15＞

　〔ap ．14），（ap ．　i5〕お よ び 〔ap 、9）式 よ り 任意 次数 の Ep、g が 漸

化的に 計算で きる 二 とに なる．
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