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《学会創立 10周年特別寄稿》

数学モ デル とシ ミ ュ レー シ ョ ン†

近 　藤 　次　郎
＊

　ABSTRACT 　The　present　papcr 　reviews 　thc 　development　of 　the　hardwnre　of　electronic 　computers 　in　rccent 　years，

and 　taking 　aerQdynamics 　as　an 　example ，　discuss　the 　fundamental 　equations 　and 　relevant 　aerodynamic 　phenomenon ．

Mathematical　model 　can 　be　modified 　according 　to　the 　flow　to　be　simulated ．　Finally　the 　paper　will 　intoduce 　the　case 　of

caos ．　The　si1皿 ulation 　efcomplicated 　phenomena 　should 　be　carefully 　investigated．The　problem 　of 　climate 　change 　is　an

example ．

1．　は し が き

　近 ご ろ は コ ン ビ ＝一
タが 著 し く発達 し て ，わ が 国で

も計 算速度の 速い コ ン ピ ュー
タ が 次 々 に 開発 され て い

る．また，こ れ らの コ ン ピ ュー
タ に 使 われ る 半導体の

集積回 路の 品質や 製造量 に お い て は ，日本 は 世界の 市

場 の 85％を 占め て い る．こ の よ うに ，コ ソ ピ ュ
ータ の

ハ ード ウ エ ア で は世界最高に な っ た が，こ れ を 使い こ

な す プ ロ グ ラ ム ，あ る い は ソ フ ト ウ エ ア に 関 しては ，

まだ外国 品 に 劣 っ て い る と言 われ て い る．コ ソ ピ ュ
ー

タ そ れ 自身 も，近 ご ろ は 人 工 頭脳 （AI） な ど の ，い

わ ゆ る第 5 世代，第 6 世代 の コン ピ スータ が 開発 さ れ

つ つ あ るが，計算 の ア ル ゴ リズ ム や コ ン ピ ュ
ー

タ の ア

ーキ テ ク チ ャ
ー

だ げで な く，こ れ を ト分 に 使 い こ な す

ソ フ ト ウエア の 開発 が極 め て 必要で ある．しか しな が

ら，コ ソ ピ ；．一タ の ソ フ ト ウ エ ア は ，先 ず そ の ； 一ズ

が な け れ ば 開発 さ れ る もの で は な い の で ，い ろ い ろ な

問題を提案す る こ とが 必要に な っ て くる．そ こ で ，こ

こ で は ，その 数学 モ デ ル に つ い て述べ ，コ ソ ピ ュ
ータ

で 実際 の 現象が どの 程 度 よ く再 現 ，す な わ ち，シ ミ ュ

レ ーシ
ョ

ン で きるか に つ い て述べ て み た い
4）．

　 近 ご ろ は，数値流体力学 （GDmputer 　Fluid　Dynam −

ics，　 GFD ） とい う部門 さえ 現れ て い る ほ どで あ る． コ

ン ピ ュー
タ に よ る シ ミ ュレ ーシ ョ ン は ，流 体 力 学 だ け

で は な く，そ の 他い ろ い ろ な応用 が あ るが，こ こ では

数学 との 関連の 具体的 な例 と して，主 と して 数値流体

力学 に つ い て 述 べ て み ょ う．
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＊ H本学術会 議
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・テ ク ノ ロ ジ ー・コ ン フ ァ レ ン ス

（1991年 6 月）講演資料の 再掲

2． 瀬戸内海水理モ デル

　 コ ソ ピ a
一タ に よ る シ ミ ュレ ーシ

ョ
ン を 述べ る 前

に ，ア ナ 卩 グ 式の シ ミ z レ
ーシ

ョ
ソ の 例 を 述ぺ て み よ

う．呉市 に あ る中 国工 業試 験所 で は ，瀬 戸内 海の 水 理

モ デ ル が あ る．こ れ は ， 幅117．5m
， 長 さ230m ほ ど

の 大 き さ で，深 さは 実際の 11159 で ，瀬戸内海の 水 深

に 相似に な っ て お り，干満 に 合 わ せ て 潮流を 再 現 す る

こ とが で ぎ る装置で あ る．こ の よ うな 巨 大な シ ミ ュレ

ー
タ
ーで も，実際の 瀬戸内海の 縮 尺 の 2，00 分 の 1 で

あ るが ，そ の 潮流 に よ る 諸現 象を 再 現 す る こ とが 可 能

で あ る．

　鳴門の 渦潮な ど も，小さ い 渦巻き とな っ て 実際 に 見

る こ とが で き る ．こ の モ デ ル は ，中 国，四 国 の 河 川 か

ら流入 す る 汚染物質 が海域全体に 拡大 して い く模様 を

具 体的に 再現す る こ とが で き，閉鎖性海域 の 環境対策

を た て る上 に お い て ，極 め て 有効 で あ る．

　湾岸戦争 で ペ ル シ
ャ

ワ 湾 の
一

帯 に 2
，
500万 バ レ ノレ の

原油が 流出 して ，その 影響，環境汚染が 注 目され て い

る が ，こ の よ うな 閉鎖性の 海域 に お げ る 汚染 の 程度を

再現す る モ デ ル が必要で あ る．これ は ，もち ろ ん コ ン

ピ ュータ で も流れを再現す る こ とが で きる が ， 現在 の

とこ ろ ，こ の 影響が どの 程度継続 し て ，そ れ が 何時終

了す る の か が よ くわ か っ て い な い ．ク ウ ェ
ートか ら流

れ 出て い る 原 油 は ，そ の 前 に フ
ァ イ ラ カ，ブ ービ ヤー

ソ な どの 大きな島があ っ て ，こ れ に よ っ て 塞止め られ

て い る様 子 で あ るが ，ペ ル シ ャ 湾 の 水理 モ デ ル に つ い

て は ，どの 程度研究が進ん で い るか よ くわ か らな い ．

　 こ の ほ か ，航空機の 開発な どに 使 わ れ る風洞 な どは

ア ナ 卩 グ ・シ ミ ュ レ ーシ ョ ソ の 典型的な もの で ある．
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3． 数学モ デ ル の 分類

　 さて ， コ ン ピ ュ
ータ に よ っ て 現 象を 再現す る た め に

は，少 な くと も最初 は 現象の 数数 モ デ ル が確 立 して い

る こ とが必 要 で あ る．近 ご ろ は ，1，で述べ た よ うに ，

コ ン ピュー
タ の 性能 が Eが っ て い る の で ，多 くの 場 合

に 差分法 を 用 い て 解 く こ と が で き る． コ ソ ピ ュ
ータ

は ，
ア ル ゴ リズ ム が 確立 して い る プ 卩 グ ラ ム がで きて

い れば ， 繰 り返 して 計算 した りす る手間は 厭わ な い ．

そ の 上 ，数値解は グ ラ フ ィ ヅ ク に よ っ て ，あ た か も実

験した よ うに 示 す こ とが で きる．た とえば，湾内の 流

れ の 様子を 目に 見 え る よ うに 描 くこ とが 可能 で あ る．

　 コ ン ピ ュ
ータ を利用 す る と ， 数学の 基礎方程式 が非

線形 で あ っ た り， 特異点が あ っ た り して 解析的 に解が

求 め られ な い 場 合で も容易に 解 くこ とが で きる ．これ

ら の 場合は ，解が発散 した り，あ る い は 不安定に な っ

た りして
， 解析的に は 解げない 場合で も，

コ ソ ピ ュー

タ で 計算す る と，不 思議な こ とに 解が 実際に 求 まる 場

合が多 い ．しか しな が ら，わ れ わ れ は ，コ ン ピュータ

で こ の よ うに して 得られ た 解が 現象の 真実を 表わ して

い る の か 否 か を 十分注意して検討す る 必要 が あ る．す

なわ ち，見掛け上の 解で あ る の か ，あ る い は ，本来不

安定な現象 の
一

断面を とら え て い る の か を見分け る必

要が あ る ．つ ま り，数値計算が で きた か ら とい っ て，

そ れ を妄信す る こ とは 禁物 で あ っ て ，現象の 本質を見

抜 ぎ，数 学 モ デ ル の 数 理 的特性を 十 分理 解す る こ とが

必要で ある 7）・a）．

　 しか しなが ら，線形 の 問題で も，極 め て 複雑な場合

に は ，解が 求 ま らな い ．また，見通 し を た て る こ とさ

え 困 難で あ る．しか し，コ ン ビ 」
一タ に よれ ぽ問題が

解け る場合が ある．わ れわ れが難 しい 問 題 と言 っ て い

る 場合に ，それ は 数学的に 非線形 で 本質的 に 難 しい 場

合 と，極め て 複雑 で あ っ て ，そ の た め に 難 しい 場 合 と

があ る．た と えば ， 「セ ール ス マ ソ の 巡回の 問題j な

ど とい うの は ，い くつ か の 都 市 を 最 も安 い 経費 で 全部

回 ろ う とす る も の で あ っ て ，も し，都市 の 数 が N 個

あ る とすれば，N 個 の 順 列 の 問 題 に な る の で ，　 N が

100ぐら い に なる と ， その 場合 の 数 は天文学的な 数字，

す な わ ち ，10の 200乗程度 に な っ て し ま う．こ の よ う

な問題 は い ろ い ろ な ケ
ース を考えて ，所要時間や 所要

経費の 加算を行い ， そ の 結果 を比較す るだ け の 単純な

算数の 問題 で あ る が，場合 の 数 が極 め て 大きい た め に

解が 得 られ な い とい う特殊な例 で ある 。こ れは 毎秒 10

億回 の 加算がで ぎる コ ン ピ ュ
ー

タ で も10年 か 11年か か

る問題 で ある．そ れ で も近 似解 しか 求め られ な い ，現

在で は ， 都市 の 数 が3，038個 の 都市 の 問題 を 大型 コ ン

ピ ュ
ー

タ を使 っ て 計算す る こ とが試み られ て い る
9）．

こ の 問 題 は ，セ ール ス
’
？ ン 巡 回 の 問題 と称して ，オ ペ

レ ーシ
ョ

ン ズ ・リサ ーチ
， 経営科学などで は，従来か

ら知 られ て い る問題 であ るが ，コ ン ピュー
タ に よ っ て

解 くこ とが で きる よ うに な っ た もの で あ る．

　 ま た ，連立 線形常微分方程式 の 大型な シ ス テ ム と し

て 問題が 与え られ る場合もあ る．こ れ は シ ス テ ム
・ダ

イナ ミ
ッ ク ス の 場合 で あ っ て ，こ の とぎ は 関連す る 変

数 が極 め て 多い の で あ るが ，それ ら の 時間的な変化を

調べ て み る と，連立差分方程式に な る場合 で ある．し

た が っ て ，そ の 解 は 解析的に 求め る こ とは 難 し くは な

い の で あ る が ，未知変数 の 間の 関係が 極め て 複雑 で あ

る と同 時に ，変数 の 数が極め て 多い 場合 に は シ ス テ ム

・ダ イ ナ ミ ッ ク ス の 手法 が 用 い られ る ．MIT の フ オ

レ ス タ
ー

や メ ドウ ス な どに よ っ て ，こ の 手法 が コ ン ピ

ュ
ー

タ 向きに 開発 され ， そ の 具体的な応用例 と して

は ， た と えば ， 1972年 に 発表 され た 『成長 の 限界』が

有名で あ る ．

4． 表面波の 問題

　実際，流れ が 障害物に 当た っ て ，そ の 後に 波がで き

る様子は ， た とえ ば ， 図の よ うに，レ オ ナ ル ド ・ダ ・

ヴ 1 ン チ に よ っ て 描写 され て い るが，最近 は こ れを 数

値的 に解 くこ とが で きる よ うに な っ た
弔♪、東京大学 の

船舶海洋工 学科 の 宮 田 秀明教授は ，こ の よ うな 問題を

理想流体 の 方程式 と ， 表面を表わ す条件式とに よ っ て

表現 し，差分法 で 境界条件に 合 う解 を求 め て い る．そ

図 1　 レ オ ナ ル ド・ダ ・ビ γ チ の 渦の 描写

4 シ ミ ュレ
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の 結果は，障害物 の 後ろ に で きる波の 模様を 極 め て よ

く再現 し て い る と 思わ れ る．こ の 場 合に は ，流体 は 理

想流体 と 考 え ，つ ま り，粘性 も圧縮性 もな い 場 合 と す

る．しか しなが ら重力は 考慮され る．こ の よ うな流れ

の 問題は ，基礎方程式が 線形で あ る の で ，数値計算 の

精 度 が 高 く，ま た ，容 易 に 精 密 な 計 算 を 行 う こ と が で

きる．しか し，そ れ に して も，障害物の 後ろ の 波の 模

様を 実際 の 解析的 な手 法で 得よ うとす る と，極 め て 難

しい 問 題 に な る．

5． 翼 の 揚 力

　 2 次 元 の 任 意 の 翼 形 の 周 りの 流 れ は，基 礎 方 程 式 が

調和関数 の 速度 ポ テ ン シ ャ ル と して表現 され る の で，

等角写像 を用 い る こ とがで ぎて ，極 め て 美 しい 数学理

論が 展 開 され て い る．任意 の 翼形 を 与 k た と きに ，そ

の 翼 の 周 りの 流れ を 計算 し，そ れ に よ っ て翼形の 空気

力学的な特性を計算で 求め る こ とは ，1930 年代に 多 く

の 研究者 に よ っ て 行わ れて い る
1）− 3）．

6． ダラ ン ベ
ー

ル の パ ラ ドッ ク ス

　理想流体 の モ デ ル で は 粘性 が 考慮 され て い ない の

で ，こ の た め に ，一
様な 流れの 中に あ る物体 の 解 は 流

体に よ る抵抗 を計算す る こ とが で きない 、すなわ ち，

た と えば，2 次元 の 翼 の 周 りの 流れ の 場合 に ，揚力や

圧力分布 の 計算 は で きる が，抵抗 は 計算 で きな い ．こ

れを ダ ラ ソ ベ ール の パ ラ ド ッ ク ス （逆説）と言 う．

7．　 3次元翼理論

　理 想流体 の 場合で も，3次元 の 流れ の 場合に は，速

度 ポ テ ン シ ャ ル は あ っ て も，等角写縁の よ うな 方法 を

使 うこ と が で きな い た め に ，理 論的な 計算は 2次元 の

場合に 較 べ て や や 難 し くな る．しか し，それ で も，球

の 周 りの 流れ や 回転体の 周 りの 流れ な どは，これ を解

く こ とが で き る．しか し，2 次 元 の 場 合 と比 べ て ，航

空学 と して は あ ま り実用性 が な い ．

　 プ ラ ン トル は，3次元 の 翼 の 場合 に ，翼端か ら出 る

渦 に よ っ て，流れ の 場 の 中に 主 流に 直角 な方向の 誘導

抵抗が で きる こ とを示 し た ，こ れ は ，流れ に 対 し て 垂

直な 方向 に で きる揚力が，実際の 飛行方向に 対 して は

直角で な くな る た め に 生ず る抵抗で あ る，しか し，こ

の よ うな 誘導抵抗 を 計算す る に は ，翼か ら出 る渦 の 場

が 影響す る の で 流れ の 揚全体を考慮す る こ とが必要 で

あ る ．そ こ で い ろ い ろ な 平面形 の 違 っ た 翼 の 誘導抵抗

を 計算す る に は ，流れ を 局所的 に 表わ す の で は な く，

揚全体 と して 表現す る こ とが 当然必要 に な る．こ の よ

うに し て ， 微分方程式 で は な く， 積分方程式を解 くこ

とが要求 され る ．こ れ が プ ラ ン ト ル の 3 次元 翼理 論 と

言 わ れ る もの で あ って ，飛 行 機 の 設 計 に は 非 常 に 大 ぎ

く役立 っ た ．

　こ の ほ か，2 次元 の 場 合 で も，ジ ェ ッ ト
・7 ラ ッ プ

と い って 翼 端 か ら 出 る ジ ェッ ト気 流 の 影 響 な ど を 調 べ

る必要 が ある 場合に は ， 再び 流れ の 場全体を考慮す る

こ とが 必要 に な り， 積分方程式 の 形 で 表現 され る．こ

の よ うな場合は そ う多くな くて ，通常の 場合に は ，流

体力学 の 問題は 偏微分方程式 の 解 となる，こ れは ， 近

ご ろは ， 分布定数系 の 問題 と呼ば れ て い る こ と が 多

い ．そ し て ，微分方程式の コ ソ ピ ュー
タ な どに よ る 数

値解法は ，こ の 分布定数系 ， す な わ ち ， 偏微分方程式

で 表わ され て い る もの を分割座標の 交差点に お け る数

値 に 集中 させ て ，連立方程式を導い て 解くも の で あ る

か ら ，
い わ ぽ ， 分布定数系 を集中定数系に 直 して 計算

す る こ とに ほ か な ら な い ，

8． 粘 性 流 体

　 理 想気体 の 仮定 を除 い て ，粘性を 考慮 した 流れ の 方

程式をつ くる と，い わゆ る，ナ ビ 」V
・

ス ト
ー

ク ス の 式

に な る ．こ の 場合，流体の 粘性は 速度勾配 に 比例す る

もの と し て 計算す る もの で あ る か ら ， 連続体 の 弾性力

学で は ，線形理論 に な るべ きと こ ろ で ある が，速度勾

配 に 比例す る 力 とす る の で ，速 度 に つ い て は 非線 形 の

表現 に なる，そ して ，流体力学 の 問題 は ，流れの 場の

中 に お ける 空 間的な 速度の 分布を 求め る こ とに 帰す る

の で ，ナ ビ 」 ．・ス ト
ーク ス の 方程式 は ，速 度分布に 関

して は こ の よ うな 理 由で 非線形とな っ て し ま うの で あ

る．こ の 場 合 に ，解析的 な解を求め る こ とは，は な は

だ 困難 で あ っ て ，粘性 が 極 め て 大 ぎい ，す な わ ち ，レ

イ ノ ル ズ 数が 極め て 小 さ い 場合 に ，近似解が 見つ か っ

て い る程度で あ る．円柱や 球 の よ うな 単純な 物体 の 場

合 で も，そ の 周 りの 粘性流れ の 解を 求め る こ とは ，は

な は だ 難 しい が，プ ラ γ トル は レ イ ノ ズ ル 数 の 大 きい

場合に ， 粘性 の 作用 の 及 ぶ範囲が 翼の 周 りの 極め て限

定 され た範囲 ，す なわ ち，境界層に の み 働 くと い う近

似 を 使 っ て ，い わ ゆ る，境 界 層の 方程 式を 導 い た．こ

の よ うに す る と，粘性 の 方程式がや や 簡単 に な る の

で ，そ の 解を求め る こ とがで きる．しか しな が ら，最

終 的 に は ，解析 的 に 解げ る とい うの で は な くて ，数値

的に 解か なけれ ばな らな い ．しか し，こ の よ うにす る

と，一
様 な流れ の 中に あ る物体の 抵抗を計算す る こ と

が で ぎる ．す な わ ち ダ ラ ン ベ ー
ル の 逆説 は 解消す る，

　 最近 で は，コ γ ピュー
タ に よ っ て ナ ビ エ

・
ス ト

ー
ク
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一
　 　 　 d）　 Re ＝71

f）　 Re ＝161

一
　 　 　 　 　 　 　 h）　 Re ＝2Sl

円柱の まわ りの 粘性流 〔2〕

ス の 方程式を 完全 に 数値的 に 解くこ とが で きる よ うに

な り，その 結果，物体の 後方に できる カ ル マ ン 渦列な

どを計算す る こ とが で きる よ うに な っ た ．しか し，こ

れ は 高速 の 計算機 で な い と，計算時間 が 多 くな るた め

に 実行 が 難 しい ．

　粘性流体の 流れ となる と，レ イ ノ ズ ル 数を次第に 大

き くして い くと不 安定 な渦 列 が で ぎ て ，実験 的 に も，

い わ ゆ る乱流状態に な っ て し ま う．こ の よ うに ，流れ

が層流，それか ら乱流 に 遷移す る こ とは ，実用上も，

ま た ，流体理論上 も，極 め て 興味 の 深 い 問題 で あ る．

こ の 問題は，しか しなが ら，理論物理学者，た とえぽ

ゾ ソ マ ー
フ ェ ル ドとか ，

ハイ ゼ ソ ペ ル グな どに よ っ て

取 り上 げられた．それは ，オ
ール ・ゾ ン マ

ーフ ェル ド

の 方程式を導 き， それか ら， 遷移 レ イ ノ ズ ル 数を計算

す る こ とがで きる よ うに な っ た 2）．

9． 圧縮性流体力学 （衝撃波を伴う流れ）

　極 め て 高速 な 空気 の 流れ で は圧縮性が問 題 に な る，

すなわ ち，空気密度が 流れ の 場 で
一

定 で は な くて ，変

化す る こ とを考慮 し なければ な らな い ．こ の 場合に ，

粘性を無視す る と， 渦な しの 場合 に 速度 ポ テ ン シ
ャ

ル

が存在す る が，そ の 式は 非線形 の 偏微分方程式に な っ

て しま う．こ の と き，流 れ の 場 が音速 以 上 で あ る と き

と 以下 と で ，方程式 の 数学的な性質が 異な る，そ こ

で ，衝撃波を伴 う流れに な る と，衝撃波の 後方 で は亜

音速，前方で は 超音速で あ る か ら，流れの 場が 楕円形

と双曲形 の 両域を含む こ とに な り，混合形 の 問題 と言

わ れ る．

　こ れ は 取扱い が 極め て 難 し く，統
一

した 解析的 な解

を 求 め る こ とは ほ とん ど絶望 的 で あ る．極 め て 簡単 な

襲　

貧

言
夕

cr

Re
0

図 3　 平板境界層 の 中立 （安定）曲線

　 　 実線 の 内部が 不 安定領域，外部が安定領域

場合に は ，イ タ リ
ー

の ト リ コ ミが 解を求め た が，その

解は 実際的な 流れ の 場 に は ほ とん ど役 に 立 た ない ．

　 さて ，衝 撃波 を 伴 う流 れ は ，飛 行機が 高速 に な る と

極 め て 重要な 問題に な る の で ， そ こ で ， 多 くの 研究が

行わ れ た が，超音速場 と亜音速場の 2 つ の 流れを衝撃

波面 で 接 合 す る必 要 が あ る．しか しな が ら，ど こ に 衝

撃波が出現 す るか，ま た，そ の 形 が どの よ うに な る か

は前 もっ て わ か らな い の で ，2 つ の 解 を接合す る とい

っ て も，実際上 は で きな い 相談 で あ る．と こ ろが，こ

の 問題 が コ ソ ピ ュー
タ の 発達 に よ っ て 極め て 巧妙 に解

け る こ とに な り， 現在 で は 3 次元の 流れに お け る 翼 の

上 の 衝撃波の 問題 ま で 解 くこ とが で きる よ うに な っ

た s，ls）．

10． 地球環境の 問題

　現在，二 酸化炭素 が増大 して
， 地球が温暖化す る こ

とが 環境上 大きな問題とな っ て い る．こ の 場 合に は，

ス ーパ ー・
コ ソ ピ L

一
タ を用い て 圧縮性 を考慮 した ナ

ビ エ ・ス ト
ーク ス の 方程式を 数値的 に 解き，か つ ，こ

れ と同 時に エ ネ ル ギ ーが 問題に な る の で ，極 め て 面倒

な基礎方程式を 解か な けれ ばな らな い ．

　 こ の 場合は ，低速 で あ っ て ，衝撃 波が 現 れ る な ど と

い う よ うな難 しい 問題 は な い が，それに し て も，正確

な解を 求め る こ とは ， は なは だ 難 し い 問題 で ある．現

在，い ろ い ろ な解法が試 み られ て い る が，結果 が一
致

しな い た め に ，不 確実性 と い わ れ て 問題 に な っ て い

る．こ の 種類 の 問題 に つ い て ， 数学 モ デ ル をつ くる に

当た り，現象の うち，未知 の 部分がは なは だ 多 い た め

で あ る ．地球 は あ ま りに も大 き い の で ，現 在 の ス ーパ

6 シ ミ ュレ
ー
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ョ
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一・コ ン ピ ュ
ー

タ の 容量 ， 能力をも っ て して も，さら

に それを 超 え る ほ どで あ る．こ れ は
S）− T），い わ ゆ る カ

オ ス とい う問 題 が 内在 して い て ，そ の た め に 解 が安定

しな い と い う見方もあ り， 現在 ， 多 くの 研究者 が その

解決を 試み て い る が，ま た 十 分な 結果が得られ て い な

い ．コ ソ ピ ュ
ータ が発 達 して も，結 局，現 象 を よ く見

て 正 し く数学 モ デル を設 定す る こ とが 重要で ある S〕・10），
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