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《論　文》 璽

乗算合同数列の 多次元格子構造 と数値積分につ い て†

平　川　保　博
＊

　ABSTRACT 　This　paper　discuss¢ s　a　med 】od 　for　numcrical 　evaluation 　of 　multip 】c　i飢 egrals ．　The　idea　is　to　use 　the

set　ofalnattice 　points　which 　are 　generated　with 　the 　conseculive 　elerncnts 　ef 　mu 】【iplicativc　congruential 　sequences 　hav −

ing　maximum 　period　length、　For　sorne 　prime　modulo 　p　such 　as　p≒ 103（s駆3
，
．．，

， 8），the　sequinces 　are 　tested　and 　mu ト

tipliers　in　the　generation　procedure　are 　selec ヒed
，　usingthe 　spe α ra】test，　The　cffc 匸tiv∈ness 　of 　the　method 　is　demonstrated

by【the　numerical 　intcgration　of 　hyperspheres．　The 　praα icahmpiementation　ofthe 　numerical 　integration　method 　is　the

sa 皿 c 　as 　Monte 　Carlo　lntegratien
，　except 出 飢 山 e　sample 　points　aro 　net 　random ．　Therefbre，　the　rnethod 　Clescribed　in　the

P！℃ sent 　paper　is　simple 　to　apPly 　and 　gives　good　results ，

L 　は じ め に

　確率現象を 伴な う複雑な シ ス テ ム の 特 性 を解析す る

問題の 多 くは多重積分の問題として定式化され ， しば

しば，数値計算技法が解析に 利用 され る ．コ ン ピ ュ
ー

タ の 高速化 ・大 容 量 化 に 伴 な い ，数 値計算技法 の 有用

性は ます ます高ま っ て い る 12｝，

　多変数関数の 数値積分に お い て ，変数の 数 が比較的

少な い ときに は ，通常，積分領域を正方格子 に 分割 し

て ， 各格子点に お ける関数値を評価する計算方法が採

ら れ る．変数の 数が 多 い と きに は ，積分領域内の 点 を

ラ ン ダ ム に 選択 し，こ の 選択 され た 点で 開数値 を評価

す る ， い わ ゆ る ，
モ ソ テ カ ル ロ 積分 が 有効 で ある とい

わ れ て い る
2｝・＋）．さ ら に は，被積分関数 の 性質 に 依存

して 多次元格子点の 選択方法 を工 夫すれ ぽ ，よ り高い

数値積分 の 計算精度を得る 可 能性 が指摘され て い

る
S」」｝・10｝・“ 〕凾

　Ber・ sh と Niedntiter［9），1983 ］は 2次元配置に お け

る
一

様分布か らの カ イ 離度を評価尺度とす る乗算合同

法の 乗数の 選択を 試 み て い る．

　モ ン テ カ ル ロ 積分 で は 積分領域 で ラ ン ダム な点を選

択す るため に擬似乱数が利用 され る、良く利用 され る

擬似乱 数列 の 生成 法 の 1つ に 線形 合同法 が ある．線形

合同 法に よ っ て生成 され る数列 の n 項対 の 全体は n 次
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元空間に お い て ， Masagtia［1），1968コが疑似乱数 の

性 質を 損 な う と指摘した結 晶構造 を持つ こ とが知 られ

て い る．そ こ で，一般 に は ，長 い 周期 を持 つ 数列 の 部

分列が擬似乱数列と して使用 され る e｝．

　素数 p の ガ 卩 ア 体 GF （p）上 の t次 の 原始規約多項

式 に よ っ て t次 の 線形 合 同式 の 係 数 を 定 め る と，そ の

線形合同式に よ り生成 され る数列は その t項対 の 全体

が原点を除くグ
ー1個の 点 を網羅す る最長周期列 とな

る こ とが 知 られ て い る．著老 ［14），1990］は，こ の

最長周期列の 生成する n 次元格子点を用い た n 変数関

数 の 数値積分に お い て ，使用す る 格子点の 数 と積分精

度 との 関係を解析 し，部分格子点 よ りも全格子点を使

用 した場合に 平均的な意味 で 積分精度を向上 させ る こ

とを 明 らか に した．

　本研究で は ，最長周期を 持つ 線形合同式の 中で も，

特 に ，1 次の 線形合同式を使用す る乗算合同法を対象

に ，多次元 空間で の 格子点の
一

様性を考慮 した 乗数 の

選択方法が提案され る．そ こ で は ，乗算合同数列 の 多

次元構造が ス ベ ク 5ル ・
テ ス トを利用 して 調査 され ，

n 次 元 空 間 の n
− 1 個 の 隣接格子 点が 互 い に 等距離を

持 つ 配置が一
様性の 基準と して 採用 され る．そ して ，

素数 ρ≒ 1ひ，（s＝・3，
…
，8）を法 とす る乗算合同法の 乗

数が選択 され る．さ らに ，選択された乗数に よる 乗算

合同 数列の 生成す る多次元格子点 の 全数を使用す る 多

変数関数の 数値積分法が超球の 体積計算お よ び待ち行

列 シ ス テ ム の 過渡状態の 解析 に 適用 され た 場 合 の 効果

が 示される．
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2． 乗算合同法の乗数の 選択

　2．1 数列の 多次元格子構造と スペ ク トル ・テ ス ト

　法p を素数，そ して 乗数 λを mod ρに お け る 原始

根とする 乗算合同法

　　研 λ・
吟
．lm ・ dP 　 　 　 　 　 　 （1）

の 生成する乗算合同数列 ｛Ui ｝は 最長周期 τ
＝p− 1を

もつ 、こ の 数列 ｛Ui｝ は 変数変換

　　x
コ

＝ （Uj
− o・5）1τ

，ゴ
＝ 1

，

…
，
r　　　　　 （2）

に よ り，区間 （0，1） の 数列 ｛Xi ｝に 基準化 され る．

さ ら に ，こ の 数列 ｛x
丿
｝の n 項対

　　Xj
＝（x

，

’，…，XJ． n− 、），ゴ＝1，…，τ 　 　 　 （3）

ICよ り，n 次元空間 （O，1）
＃
内の τ 個 の 点列 ｛XJ ｝が

生 成 され る，こ の r 個 の n 次 元 点の 全 体 ｛x
、
｝は 平 行

な n
− 1次元 の 超平面の 族 で被覆され ，格子点と呼ば

れ て い る 61．

　図 1は 法 p＝ 1009 ，そ して 乗 数 λ ＝ 11 の 乗 算 合 同 法

に よ り生成 され た数列 の 2項対の 配置を 示 した もの で

ある，

　最長周 期 を もつ 法 ρの 乗算合同式（1）の す べ て の 乗

数 は 任意 の 1つ の 乗数 λを用 い て 次式 の 関係か ら容

易に 求め られ る
3）．

　　a ＝ Al　rnod 　P，　gcd （τ，た）＝ 1，kく τ．　　　　　　　（4 ）

　法 ρに対す る最長周期列を与える乗数の 数と 1つ の

乗数 λ を 表 1 に 示す
Lの ．乗数 Ak　rnodP に 対 し，乗数

λ・
一
潅 m ・dP は 逆順序 の 数列を 生成 し，こ の 2 つ の 乗数

は 同 じ多次元の 配置を構成す る．

　多次元 数値積分の 計算精度に は 多次元 に 配置 され る

点列の
一

様性 が 大きな影響を与え る と考 え られ，一
様

性を 調ぺ る各種の 方法が 知 られて い る
6）・IS）・IS ）．

1．o

↑

Xj ← 1

0．5

0．O
　 O．O　　　　　　　　　 O．5　　　　　　　　　 1．O
　　　　　　　　　　　　　　 Xj 　

呻

図 1　 乗算含同数列 （p＝1009，λ＝ll）の 2次元 構造

表 艦　 最長周期列 を与える乗数の 1つ と乗数の 数

法 P 乗 数 λ 乗 数 の 数

1009 11 288

10007 5 5002

100003 2 28560

1000DO3 2 333332

10000019 5 421 呂9B4

100000007 5 4曾日97680

　乗算合 同 数列の n 項対が 生成す るすぺ て の n 次元格

子 点 を 覆 う平 行 な π
一1次 元 超平面 の 族 の 中で ，隣接

す る超平面間 の 最大距離 d，ri （以後，ス ベ ク トル 距離 と

呼 ぶ）を評価す る方法と して ス ペ ク トル ・
テ ス トがあ

る 6）．

　Marsagliat）は こ の 平行な超平面 の 最小数を評価 尺度

と して 使用 し て い る が，Kunuth6）hZ指摘 して い る よ う

に ，こ の 数は 座 標軸tc対す る超平面 の 傾 きに 依存 し，
一

様性 の 適 切 な尺 度 とは 考 え ら れな い ．ま た ，

NiederreiterS〕
は 座標軸 に 平行な長方体内の 点の 理論数と

観測数 の
“
相違

”
を 評価 尺 度 とす る方法 を 堤案 し，2

次元に お け る示性数 と連分数 との 関係を 利用 して 乗算

合同 数列 の 乗数 を選択 して い る 9）．しか し，こ の 尺度

も また 座標軸 の 回 転 に よ り変 化 し，回 転 に 不 変 な ス ペ

ク トル ・テ ス トほ ど良い一様性 の尺度とは 考え られな

い
6｝・L3〕．

　本 研究で は乗算合同 法の 乗数 の 選択 に ス ベ ク トル ・

テ ス トを 利用す る．ス ベ ク トル 距離 4．は 次 の 様 に し

て 求め られ る，

　決 ρ，乗数 λ の 乗算合同数列が 生成す る n 次元格子

点は ，集合 L

　　 L ＝｛v＝b ∈ Rn：z∈ z ”｝　 　 　 　 　 （5 ）

x − ［｝淵
を考 え る と き，v∈ 匚O，　p）

・
を 満た す L の 部分集合と し

て 定義 され る．こ こ に ，Z ＃は n 次元整数 の 全体そ し

て 1
．
− 1 は n

− 1 次 の 単位行列を 表す．

　集合 L の すべ て の 要素を覆う平行な n
− 1 次元超平

面 の 族 の 1 つ は こ の 超平面 に 垂直で 適当な 大きさ の 非

零 n 次元 ベ ク トル r を用 い て

　　｛x ∈ R π：xFr ・＝m ｝，m ∈ zI

と定 義 で き，隣接超平 面間 の 距 離 は

　　 1／11A［

で あ る．

平 成 4 年 3 月 一 75 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

76

　 こ の n 次元ペ ク トル r は 次 の 条件  ，  を 満 た す ：

　  任意 の 整数値 m ∈ ZL に 対 し ，　 v
’
r＝m を 満 た す

　　 ベ ク トル ve 　L　h；存在す る ．且 つ

　  任意の ベ ク トル v∈ L に 対 し，v
’
r は 整数値 を

　　取 る．

　条件  よ り，ベ ク トル r は ノズ 7 ∈ Zl を満 た し，　 r

の すべ て の 要素は p
−
1 の 整数倍 で あ る ．逆 tr＝ X

’
r ＝ 7 ，

ノ∈ 2”が成 り立 て ば 条件  を混た す，

　 い ま ド IIX
’
rll2 を 条件

　　x
’
r ＝7 ，1 ∈ z ”

，1 ≠ o

の 下 で 最 小 に す る ベ ク ト ル r を r
＊

と衷 せ ば

z
’
x
’
r
＊

＝ 1 を 満 た す z ∈ 2【が 存在 し，r
’

は 条件  を満

た す．従っ て ，超平面間 の 距離 の 最大値 dnは

　 　 　 　 　 　 　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6 ）d

．

＝
　 min 　ll（め

一
》rl

　   都

（ズ ）
一

・富⊥

　 　 　 　P 『
・・一

λ
””1

1．＿1 ］
で 定義 され る．

　（6 ）式の 計算は次式を最小に す る非零 ・整数 ベ ク ト

ル （11，1、，…，1。）
’
を求め る問題 に帰着す る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　I1（x
’
）
一
レll2＝吻 、

−
a
、ノ，

一…一一
a．ln）

2
＋ Σメ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿
＝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）

こ こ に ，丐
苫 λ广 当

mod ρで あ る・

　 π
＝2 の 場合，（7 ）式 は

　　IKx’）
一
レII2； （Pコi　

一一
　a2丿2）

2
＋71

と表 され ，分数 λ1ρに 対す る 分数 ）i！」2 の 近似精度が

向上すれば上式 の 右辺の 第 1項 の 値 は 滅少す る，pfλ

の 連分数展 開を利用すれ ば，こ の 近似精度が 向上 す る

順 番に 分数ハ伍 が 求め られ る，従 っ て，n ・＝ 2 で の （6 ）

式 の計算は迅速，且 つ 容易で あ る 。 n ≧3 で は 整数値

ベ ク ト ル （±丿2，…，± 7．− 1，丿n ） に お い て （7 ）式 の 値 を

評価す る必 要が あ る ．但 し，整数値ベ ク ト ル の 各 要 素

の値 の上限が d
、
一

、
に よ っ て 制限され る．

　2．2 等距離格子構造と ス ペ ク トル距離

　ス ベ ク トル 距ge　dnは 次元 n に 依存 して そ の 値が大

きく異 な り，その まま乗算合同数列 の 選択基準 とす る

に は 不都合で あ る．ス ベ ク トル 距離 d．に 対 して は 理

論的下限ず が 知 られ て お り
6）

， こ の 下 限 を ス ペ ク ト

ル 距離 で割 っ て 次元間の差異を 調整す る評価基準が 提

案 さ れ て い る 13）・151．し か し，こ の 評価基準は 次元 n

が 大きくな るに つ れて 減少す る傾向を もち 次元間 の 基

準化 と し て は 適切 で な い ．これ に 対 し，以下 に 示 す等

距離格子構造が ス ベ ク トル 距離 を 次元間で 調整す る比

較的 に 良い 基準 と な る こ とが 経験的tlL明 らか に され

る．

　 n 次元空間 Rn で 隣接す る n ＋ 1個 の 点 が 互 い に 等距

離 h
， を もつ 多次元 格 子 点を 考 え る．こ の 格子 点は 次

式で 定義で きる．

　　｛H！e　R
”
11 ∈ z ”｝　 　 　 　 　 　 （8 ）

　　　　　 hL　ゐL12
・・層FP7『・・　　h］ノ2

　　　　　 0h2 ・…・…・…　h
，13

　 　 　 　 　 　 0　 ・　　 　　　 ・
　 　 H ＝

こ こ に

　　　　　 ・ h。一、〆（一 1）

0　　
…・…・…Oh縉

　 　 　 　 　 t

　　　h，＝1［（丿
’！− 1）

i「’b
’
，

　 　 　 　 J＝2

　 こ の 格 子 点 で n 次 元 空 間 （0，P ）・に τ 個 が配置 され

る よ う｝c 　ft1の 値を定 め る と，τ 個 の 点 を覆う平行な隣

接超平面 間 の 距離は

　　　　　　 n

　　　　　 ・工1（ノー
エ）

1
％

　　h。・＝＝　
”；2

　 　 　 　 　 　 （9 ）

　　　　｛・煎 ・i
・− 1・

if・1i｝
’tn

と表 され る ．

　 こ の h。は ス ペ ク トル 距離の 下限 d．t とπ
＝2 で は一

致 し， そ の 配置 は 正 三 角形 を基 本 と して構 成 され る．

n ≧ 3 で bt　h．≦ イ の 閔係をもち ， そ の 差 は 次元 n が 大

きくな る に 従 い 増大する．こ の h
， を用い て π 次元 の

ス ペ ク トル 距離 dnを

　　s．＝・d，！hn　　　　　　　　　　　　　　 （10）

と基準化す る．

　図 2 は 10
，
000個の 乗数に 対す る基準化 され た ス ベ ク

トル 距離 の 逆数 11s
。，

　n＝2，…，6 の 度数分布を示 した

もの で あ る．図 2 よ り，ス ベ ク トル 距離が 次元問で 比

較的良く基準化 され て い る こ とが わ か る ．

　 本研究 で は 基準化 され た ス ベ ク ト ル 距離 St，　t＝2，

　・，π に 限界値 c を与え て 次式で 定義 され る乗数の選

択規則を 提案す る．

　　St〈 c，（t＝・2，…，n）　　　　　　　　　　 （11）

　 2．3　ス ペ ク トル距離 と数値積分精度

　乗算合同数列が 生成 す る n 次元 格子 点 の ス ベ ク ト ル

距離 dEと数値積分精度 との 関係を明らか に す るた め，

こ こ で は ，n 次元超球

　　B ＝ ｛x ∈ R
”
； 11x「i2≦ 1｝　　　　　　　　　　　　　C12）
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0呷0　　　0．2　　　0．4　　　0．6　　　0．8　　　1．0

　　　　　　　　　　Sn →

図 2　 蓋準 化 され た ス ペ ク トル 距離 Snの 度数分布

6

1

　判定規 則 （11）の 限界値を ‘
二L3 と し，図 3 の 乗数

を 2 次元 の ス ベ ク トル 距離に よ っ て選別 した 結果 を図

4 に 示す．また ，図 5 は c ； 1．3 で，π ＝ 2〜6 の ス ペ ク

トル 距離に よ っ て 順番ec乗数を選別 した もの で あ る．

こ の よ うに ， 下位の 次元の ス ベ ク トル 距離を すぺ て考

慮して乗数を選択す る こ とに よ り，悪い 積分精度を与

え る乗 数 が 除 去 され て い る こ とが わ か る．す なわ ち，

低 次 元 の ス ペ ク トル 距離は 高次元 の 積分精度 に も影響

を与え て い る．

　2．4　ス ペ ク トル 距離に よる乗数の 選択

　表 1に 示す法 p の 乗算合 同法 に よる すべ て の 最長周

期 列 に 対 し て 次 元 n ＝ 2〜 15の ス ペ ク トル 距 離に よ る

（11）式の 判定規則を適用 し，各々
， 10個 の 乗数を選択

の 体積計算を取 り上げ る，すなわ ち，n 変数関数 を

f・x ・一 ［1：輪 　　　 （13）

と し ， 領域 （
− 1，1）・で の 数値積分を考 え る，n 次元

超球B の 体積 砿 は 次式で 定義 され る．

　　・ 一 レω 磅 恥 　　　 （1・）

こ こ に ， Vl＝ 2，ら ＝ π で あ る．

　超球 B の 原点 に 対す る 対称性 か ら，こ こ で は 積分

領域 （O，1）閥で 得 られ る積分値を 2’倍す る 計算方法

を用 い る．

　本研究で使用する数値積分法は乗算合同数列 の n 項

対 と して 生成 され る n 次元 空 間 （0，1）n の τ個 の 全格

子 点 ｛XJ ｝ で関数値 を 評価す る方法で あ る．

　（13）式の被積分関数の 構造か ら，数値積分は領域

B に 属す る （11x
，

・117≦ 1 を満た す）格子点の 数 m を 求め

る こ とに 簡 略 化 され，（m ！r ）× 2n が 超 球 の 体 積 の 計 算

値と な る，こ の 数値積分の 計算精度を 理 論値 V．か ら

の 計算値 の 標準偏差 （以後積分精度 と吸 ぶ）で 定義す

る ，

　図 3 は tap＝ loooeo3 の 10000個 の 乗数 に つ い て，次

元 n ＝2，3，4 に お け る ス ベ ク ト ル 距離 と積分精度の 関

係を示 した もの で あ る．こ れ よ り，同 じス ベ ク トル 距

離を もつ 格子点 で も乗数 が 異 なれ ば積 分精度が 大 ぎく

変化する こ とがわか る．こ れは ，ス ベ ク トル 距離が同

じで も被積分関 数 あ る い は 格 子点 の 配置が 異 な れ ぽ 積

分精度が異な る こ とを示す．しか しなが ら，n＝2 の

場 合，ス ペ ク ト ル 距 離 と積 分 精 度 の 下 限 との 間 に 直線

  の 関係が見られ る．従 っ て ，ス ペ ク トル 距離が 小 さ

い 乗数に お い て 悪い 積分精度 が 制限され る．これ に 対

し，n ＝ 3，4 の 場合，こ の よ うな関係 は認 め られない ．

1

↑　1

羅
1

1

1

I

1

10
嘘4 10

層3 le
−2 10

’1　　　　　100
　 dn 一ヴ

図 3　 ス ペ ク トル 距離 と積 分精度の 関係 （選別 前）
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図 4 　ス ベ ク トル 距離 と漬分 精度 （選別 n＝2）
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図 5　 ス ベ ク トル 距離 と積分精度 〔選別 n 冒 2〜6＞

した．

　表 2は 選択 に 使用 した （11）式 の 限界値 ‘ と次元数 n

の範囲 に対す る選択乗数の 数 との 関係を示 した もの で

ある．次元 犀 お よび 法 p の 値が 小 さい ほ どス ペ ク トル

距離に よ る乗数 の 選別効果は減少してい る．

　選択 され た 乗数 を表 3 に 示す．

3． 計算回数と数値積分の計算精度

　 モ ン テ カ ル ロ 法の 理論 で は 標本点の 数 （計算回 数）

N に 対 し，計算精度 （標準偏差）は その 平方根 に逆比

例する．すなわ ち，N 個 の 標本点 Xl，…，XN が 互 い に

独立 に ［0 ，
1コn 上 の

一
様分布 に 従 う と仮定す る と，n

次元超球 の 体積 肱 の 推 定量 は

　 　 　 　 　 　 　 N

　　玩（N ）＝2魔Σ∫（Xk＞1N　　　　　　　（i5）
　 　 　 　 　 　 1；L

で定義され る．こ の 推定量 の 平均値と分散は 次式で 与

え られ る．

　　E匚Vn（N ）］＝耽

　　V［Cl，（ノゾ）コ≡耽（2n− Vn）1N．　　　　　　　　　　　（16）

　ス ペ ク トル ・テ ス トは 乗算合同数列の 擬似乱数とし

て の 特性 を調べ る方法 と して 提唱 され た もの で あ る．

従 っ て ， 表 3の選択乗数 は擬似乱数列 の 生成に お い て

も有効で ある と考えられ る ．すな わ ち，部分格子点を

使用 した モ ン テ カ ル ロ 積分では モ ソ テ カ ル ロ 法の 理論

に 準ず る結果が期待 され る．

　表 3 に 示 した 10個 の 乗数に よ る乗算合同数列の n 項

対が 生成す る n 次元 格子 点列 の 部分お よび全体を使用

し た 場合の 積分精度に つ い て 解析する ，但 し，部 分 に

お い て は ρ
＝100000007の n 次元格子点列を10個毎 に

選択 した部 分 格子点を使用 し て お り，い わ ゆ る，モ ン

テ カ ル ロ 積分に 相当す る．

　図 6は部分格子点 を使用 した モ ン テ カ ル ロ 積分 と全

格子 点を使用 した 数値積分 に お ける計算回数 と積分精

度 と の 関係を n ； 2，6，10i・こつ い て 両側対数表 示 で 示

し て い る，こ こ に ，積分精度 は 理論値 K か らの 10個

の 乗数に よ る積分値 の 標準偏差で あ る．図中 の 点線は

部分格子 点，そ して 実線は 全格子点を使用 した場合の

計算回数 と積分精度の 関係を対数軸で 直線近似 した も

の で あ る．

　 図 6 に お け る直線の 切片と傾きを表 4に 示 す．

　 図 6あ る い は 表 4 よ り，部分格子点 を使 用 す るモ ン

テ カル ロ 積分で は 積分精度が 計算回数N の 平方根 の

表 2　限界値 c お よび 次元 n と選択乗数の 数

Pcn
卩2｝δ 2辱72 〜hO2 噌L5

10091 ．6000u10 且01D

100071 ．350025121110
100003L2800 δ315LO10

10000031 ．2‘052 ε1271210

1DOOOO1 ヨ 1、198082953101D
且OOOOOOO τ 1、159030391051310

表 3　 ス ペ ク トル ・テ ス トに よ り選択 され た 乗数

P100910007100003 】OOOOO310DOOOL9LOOOOOGO7

265 ？ 527238z7971571389L1339595

39223 ε 2317511734215626552 ‘ 09D9 ε0

選 38 書012245B32 婁B3δo35657 Σ724454641

択 753052249113z555542 且7P ‘531824 ε37

桑 8945303328139978 ユ 620924 匠 39992017「尼．」．． 一
数 1曾56025351545075306535 ‘ 8240948 ε 01

3186395413757235 ε 675760348853998

λ 7‘770195479074254 τ 75558055 ？ 931 已 09

75 且 8111 τ 2362 ε 502 窪B 呂54778579279375

呂15989 呂 7507295go5797555558LO240 ε 7
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図 6　計 算 回 数と数値 積分の 計 算精 度 （部 分 と全 体）
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衰 4　計算回数 と積分精度の 関係 （切片 と傾き）

使 用 数 列 次 元 n 切 片 傾 き

全
　

　

体

　 261

　0

o　．　 1　 2

1 ．　 6　0

2　．　 1　 2

一　〇　．　 7　 6

−　O　。　 6　 7

−
　0　．　 5　8

部

　
　

分

　 2

　 6

工　 o

0　．　 2　8

1 ．　 0　8

1 ．　 7　2

一　〇　．　 5　 0

−　0　．　 4　 8

−
　0　．　 5　 0

逆数 （対数表示 で，− 0．5）に 近 い 値 を示 して い る．

こ れ に 対 し，全格子点を使用 した 整値積分で は 直線の

傾きは
一〇．5 よ りもか な り大 きな値を示 し て い る ．こ

の 傾きは 次元 数 π が増加す るに つ れて 減少す るが，わ

ずか の 差で も，計算回数が多くなれば，部分と全体に

お け る積分精度の 差 は増大す る．

　以 上 の こ とか ら，計算回 数 N が増加す る に 従い ，

選択乗数を 用い て 生成 される全格子点を使用す る数値

積分法 の 有効性が 増す こ とがわ か る ．

4． 系内待ち時間の過渡分布の解析

　M （A）！M （μ）！1待 ち行列 シ ス テ ム に おけ る系内待 ち

時間分布 の 過渡分布の 解析に 部分格子点を使 用す る モ

ン テ カ ル ロ 積分 と全格子点を使用す る数値積分を適用

す る．

　 n 番 目の 客 の 系内待 ち時間 肌 は 耽 を所与と して ，

1〜n 番 目 の 客 の 到着時間 間隔Aj とサ
ー

ビ ス 時間 SJ

（ゴ
＝且，…，n ）か ら，漸化 式

　　略 ； ma 」（ ｛叱 一L
− A．，　O｝＋ Sn　 　 　 （17）

で定ま る．こ の n 番目の客の 系内待 ち時間分布の 計算

は （17）式 の 制約 条件 下 で の n 個 の 到着時間間 隔分布 と

n 個の サ ービ ス 時間分布 の 畳み 込 み と して 定式化され

る．

　M ！M ！1 待 ち 行列 シ ス テ ム で は こ の 畳 み 込 み 計算 を

漸化的に 実施 で き，比 較的容易に 数式解 が 求 ま る．初

期状態を PY
，
　
＝0 とすれ ぽ ，　n 番 目の 客 の 系内待ち時間

の 分布関数 F．（w ）は 次式 で 表され る．

Fn… − 1− e
’

…

［嚊 ・…

こ こ 鵬 厂 鍵 駆副 庫 （18）

　 　 　 　 P　 　　　　　 ρ

　　A ＝ 一 ，　 c＝＝
　　　　　　　　　（1＋P）

2
　　　 1十ρ

　　ノE，1（n ）＝1，i＝1，…，n
−−1

　　ノ：」（n）　＝）2，j−1 （n ），戸 2，…，n
− 1

　　x ，J（n ）
＝
x −1，i（n ）＋丿，＋ L」

一
臨（n ），

　　ぎ＝2
，

…
，

n
一
ノ；

　 ノ
；2，

鹽鹽
  π

一1．

　確率分布 の 仮定 に よ っ て は こ の よ うな 数式解を 得 る

こ とは 困難 で あり，数値計算を 利用 す る こ とに な る．

　 n 番 目の 客 の 系内待 ち 時間分布 は 2月 個 の 変数 の 多

重積分 に よ り定義 され る ．そこ で ，乗算合同数列か ら

生 成 さ れ る τ個 の 2n 次 元 点 列 ｛孟｝を 考 え る．n 次

元点 風 の n 個 の 要 Pt　Xh …，κ冷 ＋ ．＿1 は 次式に よ り，指

数分布に 従 う到着時問間隔 a とサ ービ ス 時間 ∫ に 変換

され る．

　　aJ ＝ − 1。9 （Xk ＋ 1J
’，．2 ）1A，

　　Sj
＝− lo9（Xk〒！j＿1）！μ，∫＝ 1，・・  n　　　　　　　（19）

　 τ個 の 2昆 次 元 点 ｛澱 ｝の 各 々 に 対 し，n 番 目 の 客

の 系内待ち 時間 ｛ω 糾 を計算 し ， こ の 度数分布を n

番目の 客の 系内待ち時間分布の 計算値とする．

　系 内 待 ち 時 間 分 布 の 計 算精度 を （18）式 の 分 布 関 数

E， と相対累積度数 Gnと の 差異

　　d。；Max 　IF。− Gnl　　　　　　　　　　 （20）

に ょ っ て 評価す る．

　図 7は 表 3 の 10個の 乗数に 対す る計算精度 の 最大値

（最 も悪 い 値 ）rinと客 の 到 着順 位 n との 関 係 を

ρ
＝02 ，0、8に つ い て 示す．こ こ に ，実線 は 全格子点

N ＝ p− t個 （p≒ 107），点線 は 部分格子点 N ＝ 107個

（p≒ 10s）を使用 した 場合を表す．

　ρ
≡O．2 の 場 合，n の 値に よ らず全格子点を使用 し た

と ぎに 計算精度が高 い ．こ れ は ρ の 値が小さい と き，

少な い n の 値で待 ち時間 分 布が定常分布に 収束す るか

らで あ る．ρ
＝ O ．8 の 場合，小さな n の 値 （n 〈 10）で

は 全格于点が ，大 きな n の 値で は部分格子 点が 高 い 計

10
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n

↑

△

10
層3

10
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　10
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　 　 　 1 　 510 　 50100
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図 7　客の 到 着順位 と系内待 ち時問 の 過渡分布の 計算精度

　 　 　（部分 と 全体）
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算精度を持つ ．

5．　 お わ り に

　本研究では擬似乱数の生成法の 1 つ である乗算合同

法に よ り生成 され る 数列 の もつ 多 次元 の 格子構造 に 着

目 し，隣接格子点が 互 い に 等距離を持つ 配置を 基準と

した 乗数 の 選択方法を提案 し，以下に 示す成果が 得 ら

れ た ，

（1） 法p＝1009
，
leOO7，100003

，
1000003

，
100000i9，

　100000007に お い て 最長周期 p− 1 をもつ 乗算合同数

　列に 対 し，n ； 2〜15次元 の ス ベ ク トル 距 離 を 調査

　 し，提案す る 選択方法を 用い て ，各 々 ，10個の 乗数

　が 選択 され た．

（2｝ 選択乗数 を 用 い て 生成 され る p− 1個 の n 次 元格

　子点 の す べ て に お い て開数値 を評価す る多 重 数値積

　分法は 超 球積分お よび待ち行列 シ ス テ ム の 過渡解析

　に お い て モ ン テ カ ル ロ 積分法 よ り も高い 計算精度 を

　 得 る場 合 が 明 らか に され た．

（3） 積分精度の 確認 は複数 の乗数 に よ る積分計算 の 反

　復を行な うこ とに よ っ て 可能 で ある．

　選択乗数に よ る 乗算合同数列の 毘 項対 と し て 生成 さ

れ る n 次元格子点をすぺ て 使用す る数値積分法 は ，確

率現象に 伴ない 次元数が 確定 しない シ ス テ ム 解析の 問

題に も適用可 能で あ る と考え られ る．し か し，そ の 適

用範囲あるい は 適用方法は 今後の 課題で あ る．

　 　 Proc．　N ，　A ．　S．，6ヨ，25！28 （1968）

2） 竹 内 啓 ： モ ン テ カ ル ロ シ ミ ＝レ ーシ
ョ

ン の 統計的 方

　 　 法．経 営 科 学，17，75187 （1973）

3） 高橋磐郎 ： 組合せ 理論 とその 応用，岩波書店 （1976＞

4） 津 田 孝 夫 ： モ ン テ カ ル ロ 岳 と シ ミ ュレ ーシ
ョ

ン ，培 風

　 　 館 （1977 ）

5）　H 、Nicderreitcr： Quasi・Monte　Carlo　m ¢ tbDds 　and 　pseudo
・

　 　 random 　numvtrs ，　Bull、　Amer 、　Matl ユ、　So匸．　B4，95ア／1091

　 　 （1978 ）

6）　D ．E ．　Knuth 二The 　Art　of 　¢ omputcr 　Programming 　2，2nd

　　 ed、，Addison・Wesley （1981）

7） L．K ．　Hua 　a 皿d　Y ．　Wang ： Application　or　Number 　Thcory

　　to　Numerical　Analysis，　Springer−Beijing（1981）
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