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《論　文》 論 11− 15

時間ス テ ッ プ近似ス キ ー ム に基づ く 2次元非定常

　　　　　　熱伝導方程式の 境界要素法解析†

田 中 正 隆
＊ ・

松 本 敏 郎
＊ ・楊 慶　峰

＊

　ABSTRACT 　This　paper　is　concerned 　with 　a　boundary　element 　analysis 　of 　two −dimensional　transient　heat　conduc −

tion　problems，　The 　time 　derivative　in　the 　di伍erential 　equa ヒion　is　apprQximated 　by　the 　time −stepping 　schcme ．　The

reduced 　differential　equation 　is　transformed 　into　a　regularizcd 　boundary　integral　equation 　which 　involves　no 　integrals

to　be　evaluated 　in　the　Cauchy 　principal　value 　sense ．　A　new 　computer 　cede 　is　then　developed　and 　applied 　to　scvera1 　sam
・

ple　probkm ヨ．　It　is　revealed 　that 　there 　is　a　suitablc 　value 　of　the　diffusion　number 　for　each 　problern　to　be　investigated．

The 　solution 　procedure　is　then　applied 　to　other 　two −dimensional　problems，　after 　the　computational 　conditions 　arc 　esti −

mated 　by　the　properties　obtained 　in　the 　previous　examp 亘e　computations ．　An　accurate 　numerical 　solution 　can 　be　ob −

tained　through 　this　process．

1． 緒 言

　境界要素法に よ る 非定常熱伝導 問 題の 解析法 は，時

間微分の 取扱い 方に よ っ て 次の 3種類の 解法が 考えら

れて い る
1）．すなわ ち ， （1）ラ プ ラ ス 変換 を 用い る 変換

解法 ，   時間 依存 の 基本解 を 用い る 直接解法，（3）時 間

徴分 を時間 ス テ ッ プ近似す る時間 ス テ ッ
プ 解法で あ

る．こ の 中で
， 直接解法が 現在最 も多 く用 い られ て い

る
2〕〜6）．

　一方，時間ス テ ッ プ解法は 直接解法 と 同様PC時間依

存の 物理 量を 直接取 り扱 え る と い う利 点 を 持 っ て お

り，非定常熱伝導問題 の 有効 な 解析法の 1 つ と な る こ

とが期待 されて い る ．こ の 解法に つ い て は こ れ まで ，

時間微分を 差分近似 し た 場合 の 定 式化 と解析例が 報告

され て い る
7）・8 ）．木原らは ， 直接解法に よ り時間ス テ

ッ プ幅 と要素寸法 が解 の 精度 に 及 ぼす影響に つ い て 考

察 し た
2）・3）．し か し な が ら，本 研 究で 取 り上 げ る 時間

ス テ ッ
プ解法に つ い て は，ま だ 検討 されて い な い ．

　本論文 で は ，時間 ス テ ッ プ解法に よ る非定常熱伝導

問題 の 高精度 な解 析法の 開発を 目的 と し て ，有限要素
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法や差分法な どで 多用 され て い る い くつ か の 時 間 ス テ

ッ プ近似 ス キ
ーム に よ り時間微分を 近似 した場合の 境

界要素法の 定式化を行 う．そ して ，
こ の 定式化に 基づ

い て 2 次元問題 に 対す る新 しい 解析プ ロ グ ラ ム を開発

し，こ れ を 用 い て 高精度 な 解を 得 る た め に 必 要 な 要 素

寸法 と時間 ス テ
ッ

プ幅 の 関係 を 明 ら か に す る．な お ，

境界積分方程式は Cauchyの 主値積分を含まない 形 に

正 則 化 す る こ とに よ り，数値積分 の 高精度化を は か っ

た ．

2． 時間ス テ ッ プ境界要素解析法

　2，1 時間 ス テ ッ プ 近似 ス キー
ム と境界積分方程式

　　 の 定式化

　均質等方 な媒質か らなる 物体中に お け る 発熱 を有す

る場合 の 非定常熱伝導問題 の 支配方程式は ，物性 値 の

温度依存性が 無視 で きる と ぎ， 次式 の よ うに 書 く こ と

が で ぎる ．

　　　　　　　　　　　 ∂τ（x，t）
　　aV

！T（x ，　t）＋ （〜（x，　t）＝　　　　　　　　　　　　　　　 inΩ　　　（1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂t

た だ し ，T （x，t），（≧（x ，t）は それぞれ時刻 ’に お け る

物体内の 点 （x ）の 温度 お よび 内部発熱 量 で あ る．ま

た ，α は 温度伝導率 で あ り，p を密度 ， 1 を熱伝導率 ，

c を 比熱 とす る と，a＝λ1（ρの で あ る．

　境界条件 は ，以下 の 3 種類を考え る ．境界全体を

r ≡ri＋ 凸 ＋乃 とす る とき，
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　 温度境界条件 ：

　　 T ＝ τ ・nrl 　 　 　 　 　 　 　 　 （2 ）

　 熱流東境界条件 ：

　 　 　 　 　 ∂T

　　9＝ 　
λ
蕊

＝il°n 「
！　　　　　 （3 ）

　 対流境界条件 ：

　　 9
＝ゐ（T − T

、） ・ nrs 　 　 　 　 　 （4 ）

た だ し，Th は 外部温度，　 h　bよ表面 の 熱 伝達係数 で あ

る．

　 初期条件は Toを初期温度 とす る とぎ，

　　 τ （Xt　O）＝To　　　　　　　　　　　　　　　　（5 ）

の よ うに 表す こ とが で きる ．

　 い ま，時間軸を微小な時間間隔に 分割 し，時刻 t＝

tnと tニt．＋ 1 に お け る 温 度を 乃 と Tn＋ 1 と す る と，　 t．

≦ t≦ t．＋ 1 に お け る 温度 τ は ，パ ラ メ ー
タ θを 用 い て

次式 で 近似す る こ とが で きる．

　　 τ＝θT．＋ 1
一
ト（1

一
θ）Tn 　　　　　　　　　　　 （6 ）

また ， T の 時間微分 は 次式の よ うに 差分近 似す る．

　　 ∂T 　Tn
＋厂 Tn

　　万7
＝
　At　　　　　　　　　 （7 ）

た だ し，At＝t．＋ 1
− t”で あ る．

　式（6 ）と（7 ）を式（1 ）に 代入 すると， 次式が得られ

る．

　　　　　　　　　　　　　　　Tn
＋ t
−

　Tn
　　aθワ

ITn
＋ 1 十 （1一θ）a7iT ．十 Q＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 At

式 （8 ）は θの 値 に よ り，

　　　 θ＝1！2 ：Crank ・Nicolsonス キ
ー

ム

　　　 e；2！3 ：Galerkin ス キ ーム

　　　 θ＝1　 ：後退差分 ス キ
ーム

の よ うな差分近似 に 対応 して い る．時間ス テ
ッ

プ解法

で は，従 来 θ＝ 1 の 場合 に 対応 し た 定式化 の み が 示 さ

れ て い た 7）・s）．式（8 ）を書き改 め ると，Tn＋ 1 に 関す る

次の よ うな非同次変形 Helmholtz 方程式が得られ る ．

　　v
・T．＋「

Tn＋ 1 　 （1一θ

aθ」dt 　 θ

）
v ・Tn一詣一藷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9 ）

　鳳 が 既知な らば式（9）の 右辺 は すべ て 既知量 とな

る．した が っ て T ＝’　To か ら時間進行 に よ り式（9 ）を

解 い て い くこ とに よ り非定常熱伝導問題の 解析が可能

と なる，

　時間 ス テ ッ プ境界要素法は ，式 〔9 ）を境界要 素 法 で

解く解法で あ り， その た め に は 式 （9 ）に対応す る境界

積分方程式 を導出 しな け れ ば な らない ．式 （9 ）の 基本

解 T ＊
は，無限媒体中で 次式を満足す る．

　 　 　 　 　 　T ＊
　　i

　　
v2 τ

＊一
瀛

＝

7 δ（・
一

・）　 　 （1・）

2 次元 問題の 場合，基本解 T ＊

とそれ に 対応す る熱流

束 g
＊

は 次 式で 与 え られ る
8）．

　　T ・ 一訣 （
　　　7

価 ）　　　 （11）

グー

跏 纛塞瓦 （
　　　r

価 ）　　 （1・）

た だ し，Ko，　Kl は それ ぞれ 0 階お よ び 1階の 第2 種

変形 Besse　l関数 で あ り，r は 2 点 x，」間 の 距 離 で あ

る．

　上述 の 基本解 T ＊
を式（9 ）の 両辺に 掛け ， こ れを領

域全体 に わ た っ て積分 した 恒等式に 部分積分を 繰 り返

し，式（10）を用 い る と次の 積分方程式 を導 くこ とが で

きる，

　　CT・＋ ・（・）
一
レ （x ，」）9。＋ 1（・ ）・・

　　　　・墜 1ω 掬 ）・・

　　　一｛
− CTn （・）・レ 廟 （x ）・・

　　　　一
レ（・ ）9

’
（・

，・）・・｝
（1

青
θ）

　　　　・島（
T

．（xeAt）
・Q（・ ））T ’

（・，・）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13）

た だ し，C は 点 1 が領域内部に あ る ときは 1，境界 の

滑 らか な部分に 位置する と きは 1／2とな る定数で あ る．

式（13）の 左辺 と右辺 の 第 3 項 は と もに Cauchy の 主 値

の 意味で 評価 し なければ な らな い 、

　と こ ろ で ， σ は 定常熱伝導問題 （Laplace方程式）

の 基本解 か ら導出 され る 熱流束 ゲ と次の 関 係 が あ る．

　　・＋鏑（x ，」）・・＝＝・

2 次元の 場合に ， 尹は 次式 で 与 え られ る，

　 　 　 　 　 　
− 1 ∂r

　　羣
＊

（x・ノ）；
磊 諞

（14）

（15）

式 （14）の C を式（13）に 代 入 し て 変形す る と，次 の よ

うな積分方程式が得られ る ．

　　　｛Sr（9’

（… ）
− il

’

（・，・））・・｝T．＋ 1　（y）

　　　　
−s，　・ ・

（x，・・）9。＋ 1 （・）・・U
’

　　　　・レ（x・・）（T・＋ t （・）− T
． ＋ 1（・））・・

一 54 一
シ ミ a レ ーシ

ョ
ン 　第 11巻第 4 号

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

296

一
（1一θ

θ

）

｛
一
［Sr（弼

　　ず 〔x ，・））司瑠 ・レ （x・・）・・ （・）

ガ

　　　　
一L幽 ）（Tn（・ ）

− Tn（・））・・｝

　　　　・島（
Tn（x ）
　　　＋ （z（x
θAt

））T
＊

（x・・＞d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （16）

　式（16）は T
。 ，
Tn

＋且
が 点丿 で H61der 連続 な らば ノdf

に お い て もそ の ま ま成立 し，Cauchy の 主値積分を含

ま ない 正則化された 境界積分方程式 とな っ て い る ．式

（16）は 発熱項 の 有無｝こ 関 わ ら ず ，乃 に 関す る 領 域 積

分を含 ん で い る の で ，離散化 に 際 して は 領域 も内部 セ

ル に 分割 し なけれ ば な らな い ．

　時間ス テ ッ
プ 解法 で は ，式 （16）を 壌界 要 素 法 に よ り

離散化 して境界上 の 諸量 を決定 し，つ ぎに 式 （13）を 用

い て 内部 の 温度 分布な どを 求め る．時刻 t＝tlを 考 え

る と，Toが初期条件 に よ りすべ て 分か っ て い るか ら，

式（16）を解い て境界上 の Tl，9L がすべ て 求 め られ る．

次 に To と境界上 の すべ て の 点 の Tl，91を式（13）に 用

い る と，領域内部 の すべ て の 点 （内部 セ ル の 節点） の

Tlが 求 め られ る ．以 上 の 計算手 順 を さ ら に ご＝t2
，
　t3

，

　・と進 め て い けば よ い ．

　 2，2 離散化 に お け る注意点

　式（16）の 境界要素法解析 に 際 し， 2 次 ア イ ソ パ ラ メ

ト リ ッ ク 要素で 離散化 した と きの 積分 の 評価法に つ い

て 考 え る．ま ず，境界要素積分 と領域積分 に つ い て 要

素 を ソ ース 点を 含む要素の 集合 と，それ 以 外 の 要素の

集合 とに 分け て考え る．ソース 点 を含 ま ない 要素 の 積

分は 離散化して か ら，通常 の 数値積分法 に よ り評価で

ぎる．ソ ース 点を含む要素内 の 任意の 点の 座標 は 次式

で表 れ る 10）・11）．

　 　 　 　 3

　　Xi＝Σφ
虚

（ζ）君　　　　　　　　　 （i7）
　 　 　 k＝1

た だ し，

　　　　　 ζ（ξ
一1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（ξ＋ 1）

　　　　　　　2
・φ・（ζ）＝1  8 ・ φ

’

（C）＝
2

　　φ
且

（ξ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ls）

で あ る．また ，κ簿 ＝1〜3）は要素を構成す る節点座

標 で あ る ．ソ ース 点 の 位 置 に 対 応 す る局 所 座標 の 値 を

ζとすると，
ソ ース 点の 座標は 次式で 表され る．

　 　 　 　 3

　　Vi
＝
Σφ

鳶

（ζ）κ1　　 　 　　 　　 　 　 （19）
　 　 　 k＝且

　 した が っ て ，ソ ース 点を 含む 要素内の 任意の 点 の ソ

ース 点 に対す る位置 ベ ク トル r
、
は 次の よ うに な る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s

　　r：＝x 厂 1、
＝（ζ

一
ζ）Σ　Of（ζ， ζ）葬　 　 　 （20）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1＝且

た だ し，

　　　　　　　　　　　　　　　　 （ξ＋ ζ＋ i）　　　　（ξ＋ ζ
一1）

　　　　　　　　 ，φ
2＝一

ζ
一

ζ，φ
s＝　 　 ¢

1
＝

　 　 　 　 　 　 2　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （21）

と置 い た ．こ の と き ， 2 点 x，y 間の 距 離 r は 次 の よ う

に 書け る ．

　　r ＝ 1ζ一ζ［（Rl ＋ R ；）
1／2＝1ξ一ζiR

た だ し ， Ri（i＝1，2），　 R は 次式 で定義され る．

　 　 　 　 3

　　Ri一Σ げ （ξ， ζ）・さ，
　R ＝（Rl ＋ R 鬘）

1／2

　 　 　 此≡1

（22）

（23）

式（22）に お い て ，ri1 の と きξ
一
ζ

→ 0 で あ る が ，

R ≠ 0 で あ る こ とに 注意す る．

　同様 に ，τ（x ）
− T （））も次式に 帰着す る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s

　　T （x ）
一

τ し）； （ξ
一
ζ）Σ φ

産

（ξ，ζ）τ
k

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 疋＝1

た だ し ， Tt（k＝ 1〜3）は温度の 節点値 で ある．

（24）

　式（16）の 左辺及 び右 辺 の 第 3 項 の 積分中の 基本 解の

特異性 は o （11r）で あ るが，式 （22）と （24）か ら特異性

を 示 す部分は キ ャ ソ セ ル され る こ とがわ か る．また ，

式（16）の 左辺及 び 右辺 の 第 1 項は 特異性 を示 す部分が

Laplace方程 式の 基本解 に よ っ て キ ャ
ソ セ ル され る．

　領域内部は ，8 節点 ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ ク 内部 セ ル

で 離散化す る．ソ ー
ス 点 を含む セ ル は 6 節 点 の 三 角形

サ ブ要素に 分け，それらを正方形領域に 写像して基本

解 の 特異性を低減 し て か ら数値積分で 評価す る．

3． 数値計算例 と考察

　まず，時間 ス テ ッ
プ近似ス キ ーム お よ び境界 の 要素

分割数 と拡散数 の 関 係 が解の 精度に 及 ぼす影響 を，解

が 分か っ て い る 次の 2 つ の 問 題に つ い て 調べ た ．

問題 1 ：

　境 界 条 件　T ・＝D （x ＝O，1，ノ＝O，1）　　　　 （25）

　初期条件　T
。
＝sin （π x ）sin （Zp ）　　　　　（26）

問題 2 ：

　境界条件　T ＝0 （x＝O，1），g＝0 （ノ；O，1）（27）

　初期条件　To＝sin （π x ）　　　　　　　　　 （28）

た だ し，温度伝導率Vt　a＝1 と した ．い ずれも ， 境界

と領域を そ れ ぞ れ 2次 要素 と 8 節点 2 次 ア イ ソ パ ラ メ

ト リ ッ ク内部 セ ル で ，各辺 が一
様な 長 さに な る よ うに

分割 し て 解析 し た．

　非定常熱伝導解析 に お い て は 境界要素分割数と時間
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ス テ ッ
プ 幅が 連動 して 解の 精度に 影響を 及 ぼす と考え

られ る．そ こ で ， 次の パ ラ メ ータ を導入 す る．

　 　 　 a∠1t

　　κ
＝
万戸　　　　　　　　　　　（29）

た だ し，At は時間ス テ
ッ

プ幅，　 AL は 境界要素の 隣接

節点間 の 平均距離 の 代表値で あ る ．κ は 無次元数 で あ

り，拡散数 と も呼ぽ れ る，ま た，計算誤差 を次式に よ

っ て 評価 す る．

以 ・・一幾 （
1N 鳳

一紘1

耀 1黙 1 ） ・…

た だ し，K は 全時間ス テ ヅ
プ 数，　 N は 全計算点数，

黔 ，
は 計算値，TJIは 理 論値 で あ る ．

　ま ず ， Fig．1 に ， κ＝1．28 （At＝O．02，∠1L＝ 0・125）

と し，θ＝lf2，2！3，1 と変え て 計算した ときの 問題 1

の 計算 結果 を 示 す ．κ ＝ 1．28 以 外 の 値 に 変 え て も

θ＝112，す な わ ち ，時間微分を Crank−Nicolsonス キ

ーム で 近似 した場合に 最も精度良い 結果が 得 られた ．

問 題 2 に つ い て も ま っ た く同様の 結果が 得 られた ．

　次に θ＝lf2 と固定 し，境界要素数を16
，
20

，
32と し

た ときの 拡散 数 κ と 計算誤 差 と の 関係 を Fig．2 と

Fig．3 に 示す，要素数の 違い に よ り，誤差が最小 とな

る κ の 値が 異な っ て い る こ とが 分か る．

　Fig．4 に は ， こ の と きの 誤差が最小 と な る κ と要

素数との 関係 を示 す．L は 物体の 代表長さで あ り，熱

が 流れ る方向の 長さ を と る こ とに す る ，問題 1
，
2 の

場合 は 正 方形領域 に 関す る 問題 で あ り，Fig．4 の 縦軸

LIAL は 要素数 に 対応 して い る こ とが 分か る ，

　次 に ，内部 セ ル 数 と計算誤差 の 関係 に つ い て 検討す

る．Fig．5 に は ，問題 1 に つ い て κ
＝2．3 ， 要素数 を
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0．6

　

　

　

　

る

　

　

　

　

巳

。

嵳
讐

巴
∈

出

O．2

0，18，0B．0X4■02900「
DOO
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Fig．5　Rclation　between　Er（％）and 　number 　ofinternal 　cells

32と固定 に して ，内部 セ ル 数を変化させ た と ぎの セ ル

数 M と計算誤差 の 関係を示す．境界の 要素分割 に 合

わ せ た 内部 セ ル の 数 は 32で あ り，それ よ り内部セ ル 数

を 増や し て も解 の 精度に 及ぼ す影響 は 小 さか っ た ．ま

た，内部 セ ル 数を少な くす る と誤差 が増すとい う結果

が 得られ た ．一
般に は ，境界 の 要素分割に 合わ せ た 内

部 セ ル の 分割を行えば よ い と考えられ る。

　さて ，次 に 問題 1，2 と異な る 問題 に つ い て ，あ る

要素分割，内部 セ ル 分割 を 行 っ た 場合に ，い か な る

At の 値を用 い て 計算すれば 最 も精度良い 解析 が 可能

か 考 え よ う．こ こ で は ，問 題 1，2 とは 異 な る 問 題 に

お い て も，熱が流れ る 方向の 分割数LfZiL と誤差が

最小 とな る κ との 間に ，
Fig．4 で 示す関係が あ る もの

と仮定す る．境界条件 か ら ， お お よそ そ の 熱流方向を

予想 し，そ の 方向の 代表長さ と隣接節点間平均距離の

比 LIAL か ら，　 Fig．4 に よ り最適な π の 値 を得 る．次

に ， 次式に よ り時間ス テ
ッ

プ幅を決め る．

　　　　　∠】L2
　　∠F κ

一 　　　　　　　　　　　　　　（31）
　 　 　 　 　 a

　 こ の 方法 に よ り以下の 3 つ の 問題 を 解析 して み る．

　ま ず ，問題 3 と し て Fig．6 に 示す よ うな問題 を

α
＝1 と し て ，全 周 を 24個 の 2 次境界要素 （AL ＝0，125）

で 分割 して 解析す る場合 に つ い て 考 える．熱伝導過程

に 大 きな影響を与え る短 い 辺長を代表長さ L とし，2

次元 方 向の 熱流 と仮定す る ．こ の と ぎ，LfAL ＝8 で

あ る．最適な拡散数 は Fig．4 か ら κ
＝1，28 とな る，し

た が っ て ，式（31）よ り時間 ス テ ッ
プ 幅は ∠t＝O．02 と

な る．こ の At の 値 を 用 い ，θ＝112 と して 計算 した 結

果を Fig ．7 に 示す．本解と理 論解9）は 良 く
一
致して い

る．Fig．8 に は ，代表長 さ L と して 長方形 の 長 辺 の

長 さ （L ＝ 2）を 選び ，こ れ に 対 す る 最 適 拡散 数

」
r ＝02

01
ー

ト

Fig．6　Boundary 　elements 　and 　intemal　ceUs 　for　rectangular

　　　 plate（Problem 　3）
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』
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0 ．D

　 O。0 　　　　　　0 ．1　　　　　 D．2 　　　　　　0．3
　　　　　Fourier　Number 　（F ＝α t1ム

2
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 o

　　Fig．7　Results　obt 加ned 　for　rectangular 　pla亡e

　　　　　 （乙＝1，κ ＝1．28，∠Fo ．02，θ司 12）

止．0

0．8

00 ・6ti

トrO ．4

0．2

0 ．0
　 0．0 　　　　　　0．1　　　　　　D。2

　　　　 F。uri。・ N ・mb ・・ （F．

＝ at ／L　
2
）

　　 Fig．8　Resuits　obtained 　for　rectangular 　plate
　　　　　 （L ＝2，κ

＝2．3，∠t＝0．036，θ＝1！2）

0 ．3

κ ＝ 2．3 か ら時間 ス テ ッ
プ 幅 を ∠t；O．036 と して 計算 し

た結果 を 示す．代表長 さ を L ＝・1 と した と きに 比 べ 誤

差が 大きくな っ て お り，代表長 さ に 主要 な 熱流の 方向

の 寸法を選 べ ぱ よ い こ とがわ か る．
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　次に ，問 題 4 と して ，対 流 境界 条 件 を 有す る 非定常

熱伝導問題 を 考 え る （Fig．9）．
一

辺 の長 さ は 1の 正

方形板 と し，全周を25個の 境界要素 で 分割 した ．熱伝

達係数を h＝10，外部温度を Th＝0 と した ，代表長 さ

L に 熱 流方 向 を選 ぶ とL ＝1 で あ る ．こ の とき，

∠L ＝＝ O．1 よ り κ＝3．4，At＝0．034 と な る ．こ の 時間 ス

テ ッ
プ幅 を 用 い ，θ＝ 1！2 と し て 計算 し た 結果を Fig．

10 に 示 す．こ の 問題に 対 して も， 本解と理論解
9）は 良

く
一

致 して い る．

　最後 に，問題 5 として ，厚肉円筒 の 問題を考え る （F態

11）．熱流の 方向は 半径方向の み で あ り，代表長 さ は

円筒 の 厚 さ L ＝1 とな る．要素分割は ，対称性 を考え

Tb ＝ 0

　　　　　　 ∂τ
D 　　　　蕊

＝O　　 C

∂T

筋
＝ 0

A ∂T
− ＝ 0
∂n

B

h ＝ 10Th

＝ O

Fig．9　Problom 壬 wlth 　conv 己ctmn 　boundary 　condltlon
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　 0 ．0 　　 0．2 　　 0 ．4 　　 0。6　　 0 ．8 　　 1．O
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 X

　　Fig．10　R ¢ sult30btained 応or 　problem　4

　　　　　 ¢ 豊1，κ
＝3．4，」 彦＝ 0，034，θ＝1！2）

Fig．11　Thick−walled 　circu ］ar 　cylinder 　with 　uniform 　temper −
　 　 　 ature 　distrbutions　on 　inner　and 　outer 　surfaces

　　　 （problem 　5）

て 114領域 に つ い て 行 い ，半径方 向に 5 要素 ， 内壁 と

外壁 を そ れ ぞれ 4 要素 に
一

様 に 分割 した ．こ の と き

L！AL ＝10 で あ り，Fig．4か ら a＝1 と し て κ ＝ 34 と

な る ．さらに 式（31）か ら， At＝O．034 とな る．この 時

間 ス テ ッ プ幅 を 用 い ，θ＝112 と して 計算 した 結果 を

Fig．12 に 示す．

　 こ の 問題 は ，領域全体で の 初期温度 T ＝0 の 状態 か

ら内壁 の 温度 が 時刻 t＝O で ス テ ッ
プ 状 IC　Ta＝1 へ 変

化す る 問題で あ る ．Fig．12 の 結果は ，内壁 の 近 くで

の 温度 の 立 ち上 が りの 精度 が悪 い こ とを 示 して い る ．

こ こ で 誤差の 指標と した 式（30）に戻 っ て 考 え る と ， こ

の 指標は 全時 間，全空間 の 平均誤差 で あ る こ とが わ か

る．した が っ て ，円筒 の 外壁 近 くや 内壁近 くで も，時

間を経 た 揚合 に は精度良い 解が得られ る，そ こ で，時
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Fig．12　ResUlts　obtained 　fbr　thick −wa 皿ed　cylinder （rC＝3．4，
　 　 　 ∠ t＝O，034）
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間ス テ ッ プ幅を Zit＝0．034 よ り小さ くと っ た場合の 結

果を見て み る ．

　Fig．　13，　Fig．140こ そ れ ぞ れ At＝o．02，0．01と し て

計算 した と きの 結果を 示 す．窟 が小さ くな る に した

が っ て
， 内壁 近 くに お け る温度 の 立 ち上 が りの 精度が

向上 して い る こ とがわ か る．しか し，時間が経過 した

ときの 温度の 誤差は か え っ て 大 きくな っ て お り，全時

間
・
全空 間 的 な誤差 は ，At＝0．034 の 場合 よ り も大き

くな っ て い る．い ま各時間 ご とに 空間誤差 が 最小とな

る 拡散数を求め て プ ロ
ッ トす る と Fig．15 の よ うに な

る．Fo〈 O．35 で は ，κ 〈 S．4 で 空間誤差 の 最小化 が は

か られ る こ とが ，こ の 図 か らもわ か る ．そ こ で ，

Fig．16 に は ，　 Foく o．15 の と き ot　At＝o．ol，Fo≧o，15

の と きOC　At＝O．034 と し て 計算 し た と き の 結 果 を 示
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す．時間 ご と IC　At の 大 きさ を変える と離散化式 の 積

分 を 再計算 し なげれ ば な らな くな り，計算効率 が低下

す る，しか し ， Fig．16 で 示 した よ うに 温度 の 立ち上

が りの と きだ け 小 さい At の 値 を 用 い る こ とで ，計算

効率を そ れ 程落さ な い で 全体の 精度向上 を は か る こ と

がで きた ．

4． 結 言

　本研究 で は ，非定常熱伝導問題 の 時間ス テ ッ プ近似

ス キ
ーム に基 づ く境界要素法に つ い て 種 々 の 考察を行

っ た ．まず，従来示 されて い た 時間微分 の 後退差分近

似 に 基 づ く定 式化 に 加 え て ，Galerkinス キ
ー

ム や

Crank−Nicolsonス キ
ーム を含む

一
般的な定式化を示

し，数値実験を行 っ た ．その 結果，Crank−Nicols。 n ス
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キーム を用 い る と最も精度良い 解が得 られ る こ とが分

か っ た．ま た，要素分割数 と計算誤差 が最小 とな る拡

散数 の 関係 を詳細 に 調べ ，熱流方向の 要素分割数 か ら

こ の よ うな拡散数を決定す る方法を提案 した．拡散数

は 要素分割数 と時間 ス テ ッ
プ 幅に 関係づ け られ る の

で ，こ れに よ り要素分割がわ か れ ば，時間空間平均誤

差 を最小に す る時間ス テ
ッ

プ 頓を 決定す る こ とが で き

る．
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