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《小特集》

物理モ デル に よ る 自動 メ ッ シ ュ 分割

嶋　 田　 憲　司
＊

　ABSTRACT 　Automated　mesh 　generation　is　a 　significant 　problem 　in　many 　computer 　applications 　such 　as 　engineer
−

ing　analysis ，　cornputer 　graphics　and 　layered　manufacturing ．　Although　various 　algorithms 　have　been　proposed　thus　far，

their　fUnctionality　and 　coveragc 　are 　limited，　in　rnost 　cases 　being　application ・
speci 丘c．　This　paper 　provides 　a 　summary 　of

those　 algorithms 　hy 　classifying 　them 　and 　pointing 　out 　unsolved 　problems．　In　reviewing 　them ，　it　is　clcar 　that 　 none

su 伍 ciently 　address 　the　m 勾or 　problem　of 　node 　placement，　that 　is　to　say 　the 　locating　of　nodes 　such 　that　they　maintain 　a

speci 丘ed 　distance　between　nodes 　and 　create 　a　mesh 　with 　minimal 　distortion．　This　paper　introduces　a　new ，　physically−

based　approach 　to　this　preblcm ，　Thc 　method 　was 　inspired　by 　the 　pattern　of 　soap 　bubbles 　floating　in　liquid　which 　gives

topo 】ogy 　and 　geometry　similar 　to　ideal　meshes ．　Each 　mesh 　nodc 　is　modeled 　as 　a 　bubble　with 　a　point　mass 　and 　viscous

damping ．　The 　force丘eld 　exerts 　repelling ！attracting 　forces　between　bubbles　much 　iike　intermolecular　van 　del　Waals

fbrces．　The 　equilibrium 　bubble 　configUration 　is　ol〕tained 　by　solving 　numericaHy 　the 　governing　equation 　of 　motion 　te

yield　the 　static 　fbrce　balance ．　After　the 　bubble　locations　are 　decided，　their 　center 　points　are 　connected 　by　Dclaunay　trian・

gulatbn　to　give　a　complet ¢ mesh 　topology ・

1． は じ め に

　 メ ッ シ ュ分 割 とは 任 意形 状 の 連続 領 域 を よ り単 純 な

形を した 要素 の 集 合 （メ ッ シ ュ） に 近 似す る こ とで あ

る．2次元領域は，三 角形や四角形などの 多角形要素

の 集合 に ，ま た 3 次元 領域は ，四 面 体 や 六 面 体 な ど の

多面体要素 の 集合に 変換 され る ．こ の よ うな メ
ッ

シ ュ

分割は ，計算力学をは じめ とす る さま ざまな コ ン ピュ
ー

タ
・

ア プ リ ケ
ー

シ ョ
ソ に 不 可 欠な 作業 とな っ て い

る ．

　計算力学 は ，有限要素法や境界要素法，差分法など

を用 い て 固体
・
流体

・
熱力学ある い は 電磁気学 な ど の

問題 を コ ン ピ ュー
タ で 数値的 に 解く方法で あ る ，こ れ

らの 方法 は 応用力学 の 支配微分方程式を ，
メ

ッ
シ ュ 要

素 の 節点 （ノ
ード）の お け る 離散的な値を もと に 定式

化 して 解 く方 法 で あ る，当然 ，メ ッ
・： ＝ の 大 き さや 形

状 ， そ の 配置 が解の 精度 と収束性に 大きく影響す る．

メ ッ シ ュを構成す る要素数 が 多い ほ ど解 の 精度 は 向上

す るが，計 算時間 （つ ま り コ ス ト）が多 くか か っ て し

Physically−Bascd　Automatlc 　Mesh 　Generation，By　Kenii　Shima一

跏 （IBMJapan ，　Ltd．，　Tokyo 　Research　Laboratory，（】IM　Tech −

nology ；and 　Massachusetts　lnstitute　ef 　Technology ）
＊
目本 ア イ

・ピ ー・エム   東 京基礎 研究 所 CIM テ ク ノ ロ ジ
ー

マ サ チ ューセ ッ ツ 工 科大学

ま う．した が っ て ，解析上 重要な 領域 部分 は 細密 な メ

ッ シ ュを，それ以外は 荒い メ
ッ

シ ュ を適宜 用 い る こ と

が 必 要 とな る
D ．ま た ，要素形状 の 極端 な 歪 み も解の

精度 と収束性 を 悪くす る 要因 とな る ．こ の よ うに 要 素

の 大きさを連続的に 変化 させ なが ら歪 み の少な い メ
ッ

シ 」を 作成 す る の は 容 易で は な い ．

　 メ
ッ

シ ュ 分割が重要 と な る他 の ア プ リ ケ
ー

シ ョ
ソ と

して ，コン ピ ュ
ー

タ
・グ ラ フ ィ ッ クス がある．近年の

グ ラ フ
ィ ッ ク ス

・ワ ーク ス テ ーシ
ョ

γ の 進歩 は 著 し

く，複雑な 曲 面や 3 次 元 形 状 を 陰 影 つ ぎの 絵 と して リ

ア ル タ イ ム で 表 示 で ぎ る ．こ れ を 可 能 に して い る の

が，一
秒間に 何十 万 とい う多面体を 描 くた め の 専用ハ

ードウ エ ア で あ り，こ の ハ ード ウ エ ア を 生か す た め に

は 表示物体の 曲面形状 を 多角形に 切 り分け て 近似す る

必 要がある．計算力学 と同様 に ，こ の 場合 も全体 の 形

状を 均
一

の 大 きさ の 多角形で 近似す る の は 効率的で は

な い ，形状が急 に 変化 して い る部分 （曲率半径 が 小 さ

い 部分） は 細密な多角形 メ
ッ

ー
； ； を用 い ，緩や か に 変

化 して い る部分は 荒い 多角形 メ
ッ

シ ュを用 い るの が望

ま しい ，

　ま た ，新 し い 製造技術 と して 最近注 目を 集め て い る

い わ ゆる レ イ ヤ
ード・マ ニ フ

ァ
ク チ ュ ア リ ソ グの た め

の 形状表現として も，同様 の 多角形 メ
ッ

シ ュ 近似が 用

い られて い る ．こ の 製造技術 は ， 3 次 元製品 形状を
一
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定間 隔 で ス ラ イ ス して ，そ の 2 次元 形状を
一

層つ つ 積

み 重ね て ゆ く こ とに よ り 3 次元形状 を造形す る 技術 で

あ る．こ こ で ，形状処理 側 の 問 題 と して重要な の は ，

い か に 2 次元 ス ラ イ ス 形状を効率的 か つ 安定に 算出す

る か で あ る ．CAD シ ス テ ム で 用 い られ る種 々 の 曲面

表現形 式 ご とIC，ソ フ トウエア を開発す る の は 非効率

的な の で，標準の 形状表現 として 多角形 メ ッ シ ュ が使

わ れ て い る ．こ の 際 に も，CAD シ ス テ ム で 定義され

た 曲面形状 と ， 実際 に 製造 され る 多角形近似形状との

誤差 を
一

定値内に 収め るた め に ，曲 面 の 曲率半径 に 応

じて 大きさに 変化を つ け なが ら メ ッ シ ュ 分割 を 行 うこ

とが 必 要 とな る
2 ）．

　 こ の よ うに ， メ ッ
シ ュ 分割 は 設計，解析，製造 に お

け る さ ま ざま な コ ン ピ ュ
ー

タ
・

ア プ リ ケ
ー

シ ョ ソ に と

っ て 不 可 欠 な基 本 的 作業で あ る．に もか か わ らず，こ

れ まで は 各 ア プ リ ケ ー・7’
ヨ

ン ご とに 部分的
・
断片的 に

論 じられ て きた だ けで ，ア ル ゴ リズ ム も対処療法的 に

専用 の もの が 開発 され て き た．そ こ で ， 本稿で は 第 2

章で 問題の 定義と要件 を包括的に 整理 し ， また 従来法

を 分類 し た うえ で そ の 問題点 を 指摘す る ，さ らに 第 3

章以降，こ の 問題点 を解析す るた め に ，幾何学的方法

で は な く物理 モ デ ル と動力学 シ ミ ＝レ
ー

シ
ョ

ソ を 用 い

る新しい メ
ッ

シ ュ 分割方法を紹介 して ゆ く．

2．　 自動メ ッ シ ュ 分割問題と従来の ア ル ゴ リ

　　 ズ 厶

　本 章 で は ，まず自動 メ ッ シ ュ分割を 行 う際の 要件 を

整理 し，さ らに 従来提案 され て きた ア ル ゴ リズ ム とそ

の 問題点 に も言及する．

　図 1に も示 した が ，本稿 で い う自動 メ ッ シ ュ分害11

は ，以 下 の よ うな 入 力を 出力に 変換す る問題で あ る．

　入 力　・曲線，曲面 ， 空間内の 連続領域 の 形状

　　　　 。 特 に ノ ードを配置した い 領域内形状

　　　　 ・ノ
ー

ド間距 離分 布 d

　出 力 　曲線領域 に 対 し て は 線分列，曲面 領域 に 対 し

Outsjde　bQundary

lnput

Mesh 〔冂 ode 　and 　elemenO

一一一一
→ レ 　　 0 ロtput

図 1　 メ ッ シ ュ分 割問題の 入 力 と出力

　　　　 て は 多 角形 メ ッ シ ュ ，空 間領 域 に 対 して は 多

　　　　面体 メ
ツ

’Y 　＝L

　 入 力項 目の 2番 目の 「特に ノ
ー

ドを配置 した い 領域

内形状」 は ，例 え ぽ 異材料を 接合 し て で きた 対象形状

を解析す るた め に 接合面上 に ノ ードを配置 したい 場合

な ど に 必 要 とな る．また ， 3番 日の 「ノ ード間距離分

布d」 は ，メ
ッ

シ ュを構成す る 多角形 や多面体の 大き

さ ， すな わ ち一
辺 の 長 さを位置 の 関数 と し て 与えた も

の で あ る．前章で も触れ た よ うに ア プ リケ
ーシ

ョ
ン ご

とに 適 した もの を定義 し な くて は な ら な い ．

　 メ
ッ

シ ュ分割を行 う際の 要件は，多 くの 文献 に 繰 り

返 し指摘 され て きた 3＞凡7）．当然，ア プ リ ケ
ーシ

ョ
ン に

よ っ て微妙に 変わ っ て くる が，以下 に 挙げ る 項 目は 全

ア プ リ ケ ーシ ョ ソ に 共 通 の 基 本 的 要 件 と言 っ て よ い ．

・ 歪み の 少な い メ
ッ

シ ュ 要素

　三 角形 メ ッ シ ュの 場 合 に は 可 能 な か ぎ り正 三 角形

に ，四面 体 メ ッ シ ュの 場 合 に は 正 四 面 体 に 近 い こ とが

望 ま し い ．計算力学 の モ デ ル と して 用 い る とき，極端

に 歪 ん だ要素 は解 の 精度 や収束性を悪化 させ る．

・連続的 に 変化す る メ
ッ

・
； ；要素の 大 ぎ さ

　任意 に 定義 さ れ る ノ
ー

ド間距離分布 4 に した が っ

て，メ
ッ

シ ュ を構成す る 多角形 や 多面体の 大きさ を連

続的 に 制御で きる こ と．

。 領域境界 と領域内形 状 上 へ の ノ ードの 配 置

　与え られた 領域 の 境界上 と，こ れ に 加え て 特 に 指定

された 領域内の 形状上に ノ
ードが正確に 置か れ て い る

こ と．

・ 曲線 ， 曲面 ， 空間領域 の すべ て に 対応す る方法

　 ア プ リケ
ーシ

ョ
ン に よ っ ては ， 上 記領域が 組み 合わ

され た 複合領域 を メ
ッ

シ ュ 分割す る こ とが 必 要 と な る

の で ， 全種の 領域 に 統
一

的 に 適応 で きる 方法が 望ま し

い ．

　以上，一
般的 な メ ッ シ ュ分割問題 の 定義とそ の 要件

を 述べ て きた が ，次 に 従来 の 方法 を概観 し て み よ う、

こ れ ま で ， こ の 問題 が 最も多 く議論 され て きた の は 有

限要素法な どの 計算力学 の 分野 に お い て で あ る．特に

2次 元問 題 は 歴史 が長 く多様な 方法が提案されて きた ．

3 次元 問題に つ い て は 近年多 くの 研究成果 が 報告 され

て は い るが，決定版 と呼べ る も の は ま だ な い ．

　 こ こ で は，従来法 を 4 グ ル ープ に 分け て 紹介す る．
・部分領域分割法 B＞− 10）

　まず，与えられた 領域 を，凸領域 や 穴 の な い 領域 な

どの よ り単純 な 扱い や す い 部分領域 に 切 り分 け て，次

に そ れ ぞれ の 部 分 領 域 を メ
ッ

シ ュ 分割す る ，部分領域

の メ ッ シ ュ 分割は ， 規則正 しい 格子を写像関数 で マ
ッ

12 一 シ ミ ュレ
ー

シ
ョ

ソ 　第 12巻第 1 号
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ピ ソ グ した り，簡単 な ル ール に よ っ て 内部 ノ
ー

ドを 加

えた りして 行 う．効果的 な部分領域 へ の 自動分割方法

と部分領域 の メ
ッ

シ ュ 分 割方法が課題 とな る，

・ 階層 的 空間 分 割 法 ω 、13 ｝

　2 次元 領 域 を 4 分木で ，3 次 元領域 を 8 分木で 階層

的 に 再 分割 して ゆ く方法，分割の 深 さ に よ っ て 要素 の

大 き さを 離 散 的 に しか 制 御 で きな い ．滑 らか な領 域 境

界を表すた め に ，境界近傍の 要素 と して
一

部 が 欠け た

正方形や立方体を扱え る よ うに拡張す る方法 も提案さ

れて い る ．聞題点 と し て ，分割軸に 対す る 形状 の 置 き

か た が 分割結果 に 大きく影響す る こ とや ，領域内部 に

は 歪み の 少ない 要素が 生成され るが よ り重要な表面に

歪 み の 大 きい もの が 生 成 され る こ とな どが指摘され て

い る ．

。 再 帰的 二 分割法 1蝋 う｝

　メ
ッ

シ ュ 要素 として使え る形状が得られ る まで，領

域 を 再 帰 的 に 二 分 割 して ゆ く方法 ．部 分 領 域 分 割 法 と

異 な り，要素 の レ ベ ル ま で 分割だけ で 領域 を 切 り分け

て い く．こ の 際に 必要 と なる 形状 モ デ リ ソ グの デー
タ

操作などの 議論 は 多 く行わ れ て い る が，ノ ード間距離

の 連続的 な 制御や 要素 の 歪み を 少 な くす る こ とな どの

基本的要求に 対 して は ま だ十分 に 考慮 されて い ない ．

・ノ ード結合法
16）〜19 ）

　 まず領域の 境界 と 内部 に ノ ー ドを 配置 し， 次に こ れ

らを結 ん で メ
ッ

シ ュ を構成 す る方 法．い っ た ん ノ ード

の 集合が与え られ る と，DelaunaPtの 方法 を 用 い て これ

を結合 して 歪 み の 少な い メ
ッ

シ ュを 生成で ぎる．こ の

方法 は 計算幾何学 の 分野 で長 く研 究 され て きた もの で ，

2 次元
・3 次元空閭 （あ る い は さらに 多次元空間〉 に

散 らば っ た 点を 接続 し て 正三 角形や 正 四 面体 に 近 い メ

ヅ
シ ュを生成す る た め の 効率的か つ 安定な ア ル ゴ リ ズ

ム で あ る．問題 は い か に して 場所 ご とに 指定 され た ノ

ード間距離を満 た し歪 み の 少ない メ
ッ

シ ュを生成す る

よ うな ノ
ー

ド配置を得 る か で あ る．特 に 3次元 の 場合

は 容易で は ない ，

　 ど の 方法 もそ れ ぞ れ 末解決の 課 題 が 残 され て い て ，

先に 挙げ た要件を 全 て 満足 す るほ どに は完成 され て い

な い ，最近の ひ とつ の 傾向として は，考え方 の 単純さ，

2 次元
・3 次 元 領域 の 統

一
的 な 扱 い ，Detaunayの 方法

の 優秀 さ な どの 理由か ら，ノ
ー

ド結合法 の 人気が 高 ま

りつ つ ある よ うだ，

　次章 以 降，ノ
ード結合法 の 残 され た 課題 で あ る ノ ー

ドの 配置問題 を，物理 モ デ ル と動 力学 シ ミ ュレ ーシ
ョ

ン を 用 い て 解 く新 しい 方法を 紹介す る．

3． 物理モ デルに よるアプ ロー
チ

　 ノ
ー

ドの 配置問題 は 単純 に 見え る が，意外 に 難 し

い ．前章 で 指摘 した 要求条件 を すべ て 満 た す よ うな幾

何学的方法 と な る と簡単 に は 捻出で ぎな い ，

　 と こ ろ が，私達 は 自然界の なか に 理想的な メ ッ シ ュ

形 状 を連 想 させ る 規 則 的 な繰 り返 しパ タ ーソ を 多 く見

て い る．平面 上 で あれ ば ，構成要素が 六 角形の もの が

特に 多い ．例えば図 2 は石鹸水 の 表面に ス ト P 一で泡

を 吹 き込 む こ と に よ っ て で きた 六 角形 パ タ
ー

ソ で あ

る ，これ以外に もハチ の 巣，昆虫の 複眼，ベ ル ナ
ー

ル

対流など数え ltげれば ぎりが ない ．こ れらの 要因 と し

て は 表面張 力，要素間 の 引力 と斥力，熱 ・
流体力学的

な作 用 な ど さ ま ざ ま で あ る が ，結 果 と して で き る形 は

同 じで あ る．こ の 各六 角形 の 中心 点を と っ て こ れ らを

結べ ば，ま さに 2 次元 メ ッ シ 」分割問題で 得た い 三 角

形 メ
ッ

・
； ＝が で きる ．

　同 じよ うに ，3 次元の 規則正 し い パ タ
ーソ もあ る ．

身近 な 例 で は ビール を 注い だ と きグ ラ ス の 上部に 規則

正 し く詰 ま っ て い る細 か い 泡があ る．さ ら に 微視的な

例 と し て 六 方最密充填構造の よ うな金 属 の 分子構造が

あ る，各分子 の 中心 点を と っ て結べ ば，3次元 の メ ッ

シ ュ 分割問 題 で 得た い 正 四 面体の メ ッ シ ュが で きる．

　本稿 の 題 目で あ る物理 モ デ ル に よ る メ ッ
シ ュ分割の

方法は ，こ の よ うな 自然界の メ ッ
シ ュ形状 を 観察す る

こ とか ら着想された もの で あ り，次の よ うな手順で 問

題 を解 く方法で あ る 2の ．

　（1） 理想的な メ
ッ

シ ュ形状を生成す る よ うな物理 モ

デ ル を設計す る，

　   　 こ の 物理 系の 支配方程式 を構築 す る．

図 2　 石 鹸 水 の 表 面 に 泡を 吹 き込 む こ と に よ っ て で きた 六

　　 角形 パ タ
ー

ン ．各六 角形の 中心点 を と っ て こ れ らを

　 　 つ な げば ，2 次元 の メ
ッ シ ュ分割 問題で 得た い 三 角

　 　 形 メ ッシ ュが で き る

平 成 5 年 3 月
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　（3＞ こ の 支配方程式を数値的方法で 解 く．

　（4）解を もとに ノ
ー

ド配置 を得 る．

　  　ノ ードを Delaunayの 方法 で 結ん で メ ッ
シ ，を得

る．

　上記の プ ロ セ ス に お い て 注意す べ き点は ，い わ ゆる

解析問 題，す な わ ち コ ソ ピ ュ
ータ ・シ ミ a レ 　シ

ョ
ン

に よ っ て 物 理 現象を 再現す る場合 と 同 じだ．まず ，

「物 理 モ デ ル の シ ェイ プア ッ プ」，つ ま り期待す る現象

を再現す る た め に 必要最小限 の モ デ ル を設計す る こ と

で あ る．また，計算量 の 多 さは 物理 モ デル を 用 い た ア

プ ロ
ー

チ に共通 の 悩み で ある の で，計算量 の 少な い 数

値解法を探 さなければ な らない ．また，支配方程式が

多変数 の 複雑な非線形方程式とな る場合に は解の 収束

性 と安定性 に も注意を払 う必要が あ る．

　 さ て，こ の よ うな考え方に 沿 っ て 私達が提案 して い

る 物理 モ デ ル ，「バ ブ ル ・シ ス テ ム 」 に よ る 自動 メ
ッ

シ ュ 分割方法 の 概要を こ こで 紹介 した い ．パ ブ ル は，

質量を も っ た球状粒子で あ り，そ の 直径 は 第 2 章 で 定

義 した ノ ード間 距 離 分 布 に よ っ て 与 え られ る ．2 つ の

パ ブ ル 間に は 両者が接して い る ときに 最も安定な状態

となる よ うな力の 場 を 定義す る．こ の 安定距離よ りも

両 者が 近づ くと斥力が 働 き，遠 ざか る と引力 が働 く，

また，バ ブ ル の 速度に 比例 した 粘性抵抗 も存在す る も

の とす る ．

　 さて ，こ の よ うなバ ブル を 3 個 だ け平面上 に お くと

何が 起 こ る だ ろ うか ？　 3 個 の 球 は ，すぎま な く互 い

に 接し合 う位置 に 移動する．これが力の 平衡位置 で あ

り，系 の エ ネ ル ギ ーが 最小に な る 状態 だか らで あ る ．

平 面 上 の す べ て の 場 所 で ノ ード間距離 が一
定で ，3 つ

の バ ブ ル の 直径が 等 しけれ ぽ ，各球 の 中心 点 は正 三 角

形を構成す る。さ らに 多くの バ ブル を加え て ゆ くと全

域に こ の 3球 が接す る配置 が 繰 り返 され て 六 角形 パ タ

ーソ を生 じる，こ れ は い わ ゆ る球 の 平面 上 の 最密充填

配置で あ り， どの パ ブル も 6 個 の 隣接 バ ブ ル を 持つ 状

態 で ある ．3 次元 の 場合 も同 様だ が，単位 とな る の は

4球 が 互 い に 接 した 配置 で あ り， も しすべ て の 球が均
一

の 大きさで あれ ば，そ の 中心 点は 正 四 面体 を構成す

る ．こ れを繰 り返す とい わ ゆ る六方最密充填 とな り，

各バ ブ ル は 12個 の 隣接 バ ブ ル を 持つ ，

　さて，こ の よ うなパ ブ ル ・シ ス テ ム を 用 い て 3 次 元

立体 の メ
ッ

シ ュ 分割を 行 うに は ，図 3に 示 した よ うに

次 元 の 低 い ほ うか ら

　（1） 頂点上 に 頂 点 パ ブ ル （vertex 　bubble）を配置す

る．

　  　稜線 上 に 稜線 バ ブ ル （edge 　bubble ） を 配置す

謙
　 　 　 　 　 　 volume −meshing

domaindomalnpe
而me 量erelementforc9

−balanoed
囹」bb16　conrig．

edge −
meshlng

　 curve

ノ
vθrtices

　　　　 ■

■

｝i門es

甥 纃
πace −
meshingSU

  aoe

鬱

　CU 「ves

φ

量而a 冂glo

《 驫
volomegmeshi

晦9volume翻
surfacgS

 
tetrahodro冂

命 欝
図 3 　バ ブ ル

・
シ ス テ ム を 用 い た 3 次 元 立 体 の メ ッシ ＝分

　 　 割手 順．次元 の 低 い ほ うか ら順 に ，頂 点，稜 線，
　 　 面，空間 バ ブ ル を動 力学 シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ソ に よ っ て

　 　 互 い に 接 し合 うよ うに 配 置 して φ く

る．

　（3） 面上 に 面バ ブ ル （face　bubble） を配置す る．

　  空間内に 空間バ ブ ル （volume 　bubble）を配置

す る．

とい う 4 つ の ス テ ッ プ を 順 次 行 えば よ い ．頂点
・
稜線

・面 バ ブル は ，各 々 頂点上 ・稜線上 ・
面 上 に その 動ぎ

が拘束 された もの で あ る．次章 で 詳 し く述べ るが，各

ス テ ッ プで は 力 の 平衡状態，す なわ ち互 い に 接す る よ

うな バ ブ ル の 配置 を動力学 シ ミ ＝レ ーシ ョ
ソ に よ っ て

得る．

4． バ ブル ・シ ス テ ム によ る 自動 メ ッ シ ュ 生

　　成

　4．1 物理 モ デ ル

　パ ブル の 直径 は ノ ード間距離分布 d（x，ノ，z）に よ っ

て与えられ る．図 4に 示す よ うに 2 つ の バ ブ ル が接 し

て い る状態が安定状態 で あ る か ら，バ ブ ル iと パ プ

ル ブの 位置を各 々 （x、，Ji，　z 、）と 暢，乃，　ZJ
’）とする と ， 安

定距離 ro は 両 バ ブ ル の 半径 の 和 と し て 次 の よ うに 書

一 14 一 シ ミ ュレ
ーシ

ョ
ン 　第12巻第 1号
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　　d（x ，，y、，り
rG 二

　 　 　 　 2

bu

d（X ，
，y

，
，
・
，）

十

van 　derWaals
iorce

lmplgmented
torce

　 　 　 　 　 　 　 2

0

｝a〔

ro

r　 O11r
。　rtr

→

←

bble　i

図 4　2 つ の バ ブル 安定配置．両 バ ブ ル が接 し合 う状態が

　　 安定配置で ，この と きの安定距Xt　re は両パ ブ ル の 半

　　 径 の 和 とな る

け る．

　　r
，

−mPCt）」”
zl）

．

d（x… p 　gl）

　 　 　 　 　 2　 　　 　　 　 2

　こ こ で ，図 5 に 示す よ うに 両老の 距離が こ の 安定距

離 よ りも近 づ く と斥 力 が 働 き，遠 ざか る と引力 が 働 く

よ うな力 の 場 を，フ
ァ

ソ ・デル
・

ワ
ール ス カを モ デ ル

に して 定義す る．こ の パ ブ ル 間力fは 両者 の 距離 r の

関数 で あ り，

　　f（rl）＝O，f（r。）
＝・O

，f
’
（0）一 

，f
’
（r。）

一一k
。

とい う条件を満た す よ うな 3次関数 と し て 定義 され

る．こ こ で ，んo は 安定距離 に お け るバ ブ ル 間力を 線

形 バ ネ に 換算 した 場合 の バ ネ定数に 相当す る ．こ の 関

数 は 以 下 の 点で フ ァ ソ ・デ ル ・ワ
ー

ル ス カ よ りも扱 い

やす く，動力学 シ ミュレ ーシ ョ ソ の 計算量を減らす こ

とに も役立 っ て い る．

・ 両 バ ブ ル が極端 に 接近 した 場合に も，斥力が 無限大

に 発散 しな い ．

・
一

定 の 距離以上 に 両パ ブ ル が 離れ る とバ ブ ル 間力は

働か な い （力の 影響範囲の 局所化）．

　各バ ブ ル に 働 く力は ，他 の バ ブ ル か ら の 力 の ベ ク ト

ル 和 で あ る ．こ れ を すべ て の パ ブ ル に つ い て 得 る に

は ， 全 バ ブル の 組み 合わ せ を逐
一

調 べ る のが最 も素朴

な 方法 で あ り，こ の 場合0 （η り の 計算量が必 要 とな

る．しか し， 力の 影響範囲の 局所化や領域の 階層的管

理 な ど を 行 う と，一
般 的 な バ ブ ル 分 布の 場 合 に は

0 （nl ・g （n ））の ，ほ ぼ
一

様 な バ プ ル 分布 の 場 合 セこ は

0 （n ）の 計算量 とな る こ とが 報告 され て い る
！ 1）一’23 ）．

Ib

｛c 〕

図 5　 フ ァ ン
・デ ル

・
ワ
ー

ル ス カと それ を モ
’
i ル に して 定

　 　 義 され た バ プ ル 間 力．パ プ ル 間 距 離 が 安定 距 離 よ り

　 　 も近づ くと斥 力が働 ぎ，遠 ざか る と引 力が働 く

　4，2 支配方程式

　次 の ス テ ッ
プ は ， 前節 に 述べ た よ うな バ ブ ル 間 力 ，

質点，粘 性 抵 抗を 考慮 し て ，バ ブル ・シ ス テ ム の 運動

方 程 式 を 古 典的 ニ
ュ
ート ソ 力学 に も とつ い て 求 め る こ

とで ある．各バ ブ ル は慣性 モ ーメ ソ トを持た な い の

で ，並進運動だ けを考慮すれば よ い ，した が っ て 個 々

の バ ブ ル は x，“，z の 3 つ の 自由度 を，　 n 個 の バ ブ ル ・

シ ス テ ム は 3n の 自由度を持つ こ とに な る．　 i番 目の

自由度に 関す る並進運動 の 支配方程式は ，

　　　戯 ω 　　dU，（t）

　　
mi
　 dtE

＋ Ct
　 dt　 r 砌

と書け る．こ こ で ，m 、は パ ブ ル の 質量を，　 x、は 自由度

t の 座標値 を，c、は 粘性抵抗係数 を ，f：は 隣接 バ ブ ル

が 及ぼ す バ ブル 間力の 合力を表す．上 式 は 動 力学 の 教

科書 に も載 っ て い る典型 的 な 2 次常微分方程式で あ る

の で ，速度 と加速度 の 項 を 差分近似 し た り，Runge−

Kutta 法 な どの 数値積分 の 方法
P4）を 用 い れ ば，時間 と

と もに バ ブル の 配置が 力の 平衡状態に 近づ い て ゆ く過

程 の シ ミュレ
ーシ

ョ
ン が で ぎる．最終的な力の 平衡状

態 は 全パ ブ ル が 静止 して い る状態 で ある か ら， 速度 と

加速度の 項は 零 とな っ て ，

　　f（t）＝o

とい う力の 平衡状態 とな る．動力学 シ ミ ュ レ ーシ
ョ

ソ

を行い つ つ ゆ っ くりと系全体の 運動 エ ネ ル ギ ーを 吸 い

取 っ て ゆ く と，最終的に 系が ひ とつ の 安定状態に 達す

るわ け で あ る．も し分 子 間 力 が 極 く単純な 線形バ ネ で

あれば，動力学 シ ミ ュレ
ーシ

ョ
ソ を行 うまで もなく，

直接的 に 力の 平衡状態を 算出で きる．し か し，バ ブ ル

・シ ス テ ム の バ ブ ル 間力が非線形 で あ るた め ，直接に

解 を得 る こ とは で きな い ．また，こ の よ うな非線形 な

系で は，複数 の 解 （い わゆ るポ テ ソ シ ャ
ル

・
エ ネ ル ギ

ー
の ロ

ー
カ ル ・ミ ニ マ ）が存在す る が，適切 な初期値

か ら始 め て 到達す る解 は メ
ッ

シ ュ分割 に は 十分なもの

平成 5年 3 月 15 一
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ばか りな の で 心 配 は い らな い ．

　4，3 物理 パ ラ メータ

　前節 で 示 した 支配運動方程式中の パ ブル 質量 ，粘性

抵抗，パ ブ ル 間力の 強 さ と い う 3 つ の物理パ ラ メ
ー

タ

値 は 自由に 選択で きる．で は ，系 の 安定性 と 応答性 を

高め る た め に は どの よ うな値 が よ い の か ？

　安定性と応答性は，質量，粘性抵抗，線形バ ネ で 構

成 され た 次式で 表 され る 2 次 系 で は 本 来相反 す る要 求

で あ る．

　　　d2x（t）　　　　　　　dU（t）

　　
mdt2 ＋ c −7

− ＋ ん・ ω ＝o

つ ま り，質量 を 軽 く した り，粘 性 抵抗 を 小 さ くす れ ば

系の 応答性は向上 す るが，振動しや す くな り安定性が

悪化す る．また逆 に ，大きな慣性や粘性抵抗は 安定性

を増 や すが応答性 を 悪 くす る．そ こ で ，制御 の 分 野 で

は ，安定性と応答性をあ る程度満た して ，収束時間 を

最短 に す る た め に 以下の よ うな標準減衰係数が 広 く使

われ て い る
25），

　 　 　 　 c

　　
ζ＝
蕭

＝°・7°7

　 バ プ ル ・シ ス テ ム で もこ れ に 満 たす よ うに 質量，粘

性抵抗，そ して バ ブ ル 間力 の 強 さ を決め て や れ ぽ よ

い ．た だ し，こ の 際 に 本来非線形 な パ ブル 間力を線形

バ ネ換算 し なけれぽ ならない ．こ の た め に は ，図 6 に

示 す よ うに 稜線 ・面 ・空 間 メ ッ
シ ェ分割 の 各ス テ ッ

プ

ご とに ，安定配置 に お ける 隣接バ ブ ル か らの 力を線形

バ ネに 置き換え て計算すれ ば よい ．こ う して 算出 した

線形 バ ネ係数 は 次 の よ うに 与 え られ る ，

・ 稜線 メ ッ シ ， 分割

　　k＝2ke

麟
　 k＝2ko

（a｝Edge
・meshing

　 　 y

審

　　　　　鵬 舟

磨靉
札一4ち．k

，

・2、風 　 々、6之
、 ，い （2v7 ・ 2）も 尾一2、盈

。

　 〔b｝Face
・meShing 　　　　　　　　　 （cl　Volume −meShing

図 6　 相 当する 線形 バ ネ係数．稜線 ・面 ・空間 メ
ッ

シ ＝分

　 　 割の 各 ス テ ッ プ ご とに ，安定配置 で の 隣接バ プ ル か

　 　 らの 力を線形バ ネ に 置き換 えた もの で ある

・面 メ
ッ

シ ュ分割

　　k．・＝4k
。，ち＝ 2再 斥。

・空間 メ
ッ

シ ュ 分割

　　k．＝　6k。，・k，
一（2万 ＋ 2）犠 一2VG「k

。

　4．4　個数の 適応制御

　 さて ，メ
ッ

シ a 分割を行 うべ く与え られた稜線 ・面
・空間に 対 し て ，い っ た い 何個の パ ブル を並べ れば バ

ブ ル ど うし が接 しな が ら領 域 を過 不 足 な く埋 め られ る

だ ろ うか ？　 数が 足 りな け れ ば 隙間が で きて 指定 され

た ノ
ー

ド距離関数 よ りも大ぎな 三 角形や 四 面体が で ぎ

て し ま う．また ，多すぎて も必 要以上 に 要素数を増 や

して し ま い 効率が悪 い ．

　ひ とつ の 方法は ，ノ
ード距離関数を重み 付け係数 と

して 稜線
・
面

・空 間の 長 さ ・
面積

・
体積か ら，各 々 の

領域 を埋 め る の に 必 要 十 分 な パ ブ ル 個数 を 算 出 す る こ

と で あ る．しか し ， こ の 方法だ け で は うま くゆ か な

い ．こ れ らを ど こ に 配置す るか とい う問題が 残 っ て い

るか らで あ る．例え ば 図 7 の よ うに 領域 が くび れ て い

る場合に
一

方の 領域に すべ て の パ ブ ル を 初期配置 して

しま う と ， 他方に は バ ブ ル が 移動で きな い ，も ち ろ

ん ，あ らか じめ くび れ が検出 で ぎれ ぽ，そ れ ぞれ の 小

領域ご とに 適切な数を算出す る こ と も可能だが，どれ

ぐらい の 幅を くび れ と 見な す か は，そ の 位置で の バ ブ

ル の 大きさも考慮す る必要が あ り簡単に は 判断で きな

い ．

　そ こ で ，もうひ とつ の 方法として ，バ ブル の 人 口 密

度を チ ェ ッ ク して 個数を 適応制御す る こ とが考え られ

る．各バ ブル ご とに ，近隣パ ブル との 重 な りの 度 合 い

を 算出 して ，小 さす ぎる場合は 「分裂」 させ て 個数を

増や し，大きすぎる場合は 「破壊」して 個数を 減らす．

こ うす れ ぽ 初 期配置に 拘わ らず適切な 個数の パ ブル が

生成 され る．

　重な り度の 算出法は い くつ か 考え られ る が，実際に

図 7　 くびれた 2 次元領域 へ の 初期パ ブ ル 配置，一
方の 領

　 　 域 に 多 くの バ ブ ル を 置 い て しま うと他方に は 移動で

　 　 ぎな い ．3 次元 空間で も同 じ問題は起 こ り うる
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イ ン プ リ メ ン トされ て い る方法 を，2 次元の 場合を例

に し て 紹 介 し よ う．パ ブ ル を 分 裂 させ る か ど うか は ，

図 8（a ）に 示 す よ うに ，着目 して い るパ ブ ル の 半径を

2 倍に 膨張させ た もの を考 え，その 近隣バ ブル との 重

な りの 深 さの 和を と り，着 目 し て い る バ ブル の 半径 で

割 っ た 値 で 判断す る ．も し，ノ ード問 距離が
一

定 な ら

ば，6個 の 近隣バ ブ ル と接 して い る理想的状態に お い

て ，重 な り度は 600 ％ とな る．こ れ が 少 なす ぎる 場合

に は バ ブ ル を 2 つ に 分 裂 さ せ て 周 辺 の 人 口 密度 を増 や

す わ け で ある．

　ま た 図 8 （b）は い つ バ ブル を 破壊 す れ ば よ い か を 示

して い る．着 目して い るバ ブ ル と，そ の 近 隣パ ブル と

の 重 な りの 深 さ の 和 を と り，着目 して い る バ プル の 半

径で 割 っ た 値 を 重 な り度 とす る．こ の 重な り度が 大き

い こ とは，こ の 近傍で バ ブ ル が過密で ある こ とを意味

す る の で ， そ の パ ブ ル を 破壊す る．

　 さ ら に ，こ の よ うな メ カ ニ ズ ム を 持つ と，解 の 収束

時間を短 くす る こ と に も役立 つ ．初期位置 で パ ブ ル が

過密 な部分 と過疎な部分があ っ た と し よ う．こ の メ カ

ニ ズ ム がな い 場合 に は過密な部分の パ ブ ル が過疎な部

分に 移動す る の を待 た ね ば な らない ．しか し，過密部

の バ ブ ル を 破壊 して 過疎度の バ プ ル を分裂 させ れ ば，

パ ブ ル の 移動 を待 つ 必要が な くな り，安定 解に 至 る ま

で の 時間 を大幅 に 短縮で ぎる の で あ る．

　 4．5 初期配置

　物理 モ デ ル に よ る方法は ，幾何学的な ア ル ゴ リズ ム

に 比べ る と計算量 が 多 くな りが ち な の で ，可能 な か ぎ

りこれ を 減 らす こ とbこ留意 しな け れ ば な らな い ，前節

の バ ブル の 分裂 と破壊 に よ る密度の 制御以外 で 計算量

鬱
780％

●O
　 　 o％

　 　 600％　　　　　　　　　　　500％

　 　 　 （a；

●D 8）（動
　 25％ 　　　　　　　　50％ 　　　　　　　　140％

〔b｝

図 8　バ ブ ル の 重 な り度．（a ）パ ブ ル を 分 裂 させ るか ど う

　　 か を 判断す るた め の 重 な り度．小 さ すぎ る場 合 に パ

　　 ブル を分 裂 させ 個 数 を 増 やす ．（b）バ ブ ル を 破壊 す

　　 るか ど うか を判断す る た め の 重な り度，大 きす ぎる

　　 場合に バ ブ ル を 破壊 して 個数 を増や す

に 大きく関与す る の は ，バ ブ ル の 初期配置 で あ る，

　解 こ う と し て い る の は ，あ る安定解 に 収束す る よ う

な 初期値問題なの で ，解に 近 い 初期値 か ら始め れ ば 計

算時間を短縮 で きるは ず だ．も し，ノ ード間距離が一．・

定 で あれば こ の よ うな初期値 を 与え る の は 比較的簡単

で あ る．2 次元 の 場合を 例に とる と，図 9 に 示す よ う

な正六 角形格子を，与えられた 領域 に 重ね て領域内の

ある バ ブル だ けを 残せ ば よ い ．

　 し か し ，
ノ ード間距離 が変化 して い る場 合 に は ，こ

の よ うに
一

定間隔の 初期配置 で は 十分で は ない ．ひ と

つ の 方法は ，稜線 に 対 して は 2 分木を，面 に 対 し て は

4 分木 （92tuadtree） を ，空間 に 対 し て は 8 分木 （Oc −

tree ） を 用 い る こ とで あ る．こ れ らは ，領域 を 階層搆

造 で 再帰的 に 分割 し て い く方法 で ，GAD や コ ソ ピ ュ

ータ ・グ ラ フ
ィ ッ クス の 分野で 広 く用 い られ て い る も

の だ ！s），

　図 10を 使 っ て ，2 次元 の 場合 に つ い て 説 明 し よ う．

領域 と ノ
ード間距離が 与 え られ た と き，こ の 領域 の 中

心点 VC・q ブ ル を 置い て み る．バ ブ ル の 直径は ノ ード間

距離 で 指定 され た もの で あ る．も し，こ の パ ブ ル が こ

の 領域を 十 分に 覆 っ て い れ ぽ，そ の バ ブ ル を残 して ，

こ れ以上 の 領域分割を しな い ．しか し，そ うで な い 場

合は ，領域 を 4 つ に 分割 して そ れ ぞれ の 小領域 に 対 し

て 同 じ作 業 を行 う．こ れ を 適切 な初期配置 が得ら れ る

まで 再帰的 に 繰 り返 して い け ば よ い ．こ の 4 分 木 を 使

っ た 空間分割 に お い て 特 に 工 夫されて い るの は単位セ

ル の 形 だ ．一
般 に は 矩 形 が用 い ら れ る が，こ こ で は 内

角h：60
°
と12  

゜
の 平行四 辺形 を 用 い て い る ，ノ ード間

距離 が一
定 で ある 場合 に 図 9 に 示 した よ うな 正 六 角形

の 配置 が 得 られ る か らで あ る．

5，　 メ ッ シ ュ 分割例とアブ 1丿ケ
ー

シ ョ ン

本章で は ，第 3 章 とag　4 章の 方法を用 い て 生成 した

〔a）　Hexago冂aF　grid

→

〔b）Bubbles 　inside

図 9　正 六 角 形 格 子 を使 った バ ブ ル の 初 期 配 置 方法 ．格 予

　 　 を 与 え られ た 領域 に 重 ね て 領域 内 の あ る バ ブ ル だ け

　 　 を 残す
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　　講
　 ノ

、1薫＿
〆

〔a ＞ 〔bi

図 104 分木 （Quadtrec）を使 っ た バ ブ ル の 初期配 置方法．
　　 領域 中心 に 置 い た バ ブ ノレ が領域 を ＋ 分 に 覆 っ て い な

　 　 げれ ば，領域を 4 つ に 再帰 的 に 分 割 す る

 

厂　 　ノ
c

Cb）

脅
　

　
　

r
」

図 11 平面 曲線 の 線 分列 近 似 の た め の メ
ッ

シ ュ分割．（a ）

　　 均一
の ノ

ー
ド距離関数 の 場合．（b）曲率 に 応 じて も

　 　 との 曲 線 と近似線分 との 差 を
一

定に 押 さえ る よ うに

　　 ／ 一ド距離関数 を定義 した場 合

稜線
・
面

・
空 間 メ ッ シ ュ 分割例 と関連す る ア プ リ ケ ー

シ
ョ

ン に つ い て 述 べ る．

　図11は 平面曲線を線分列 と して近似す る 稜線 メ ッ シ

ュ分割 の 例 で あ る ．同図 （a ）は 均
一一

の ノ ード間距離を

用 い た 場 合 で あ り，パ ブ ル の 中心 点 を線分列 で 結 べ ぽ

各線分 は ほ ぼ同 じ長 さに な る，しか し，こ の よ うな 近

似法 で は 曲線の 曲率が大 きい 部分 で 近似誤差，す な わ

ち 元 の 曲線 と 近 似線 分 の 差 が 大 きくな っ て し ま う．そ

こ で （b）で は ノ
ー

ド間距離 を 曲 率に 応 じて 変化す る よ

うに 定義 した．曲率が大 ぎい 部分 は ノ
ー

ド間距離を 小

さ く，曲率 が小 さい 部分は 大 き く した もの で あ る ．曲

線 ヒの あ る 位置 で の 曲率半径 を ρ とす る と，こ の 近

傍 で の 曲 線 は 図 12に 示す よ う な半径 ρ の 円 で 置 き換

え られ る．こ こ で ，近似誤差を
一

定値 ε に 押 さえ る た

め の ノ ード間距離分布 4は ピ タ ゴ ラ ス の 定理 か ら次の

よ うに 与え られ る，

　　d＝2厨

　次 に ，簡単な平面構造解析の 問題を考え よ う．中央

に 円孔 を もつ 矩形の プ レ ー トを両側 か ら引 っ 張 る とす

る．こ の 形 状 は 横軸 と縦軸 に 線対称で あ る か ら，図 13

に 示 す よ うな 四 分の
一

形状だ け を考慮すれ ば よ い ．同

図（a ）は 均
一

の ノ ード間距離関数に よ る メ
ッ

シ ュ分割

例で あ る．しか し，解の 精度と収束性 を 向上 させ る た

め に は，（b）の よ うに 応力が 集中す る 円孔 周 囲 に 細密

な メ
ッ

シ ュを 用 い るの が よ い ．実際 の 解析に お い て

は ，ノ ード間距離は 過去 の 経験則 や，解の 精度を検証

す る誤差 理 論 か ら 与 え ら れ る ，

　図 14は，コ ン ピ ュ
ー

タ
・グ ラ フ

ィ ッ ク ス の 表示 の た

め に，曲面 を 三角形 で 近似 した 例 を 示 した もの で あ

る ．同図 （a ）で は 主 曲率を もと に 誤差を
一

定 に す る よ

うに ノ
ー

ド間 距 離を 与 え た．（b）は ，視点か ら の 距離

に 反比例す る よ うな ノ ード間距離の 例 で あ り，こ うす

る と画面上 で 表示 され る パ ブ ル の 直径が 均
一

に な る。

ε

図 12 曲率 に も とつ く ノ
ー

ド間距離分布．もとの 曲線 と近

　　 似線分 との 差 を
一

定値内に 押 さ え る こ とが で きる．
　　 曲面を 多角形で 近似す る場 合 も同様 で あ る

つ ま り，視点か ら遠 い 場所 に は荒い メ
ヅ

シ ュ が 生成 さ

れ て ， 必要以上 に 多 くの 三 角形 を 表示 す る こ とが な

い ．

　最後に ，3 次 元 CAD モ デ ル を 多面体 に 分割 す る手

順を，図 15に 示 す，同図（a ）は あ る ト
ー

ラ ス 形状か ら

別 の ト
ー

ラ ス 形状を 切 り取 っ て で きた 3 次元 領域で あ

る ，こ の 領域 を メ ッ シ ュ分 割 す る に は （b）， （c ）， （d）の

よ うに ，順 に 頂点バ ブル ，稜線バ ブ ル ，面 バ ブル を配

置 し て ゆ く．最後 に 立体の 内側 の 空間に 空間バ ブル を

詰 め て ，これ らの 全バ ブル の 中 心 点 を Delauna
コ の 方法

で結 ん で やれば 四面体 メ
ッ シ ュ がで き る．

6，　 お わ り に

　 メ
ッ

シ ュ分割問 題は さ ま ざ まな コ ン ピ ュ
ータ ・ア プ

リケ ーシ
ョ

ソ に 必要となる基本的 問 題で あ る．本稿 で

は，従来 の 幾何学的なア ル ゴ リ ズ ム で は な く，物理 モ

デ ル と動力学 シ ミ ュ レ ーシ
ョ

ン に よ っ て，指定 され た

ノ ード間距離分布 に 従 い なが ら歪 み が 少な い メ
ッ

シ ュ

を得る 方法を紹介 した．第 2 章で 示 し た 基本的 な 考 え

方 は メ
ッ

シ ュ分割以外の 問題 に も適用 で きる 可能性 が
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（a ）

（b）

図13　構造 解析 の た め の 2 次元 領域 メ ン ソ ユ分割例 ．中央

　　 　に 円 孔 を もつ 矩形 の プ レ
ー

トの 四 分 の 　 の 形 状．
　　 　〔a ）均

一
の ノ ード間距離に よ る メ

ッ
シ ＝分割例．（b）

　　 　解の 精度 と収束性を向⊥ させ る ため に は，応 JJが集

　　　中す る 円孔周 囲に 細密な メ ッ ン ，を用 い るの が よい

図14　曲 面 の 三 角形 メ
ッ

ゾ 訊近似 ．（a ♪曲率 に 応 じ て r も

　　 　との 曲面 と近似多面 体 との 差を
．淀 に 押 ざえ る よ う

　　　に ノ ード距離関数 を定義 し た場 合．Cb）画 面上 で要

　　 素 の 大 きさが 均
一

に な る よ うに 視点 か ら の 距離 に 応

　　 　じて ノ
ー

ド距離関数を 定義 した 場合

あ るだ ろ う．こ れ まで 幾何 学 的 発想 だ け て 解 こ うと し

て 行き詰 ま っ て い た 他の 形状処理 問題 に 対 して ，別 の

角度か らア ブ P 一チ す る手掛か りを 本稿が 提供で きた

とし た ら幸い で あ る．

  ｝働

（c） ゆ

図 15CAD 七 デ ル か ら の 3 次 元 メ ッ ン t 分割．（a 〕与え ら

　　 カ た CAD モ デ ん ．（b）頂 点⊥ に パ ノル を 配胃 した

　 　　 と二 ろ 　 （c ）稜 線上 に tt フ ル を 配置 し た とこ ろ．ゆ

　　　面 ユ、に パ ブ ル を配置 した と こ ろ．こ の 後ぽ，内 部 の

　 　 空間内に バ プ ル を詰 N ）tlは よ い

）1

）2

）3

）斗

）5

）6

）7

8

）9

10 ）
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