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《論　文》 論 12−13

有限要素における電磁力計算の 外挿法によ る精度向上†

村 山 健
一 ＊ ・加 川 幸 雄

＊＊

　ABSTRAGT 　This　paper 　discusses　the 　extrapolation 　appreach 　to　the　electromagnetic 　flux　and 　force　calculation 　by

the 俑nite 　element 　method ．We 　con 丘ne 　ourselves 　to　2−dimension詛 magnetic 丘eld　analysis ，　for　which 　the 　vector 　po 亡ential

is　chosen 　as　an 　unk 皿 own 　variable ．　Th ¢ magnetic ｛brce　cannet 　be　obtained 　directly　from　the 　potential　but　from　the 　mag −

netic 　flux　or 　the　derivative σf　the　vectoT 　pote皿tia1．　Exa 皿 ination　is　made 　fer　the　validity 　of　the　use 　ofthe 　extrapolation

whiCh 　improves　the　accuracy 　ef　the　electoromagnetic 　force　evaluation ．　The 　capability 　and 　the　lirnitation　of　the　approach

are　discussed　fbr　the　use 　of 　the 　first　order 　triangular 　elements ．

1．　 ま え が き

　今 日，電磁 ア ク チ ュエ ー
タ な ど電磁 力 を利 用 す る電

子機器 の 開発 ¢ あ た っ て は ，設計段階か らあらか じめ

そ の 電磁力を正確に 予想 で ぎる こ とが望 まれ る．これ

らは ，従来か ら磁 気 回路 等 に よ る近似計算 で 対応 され

て ぎたが ， 有限要素法に 代表され る数値解析技術が 積

極的 に取 り入れ られ る よ うに な っ た ．しか し， 現場 で

は磁束密度や電磁力の 算定 が パ ソ コ ソ 並 み の 計算機で

効率 よ く行 え る 解 析 法 が 求 め られ て い る．近年 は領域

の 境界だ け を 扱 うこ との で きる境界要素法が パ ソ コ ソ

向きとい わ れて い る，た しか に 記憶領域は 節約 で きる

が，離散化 され た マ ト リ ッ
ク ス が帯状に な らな い た

め ，次数 が小 さ くて も有限要素法 よ りも計算時間が長

くか か る こ とが 多 い ．さ らに 何 よ りも非線形向きで は

ない ．その た め ，非線形磁界計算 で は 有限要素法が好

まれる．

　有限要素法 に よ る磁界解析で は ， 通常ベ ク トル ポ テ

ソ シ ャ
ル を 未知変数 と して 解 くた め ，電磁力計算 に 必

要な磁束密度は そ の 微分値 とな る こ とか ら，1 次要素

を 用 い た 場合 は ，要素 内で
一

定値 とな り計算精度が 低

下 す る，計算精度 を 上 げ る た め に は 2 次 以上 の 高 次 要

素を用い る の が効果的 で あ ろ うが ， 磁性材の 磁気特性

が 非線形 で あ る た め，取扱の 容易 さか ら
一

般 に は 1 次
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要素が 広 く用い られて い る．その た め ，計算精度を 向

上 させ る た め に は 何 らか の 工 夫が 必要 とな る．一
般 に

静磁 界解析に お い て は ，（i）要素 の 細分割 に よ る方法，

（ii）2次以上 の 高次要素を用 い る方法，（  磁束密度を未

知 変数 とす る 方法
t），  双対相補法 に よ る 方法

2）・S），

（v ）外挿法 ac よ る 方法の，な どの 手 法が考 え られ て い

る．（1）は 最も
一

般的な手法 で，全体を 単純に 細分割す

る方法な どの ほ か，局所的な再分割や計算結果を用 い

て 最適自動分割 を 行 う方法 な どが多 く使 わ れ て い

る
5）・s）．（ii）は 線形問題 で は 最適自動分割に 積極的 に 利

用 されつ つ あ る が，磁界解析の よ うな非線形問題 に は

適さ な い
7〕．  は 直接磁束密度を 未知変数と して 解 く

方法 で あ るが，  と同様，非 線形問 題 で は 取扱 い が複

雑で あ る，  は 変分原 理 の 定式化に お け る上限，下 限

の 平均に よる方法で あるが ， 同
一

境界条件 の 与えか た

な どの 点で 取扱い に 難点 が あ る
8）．（v ）は RichardS・n の

外挿法 と も呼ばれ て い る方法で ，数値積分 ，数値微分

お よび 微分方程式 の 数値解法に お い て ，計算 回数 を少

な くして ， か つ
， 計算精度を 向上 させ る方法 と して広

く用 い られ て い る ．こ の 方法は ，従来か ら有限要素法

に も利用 され て お り，電気電子分野 で は 心電図逆問

題
9）や導波路 の 固有値問題

10）
へ の 適用 も試 み られ て い

る．

　本論文 で は ，こ の 外挿法を 2 次元静磁界問題に 適用

し
］1），ベ ク トル ポ テ ン シ

ャ
ル ，磁束密度お よ び 電磁力

の 分割 と精度 の 関係に つ い て 数値実験 に よ り考察 した

もの で ある．

2． 有限要素磁界解析の 誤差

有限要素法に お け る誤差 の 原因 は，（i）離散化誤差，
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  数値演算誤差 ， （iii）境界条件に よ る誤差，などが 考え

られ る．そ の ほ か ，磁界問題 の よ うな 非線形問題 で

は ，非線形特性の 近似に よ る もの や ，電磁力の よ うに

微係数 の 算出に 際して 生ず る誤差も考えられ る．しか

し，有限要素解析に お い て は （i）の 離散化 誤差 が 最も大

き な問題 で あろ う．

　 以下 ，ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル を未知変数とす る 2 次

元静磁界解析 に お け る誤差 を考察 の 対象 とす る．

　2次元 場 の 三 角形要素の i点の ポ テ ン シ ャ ル を za、と

し，i点を 原点に 定め る と，任意 の 点 の ポ テ ソ シ ャ ル

翼 は ，原 点 の まわ りの Taylor級数で 表せ る
＋）．す なわ

ち，

岬 耗ま・
・9）u ＋碁ま・・昜ア・

　　　・ま（÷・羞）  ＋
…
　　 （1 ・

で 与 え られ る，要素内挿関数を 1次 に 選 ん だ 場合，

（1）式 の 右辺第3 項以降は無視され るの で ， 誤差は 主

と し て 右辺第 3項 となるた め ，誤差 の 大 きさは 0（尉

とな る．こ こで h は 三 角形要素 の 代表的要素寸法 で ，

本 論 文 で は 最 長 辺 と して い る ．また ，要素内磁束密度

は u の 微分値 v とな る ため ，誤差 の オ ーダ ー
は 1次低

下す る．一
般に ，内挿関数 を p 次 とす る と，ポ テ γ シ

ャ ル の 誤差 は 0 （hρ
＋ 1
），エ ネ ル ギ

ー
の 誤 差 は 0 （h2P）

とな る こ とが 知 られ て い る ．

　 と こ ろ で ， 磁束密度 は ， 1次三 角形要素 で は要素内

一
定値 と して 得られ る が，節 点 で の 値は 必 ず し も明確

で は な い ．し た が っ て ，要素 辺 上 を 積分 路 と す る

Maxwell の 応力法 に よ る電 磁 力の 計算 に は 都合が 悪

い ．多 くは 節点を含む要素 の 磁束密度を 平均 して 求め

て い る．こ れは 応力問題で ，ひ ずみ の 高精度化手 法 と

し て 知 られて い る節点平均法
1？｝と同 様 と考 え られ る．

以下，節点平均法 を磁束密度計算に 適用 して み る ．

　図 1 に お い て ，原点 fに 対 して 点対称な 2 つ の 1次

三 角形要素p，g を考える，要素 ρに お け る磁束密度

Brp，　B
，p　
Fi，節点 ポ テ ソ シ

ャ
ル u，，5，　UL を 用 い て

　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2 ）　　馬

＝
瓦

（C1　Ui　十　C？　UJ十 CsUk）

　 　 　 　 　 1

　　
B
・P
＝一

瓦
（b・　”・

＋　b・　”j＋ b
・
u
・）

こ こ で ，」
ρ
は要 素 の 面 積，

　　bl　＝必
一

み ，　b2＝＝Y厂 Vi，　b3＝丿1 つ レ

　 　 c1＝x厂 鰯 c2 ；κ ir κh 　c．1＝弓
一

Xl

で あ る か ら，（2 ），（3 ）式 は

（3 ）

y

1

旻 素 P

要素q
、 」

n 0

百・F 静・・

　　　　　
一

　　 1N

　　　　　
ByF

訐
By

図 1　 節点平均

　 　 1BSP
＝ 一

｛（琶厂 のろ
一

（吟
一

μ詼 ｝
　 　 Xjノ斥

　 　 　 1

馬
＝一一 （％

一
の み

　 　 　 x
）

・
　Vl

（4）

（5｝

x

原点 iの 回 りに Tayl・ r 展開 し，0 （h2）の 誤差を許す

と，（4 ），（5 ）式は ，そ れ ぞれ

磯 ｛窰G・な
一塞（晝・・）｝

　　・舞（劉 ・ ・（め

B
、，

一
一
塞G，・）・ ・（h2・

（6）

（7）

原点 ioこ 点対称 な 要素 g に 対 し て ，同 様 に 磁束密度

Bre，　Bn を 求 め る と，結局，平均値 Bx
， 現は 原点に お

け る値と して 次の よ うに なる，

Bx−
B

・・
＋ B ・g一生（。，

。）＋ 。 
　　　 2　 　 0」

虐 1馬一 窰（・，
・）・ ・鮹

（8）

（9 ）

こ の よ うに ，1 節点を 共 有す る要素が，そ の 節点 に 関

して点対称で あ る とき，磁束密度 の平均値 に おけ る誤

差 は 0 （h2） とな る．

　電磁力の 計算方法に は ，エ ネ ル ギ ー変位法や Max ・

wen の 応 力法な どが 用 い られ る．1 次 三 角形 要素を 用

い る場 合，＝ ネ ル ギ ー変位法 で は磁 気 エ ネル ギーの 誤

差が 0 （ゐり で あ るか ら，その 微分値 で 与 え られ る電

磁力の 誤差 は 0 （h） とな る ．こ れ に 対 し，Maxwell

の 応力法 は，上 記の 考察に よ り，積分路の 節点で の 誤

差が 0 （h2） とな る た め ，エ ネ ル ギ ー
変位法 に 比べ て

計算精度 の 向 止が 期待で きる．
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3．　外挿法の 適用

　外挿法 は三 角形 1 次要 素 の 場 合 ，ポ テ ン シ ャ ル 誤差

が 0 （h！

） で あ る こ とか ら，要素寸法 を 112 に す る と誤

差 が約1！4に な る と い う関係を用 い て 真値を推定す る

もの で ある．（1 ）式 よ り，要素寸法h の と きの 解 （ポ

テ ソ シ ャ ル ）を μ
ω ，〃2 の とぎの 解 を π

ω とす る と，

真 の 解 ut よ

　　・ ・ 評 ・《 ・
＋ a （

h2

）
’

　　 （1・）

こ こ で ，a は 比 例 定数で あ る．こ れ を 消去す る と

　 　 　 　 1

　　凾
一

（4u
（2L

。
ω
）　　　　　　　　 （11）

　 　 　 3

要素内磁束密度 〃 に つ い て は，誤差の オ ーダーが 1次

低下 し

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h
　　搾 がD

＋ bh” v
（2）

＋ b− 　　　　　　　 （12）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

した が っ て ，比例定数 bを消去す る と

　　v　・ 2v（2）一
〃
ω　　　　　　　　　　 （13）

節点磁束密度は 2．の 考察 よ り誤差の オ
ーダー

は 低下

せ ず（11）式が適用 で きる．

　外挿法は ，要素寸法 h と hf2 の 要素分割 で得られ た

結果 に 適用す る わけで あ るが，なん らか の 工 夫を しな

け れ ば，要素寸法 を〃 2 に し た 再分割 で 生 じ る新 た

な節点の 計算精度を 向上 す る こ とは で きない ．こ こ で

は，外挿法に よ っ て得 られた節点値 か ら， 再分割PCよ

っ て 新 た に 生 じた節点 に 線形補間式を適用 し て そ の 値

を修正 す る ．す なわ ち，図2 に 示 す よ うに ，要素寸法

hf2 の 節点 ポ テ ソ シ
ャ

ル を Ui
， ら，外挿法 に よ っ て 得 ら

れ た 値 を u∴ UJ” とす る と，中間節点 ポ テ ソ シ
ャ

ル の

修正 値 ∠ Ui
」は

　　」 。

广
燮

幽 ＋
墨

」巧　　　 （14）
　 　 　 　

UirUj
　　　 皆

一
麗r

こ こ で ，AUi＝Ui
’ −

Ui，　AUJ＝疹
一

UJ と す る ．Maxwell

の 応 力法 で は ，磁 束 密度 に こ れ を適用 し た 結果か ら電

u 圏

uLulk

　 　 h／t　　　 　　 　 hl2

u 冒　 　 　　 　　 　 　　 u ’層　　 　　 　 　　 　　 凵1

　 　 再分 割要素

掣
周
坦

 

　
加

 

ミ

亭

《

八

卜

箒

艇
壜

i

磁力を求め る こ とが で ぎる．

4．　 計算例と外挿法の適用

　4．1 解析解 と の 比較 （平行導線対）

　 ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル の み ならず磁束密度，電磁力

の 解析解が得られ る 2 次元線形 モ デル と して ，図 3に

示 す 平 行 導線 対 に つ い て 検 討す る ．こ こ で は 互 い の 導

線に 反発力が 働 くよ うに 電流を 流すもの とす る．した

が っ て ，丿 軸上 （中心 軸）で ベ ク トル ポ テ ソ シ ャ ル が

ゼ ロ とな る，解析領域は 対称性か ら領域の 114だ け と

し，原点 か ら x，1 方向に d （線間距離）に 境界を 設け

た ．

　ま ず，最初 に 仮想境界 r を解析解 で 得られ る ペ ク

トル ポ テ ソ シ ャ ル を 固定境界と して 有限要素法を適用

して，ベ ク トル ポ テ ン シ ャ
ル と磁束密度 （大きさ） お

よ び 磁気エネ ル ギ ー
の 誤差を調 ぺ た ．要素分割数 N

は x ，7 方向に そ れ ぞれ N ＝ 6，12，24，48の 等分 割 と し

た ．誤差 を 調 べ た 点 は，導線真上 丿 方向 と導線周囲

で ， そ の 結果が 図 4 に 示 され て い る。図 4（a ）は 導線

真上 方向丿
＝d12 の t点の 誤差 を分割 を 変えて 調べ た

もの で ある．こ れ よ リベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル ，節点磁

束密度 お よび磁気 エ ネ ル ギ ーの 誤差 は 0 （ゐ2），また，

要素中心 の 磁束密度 の 誤差は 0 （h） で あ る こ とがわ

か る．図 4（b）は それ ぞれ の 要素分割 ご とに 導線真上

方向の 距離 と ベ ク トル ポ テ ン シ
ャ

ル ，磁束密度 の 誤差

を調 べ た もの で あ る ．図 4（c）は 導対周辺 に と られ た

電磁力計算路の 平 均誤差 を そ れ ぞ れ の 要素分割 ご と に

調べ た もの で あ る．こ れ よ り導線近傍を 除き，ベ ク ト

ル ポ テ ン シ
ャ

ル と磁束密度 の 誤差が ほ ぼ 0 （h2） と な

る が ，導体近傍 で は 誤差が 大きくな る こ とが わ か る．

したが っ て ，外 挿 法 の 適 用 に よる効 果 が 期 待 で き る範

囲がわ か る，

一一
1
−

u’　　 　　 u／！　 　　 　　 　 　　 　　 uり
　 節点ポテ ン シ ャル

図 2　 中 間節 点の ボ テ γ シ
ャ

ル

y

解析領域

電磁力計算路
　 　 　 　 で

一1 1

x

図 3　平 行導線対 の 解析領 域
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図 5　 外挿法 に よ る誤差

　図 5 （a ）は 導線真 上 方向の ベ ク トル ポ テ ソ シ ャ ル と

磁束密度に 外挿法を 適用 した結果 で ある ．ベ ク トル ポ

テ ン シ ャ ル は導体近傍を 除き計算精度は 大きく改善 さ

れ，要素分割数 N ＝6 と N ＝12 へ の 外挿 法適 用 で

N ＝24に 相 当 す る 結 果 が 得 られ て い る ，磁束密度 で

は，外挿法を直接磁束密度の x，ノ 成分 に 適用す る 方

法，ベ ク トル ポ テ ソ シ ャ ル に 外挿法を適用 し，それ か

ら磁束密度 を 求 め る方法 の 2 つ が 考 え ら れ る．図

5（b）に は これ らの 適用結果 が 示 され て お り，直接磁

束密度 に 適用 した ほ うが 良い 結果 とな っ て い る．図

5（c ）は 導体周 囲 の ベ ク ト ル ポ テ ン シ ャ ル と磁 束密度 に

適用 した結果で ある．こ の 場合 も（b）図 と同様な結果

とな っ た．

　 こ の よ うに して ，有限要素計算 に よ り，ベ ク ト ル ポ

テ ン シ ャ ル ，磁 束密度が 求め られ ，さ らに 磁束密度か

ら Maxwcll の 応力 法 に よ り電磁 力が 得 られ る ．電磁

力の 計算精度を 上 げ るた め に 外挿法を適用す る方法 と

して ，ω ベ ク トル ポ テ ン シ
ャ

ル に 適用す る，（ii）磁束密

度の x，コ成分に 適用す る，  電磁力に その ま ま適用す

る，の 3 つ が 考 え られ る．表 1は 図 3 の 計 算路 で 求め

ら れ た 電磁 力の 誤差で ある ．こ の 結果 よ り，ベ ク トル

ポ テ ン シ ャ ル へ の 外挿法の 適用は ， 磁束密度の み な ら

ず電 磁 力 の 計算精度改善効果 も小 さい こ とが 示 され

た．こ れ に 対 して 磁 束密度に 外挿法 を適用 す る と，ほ

ぼ要素寸法が 112の 細分割に 相 当す る結果が 得 られ て

い る．また，電磁力に 適用す る と，磁束密度 へ 適用 し

た もの に 比 べ 効果 が さ らに 大 き くな っ て い る．

　こ こ で取 り扱 っ て い る計算モ デル は，開領域問題 で

ある た め，実際は 無限 領域 の 付 加 IS冫を 行 うな どの 適当

な終端処 理 をす る こ とが望 ま し い ．表 2は 自然境界お

よ び 無限要素を 付加 し た 場合 の 誤 差で あ る．自然境界

で は 分割を 細か くし て も85％前後の 誤差に なる が，無
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表 1　 平 行導線対 間 の 電 磁力 計算誤差

一
口

の、
な し へ

’
クトルポテンシャルに

’
　 に に　 用

N；6N ： 12N ； 24 瞥＝48N ；612N ： 1224N ＝612N 己 1224 国： 612N 二 1224
117 ，17 ，501 ．65o 。3833 ，110 ，8320 ．649　 D、5474 ，3D0 ，294

0．6230 ，155 0，0720

一

算
路

2 2，71 O，164 0．e483
35 、661 ．420 ，348O ，OB75G ．136O ．01680 ，6410 ，08970 ．001260 、00755
4 o、9120 ，232OIO583 O，142 O、105 Ol　OO528

表 2　 境界条件 が異 な る こ とに よる電 磁 力 計 算誤 差

歪　 の　　さ唱
し に に

然 、
N：6 国＝ 12 潤＝24 国＝6 国＝12N ＝24N ＝612N ＝ ユ224N ：6i2　 醒＝ 1224

161 ，176 ，B83 ，317 ，68 ，492 ，760 ，544O ，5905 ，44　 　 0，845言
算
路

2 81，964 ，6 3，681 ，72 1，18 1，07
378 ，3 巳3，685 ，06 ，122 ，371 ，44L18L221 ，12　 　 1，13
4 呂4，285 、1 1，851 ，32 1，23 1，14

表 3　 局所再分割，局所解析に よる電磁力計算誤差

限要素の 場合は 1％前後の 誤差に な っ て い る．こ の 場

合も外挿法の 効果 は 大 ぎく，粗い 2 つ の 分割 で 細分割

に 相当す る 結果 が得 られ て い る．な お ，これ らの 誤差

は 周囲境界を広 くすれぽ さ らに 小 さ くな っ て 行く．

　表 3は部分的 な再分割 （本 論文で は局所再分 割 と呼

ぶ）と局所解析
1s）

に つ い て 誤差を 調べ た もの で ある．

有 限 要 素 解 析 は 分 割 数 N ＝ i2 の 電磁 力 計 算路 内 部 の

局所再分割，お よび，局所解析 （電流源を含 ま な い 場

合 ， 電流源を含む場合）に つ い て 行 っ た．その 結果，

電流源を含ま な い 局所解析は ，外挿法を 適用 し な い 場

合で も，導線近傍 を除き誤差の 改善が 見られず ， した

が っ て外挿法を適用 して も計算精度は 向上 しな い ばか

りか ，か え っ て 低下 して い る．電流源を 含む よ うに 取

れ ば，局所再分割，局所解析の どち らで も，境界近傍

を 除 き，全領域
一

様細分割 とほ ぼ 同様に 計算精度 の 改

善が見 ら れ，した が っ て，外挿法に よ る効果 も大き

い ．な お ，局所再分割 の 計算路 1の 大きな誤差 は ，要

素分割の 不 均
一

に よる もの と考えられ る．

　4．2　非線形問題 （電磁石 ）

’
こ こ で は 4．1の 計算結果をふ まえて ， 非線形媒質を

含む 2 次元静磁界問題に 外挿法を適用する ，解析 モ デ

ル は図 6 （a ）に 示 す電磁石 で
， 解析領域 は 対称性を 利

用 して 1／2だけと し，周囲に 無限要素 を付加す る．電

磁石 に用 い る磁性材は 図 6（b）図 に 示す非線形特性を

持 っ て い る，要 素 分 割 を 図 7 （a ）の よ うに 要素寸法 が

（a）解析領域

図 6　 電磁石
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均
一

な 規則的等 分 割 （x 方向の 分割数 M ＝8）と，図

7（b）の よ うに 磁路 と；L ア ギ ャ ッ プ部 を 細か く した 不

規則的分割 （分割 1）に つ い て ，順 次 要素寸 法 を 112

に 再分割 し，コ イ ル 電 流 を 変 え て 磁束密度お よ び電磁

力の 比較検討を行 っ た ．

　表 4は ，それぞれ に つ い て 外挿法を適用 し な い 場合

と，外挿法を 適用 した 場合の
丿 方向の 電磁力誤差を，

規則 的 分割 数 M ＝64に 対す る誤差 として 調べ た 結果

で あ る．これ よ り，外挿 法 を 適用 しない 場合 の 誤差は

ほ ぼ 0 （h2）な っ て い る が ，規則 的
一

様分 割 の 場 合，電

磁 力 に 適 用 した 場 合に は 改善効果 は 大 ぎ く，磁 束密度

に 適用 した場 合に は 小 さい ．一
方，不 規則的分割 で は

全領域 の 要素寸法を V2 に した 再 分割 （分割 2），図

7（d）に 示す磁束密度 の 高 い エ ア ギ ャ ッ プ とそ の 近 く

の 鉄芯 を 再 分割 した 局所再分割 （分割 3），お よび，

図 7（e ）に 示 され る 局所解析 （分割 4） で は，い ずれ も

外挿法 の 効果が 大 きい ，表 4 （a），（b）の 磁束密度へ の

適用 に よ る 改善効果の 差は ，図 8 に 示 す よ うに エ ア ギ

ャ ッ
プ の 磁束密度 の 計算精度が異 な る た め で ある．

Maxwellの 応 力 法で は 磁束密度の 2 乗 か ら電磁力を求

め る た め ，磁束密度 の 最 も大 きい x ＝ 50m 皿 付近 の 誤

差 が，図 8（b）で 示され る規則的分割で は ，外挿法 の

適用 で か え っ て 大 きくな り，電磁力の 計算精度 を低 く

して い る．こ れ に 対 して ，図 8（c）の 不規則的分割 で

は ，外挿法の 適用 で 磁 束 密 度 の 誤 差 は 小 さ くな っ て い

るの で 電磁力 の誤差 は小さい ．

　図 7（f）に 示す電磁力計算路近傍だ け の 局所 再 分割

（分割 5）で は ，再分割 に よ る 改善効果が 小 さ く，外

挿法 を適用 して も効果 が な い ．

　 こ れ ら の こ とか ら，非線形電磁力 計算で は 磁 束密度

の 高い エ ア ギ ャ ヅ
プ だけ で なく，その 付近 の 鉄芯も再

分割 しなけ れ ば な らな い ．した が っ て ，外挿法を適用

す る た め の再分割 で は ，全 領 域 を一
様 に 再分割す る 必

要 は な く， 計算効率を上げ るた め の 局所再 分割や 局所

解析 を用 い る こ とが で きる ．表 5 は 所要 メ モ リ と計算

時 間 を調 べ た もの で ，最 も効 率の 良い 分割 4 （局所解

析）で は ，規則的分割 M ＝64に 対 し，メ モ リ容 量 で

約 1130，計算時間で は 約 11go とな っ て い る．

表 4　電 磁石 の 電磁力計算誤差

（の　 規則的等分割
1阿；64に ・　 る

≡

　 の 大　さ
な し ’

度
uM ＝16 斑；32 抽蕭8 互6

に　 　 　　 に鯛
酬；1632M ；1632 の 　大

2，5RAT10 ，53 ，072251141 　 01603o ．666T電

流 5、OkATtO ．33 ．032 ．91 ，40　 0，5911 ．324T
10kAT6 、401 ．765 ．60LO8 　　0、2112 ．308T

（b）　 不規則分割
I　　　 M二 64に 超 　の噛

な し に 力に

分 蜩 71 哩2 分 蚰3 分 呱45 凹12u1314 分 唖 5分 　 121314 分 　15
2，5AT 巳、3t2 ．422 、412 、387 ．270 ，546015830 ，4906 ，60o 溢56D ，450o ．4056 ．31電

流 5，0kAT 呂，182 、372 ．342 ，3061850 、5300 ．4900 、4326 ．27O ．4380 、400O ．342645
10kAT3 ，9t1 、10o ．9631 、243 ，了3G ．287O ．21B0 、1343 ．3呂 04630 、4150 、572327
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表 5 　所 要 メ モ リと計算時間

　4．3 節点力計算 （平行導体板）

　等価的な節点 力 に よ る電 磁 力 計算且η の 例 と して，解

析解の 得られ る平行導体板の 電磁力計算 に外挿法を 適

用す る．こ の 方法で は MaxweU の 応力 テ ン ソ ル を用

い る が，電磁力を求め る た め の 積分路 を決 め な くて よ

い ．解析領域 は 図 gvこ示す よ うに 対称性 か ら114だ け

と し，周 囲 に 無限要素を付加す る，導体に流れ る電流

Il，　12は 大 きさと方向を 等 し くし，導体板 の 幅 a は 間

隔 d の 2 倍 に と っ て ある ．要素分割は 4．1 の 平行導線

対 と同 じく x，r 方向に それぞれ N ＝6，12，24，48 と し

た ．

　節 点 電 磁 力 は ，有 限要 素 法 で 得 られ た 磁束密 度 か ら

求め られ るが，分割 に よ り異 な る値とな るた め ，その

計算に 外挿法は 適用 で きない ．しか し，導体全体に 作

用す る力は 節点電磁力の 総和 で あるか ら，それに は 適

用 で ぎ る．表 6は ，（11）式 を用 い て導体部に 作 用 す る

電磁力 の 誤差を調べ た もの で ある，電磁力の 計算誤差

は ほ ぼ 0 （ゐ2）とな っ て い る．

5，　 む　す　び

　1次三 角要素 を 用 い た有限要素法磁界解析 に お い

て ，磁束密度お よ び 電磁力の 計算精度を向上す るため

に 2 つ の 要素分割密度の 異な る 計算結果に 外挿法を 適

y

無限要素付加

Il

解析領域

o
d

L

L ＝ 12a ＝ 2　d

図 9　 平 行導体板の 解析領域

x

表 6　平行導体板電磁力計算誤差

；　 の

分 り 齎＝6N ： 12N ＝24N ：48
な し 4，480 ，7730 ，353 σ，123

外挿法
　 に

囚； 6， 12G
，585

到＝ 12，240
，128

用 した 結果，次 の 点が 明 らか と な っ た．

　（D　ベ ク トル ポ テ ソ シ ャ ル そ れ 自体は 外挿法に よる

精度改善の 効果は 大ぎい が ，こ れらの 値か ら磁束密度

を求め て も，磁束密度 の 誤差 の 改善効果は 小 さい ．ま

た ，磁束密度に 基づ く電磁力の 計算精度向上 は ， 磁束

密度や 電磁力に 適用 した場合 に 比 べ て 小 さい ．

　  　1 次要素を採用 した 場合，要素内磁束密度 の 誤

差は 0 （h）で あ る が，節点平均 に よ り 0 （h2） に な る

こ とが確認 された．した が っ て ， 外挿法を適用す る補

正式 は ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル に 適用 す る式 と同一とな

る．

　（3） 再 分割 に よ っ て 新た に 生 じた 中間節点に 外挿法

は 適用で ぎない が，両端に 適用 した結果か ら線形補間

式 に よ り補正 値 を 求め る こ とが で ぎる の で ，Maxwell

の 応力法で の 計算精度向上 に 役立 つ ．

　  　節点平均 に よ る磁束密度の 誤差が 0（め に な

る こ とか ら ， 電磁 力 の 計算は エ ネ ル ギ ー変位法 に よる

もの よ りMaxwell の 応力法 に よ る方法 が す ぐれて お

り，そ の 誤差も 0 （励 とな る の で ，電磁力計算に 直

接外挿法を適用す る こ とが で きる ．これ は ， 磁束密度

に 適用 し て か ら電磁力を求め るの に 比べ て 改善効果が

大きい ．

　（5） 磁性材を含む非線形問題に も適用で きる こ とが

数値実験で確か め られ た．したが っ て ，大幅な計算時

間 と メ モ リ の 節 約 が 可能 で あ る．

　  　開領域問題 で 無限要素終端を採用 し た 場合 で

も，これ に 外挿法を適用で き， 計算精度向上 が 計 られ

る．

　（7） 規 則 的 分 割 の み な らず，初期分割か ら疎密の 異

な る実際的な要素分割に も適用 で ぎる こ とが 確か め ら

れ た ．また ， 部分的な 再分割 や 局所解析に も適用可能

で あ る．た だ し，  に よ る 電磁力計算積分路近傍の 要

素の 大 きさは 均
一

で ある こ とが 望 ま し く，また，解析

領域内に 電流源を 含む こ と も必 要 で あ る．

　（8） Maxwell の 応力テ ソ ソル か ら得られ るそ れぞれ

の 節点 電磁 力に 外挿法は 適 用 で きな い が，節点力の 総

和 と し て 得 られ る電 磁 力 に は 適 用 で き る．

　外挿法は 比較的簡単な ア ル ゴ リズ ム で あ るか ら，と

くに パ ソ コ ン を 利用す る場合，小規模 の 計算で 精度の
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向上 が 計られ る こ とは ，計算効率の 点か らも有効で あ

る．

　本論文で は ，1次三角形要素を 用 い た 2 次元静磁界

解析問 題 に 対 して 外 挿法 の 適 用 を 試み ，数 値実験 を 通

して そ の 有効性 を検討 した．2次要素な どの 高次要素

で は 要素内誤差 分 布 が 異な る の で ，1次要素の 結論 を

そ の ま ま 適用 で ぎな い ．3 次 元 問題に 対 して も 1 次要

素 を採用す る場 合 に 本結論 を そ の ま ま適用 で ぎ， さ ら

に 大幅な 計算量 の 減少 が可能 となろ う，

　 最 後 に ，本 研究を 進め る に あた っ て 有益 な 助言 を い

た だ い た 富山大学 工 学部村井忠邦教授 に 謝意 を 表わ

す ，
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