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《講　座》

ウ ェ
ー ブ レ ッ ト 第 2回

連続 ウェ
ー

ブレ ッ トの応用 と

ウ ェ
ー ブ レ ッ トの離散化

山　田　道　夫
＊

　ABSTRACT 　This　is　the 　second 　part　of 　an 　introductory　survey 　on 　wavelet 　analysis ，　Two 　kinds　of 　applicat 孟ons 　of

continueus 　wavelet 　are 　discussed；one 　fer　time−frequency 　analysis 　and 　the　other 　for　detection　of　singUlarity 　strength 　of

time　series ．　Wavelet　is　different　from　other 　teols　fbr　time イrequency 　analysis 　in　that　the　time −reso ］ution 　in　wavelet 　analy −

sis 　depends　 on 　frequency　 while 　it　does 　 not 　 other 　methods ．　The 　 singUlarity 　detection　by　wavelets 　is　 often 　 used 　 to 　get

detailed　inforrnation　of 　fractals　er 　multifractals ．　By 　discrctization　of 　the 　parameters ，　wavelets 　may 　fo  frames 。 r　tight

fra皿 es．　The　simplest 　example 　of 　orthonomal 　wavelets 　may 　be　Haar 　wavclct 、

L 　は じ め に

　前 回 は連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト変換 の定義 とその 意味を

中心に 述 べ た．要点の 第
一

は ，連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト

は ，与 え られ た デー
タ を 周波数成分 に 分解す る だ けで

なく，位置 （時刻） に 関 して も同時 に 分解す る 「局所

フ
ーリ エ 解析」 の 道具 で あ る こ と，で あ っ た．こ の よ

うな需 要 は 多 く さま ざ ま な利 用 が 試み られ て い る．今

回 は まず こ の よ 5 な 利 用 法 の
一

端 に 触 れ る事 に した

い ．前 回 の 要点 の 第二 は，連続 ウ ェーブ レ
ッ ト変換

は ，数学 的 に は 1E 規 直交系 に よ る 分解 で は な く過剰完

全 系 に よ る 分 解 で あ る こ とで あ る ．過 剰 完 全 系 に よ る

分解は 変換関数 に 強 い 制約を 課す る た め ， 連続 ウ ェ
ー

プ レ
ッ

ト変換 に 現れ る 特徴 の 中に は も との デ
ー

タ の 性

質 に は 基 づ か な い も の も あ っ て ，結 果 の 解釈 に は 慎重

さが必 要 で あ る．こ の よ うな面 倒 さを根本的 に 解消す

る た め に は ，ウ ェーブ レ
ッ トそ の もの を完全直交系に

な る よ う に 作 る の が一
番 で あ る ，今 回 の 後半 は こ の よ

うな方向をめ ざ した ウ ェ
ーブ レ ッ トの 離散化に つ い て

述べ る こ とに す る ．

2． 連続ウ ェ
ーブレ ッ トの 応用（1）…局所 7 一

　　 リエ 解析

ウ ェーブ レ
ッ トの 応用 は ，「局所 フ ーリ エ 解析」 の

Wavelets．　By　Michie　Famade 〔Graduate　Scheo1　of 　Mathemati ・

cal　Sciences，　Unlv ．　of　TokV’o ）
＊

東京大学大学院数理科学研究科

道具 と して 用 い る もの か ら，数学的構造を直接的に 利

用 す る もの まで 多岐 に わ た っ て お り，す べ て を論 じる

こ とは筆者の 能力を 越え る．そ の た め こ こ で述ぺ る こ

とは ，筆者の 興味 と趣味に よ っ て 偏 っ た もの に な っ て

い る こ とを あ らか じめ お 詫び し て お きた い ．

　前 回述ぺ た よ うに ，デ ー
タ 〔時系列）f（x ） の 連続

ウ ェ
ーブ レ 、ソ ト変 換

配 ÷∫：，．凶 晒 ・・

は 位置 （時刻） bv’こ お け る周波数 lfaの 成分を表 して

い る，と 考え る 二 と が で ぎる ．もち ろ ん 前回 も触れ た

よ うに ，不 確 定 性 関 係 が あ る た め ，こ の 解釈 を あ ま り

ま と もに 受け 取 っ て は い け な い が，多 くの 場合，実用

的 に は こ の 解釈で 十 分 で あ る ．そ こ で ，こ の T （a ，b）

を a
−b 面 に 描 け ば，f（x ） の 周 波数構造 の 変化 を 時 間

的 に 追 っ て ゆ くこ とが nT能に な る と考 え られ る．実際

に は τ （a，b） よ り も 1τ （a，b）1の 大き さを カ ラ
ー

で 描

か れ る こ と が 多い ．ま た マ ザ
ー

ウ ェーブ レ
ッ トが 複素

数 で あ る 場合 に は 7
「
（a，b） の 位相 を a

−b 面に 描くこ

と も多 く，こ の よ うに して 見た 目に も きれ い で 印象的

な さ ま ざまの 図 が 得 られて い る．こ の よ うな図 の 作成

は ，連続 ウ ェーブ レ ット変 換 の 代表的 な 応 用 例 で あ

る，

　 こ の よ うな 図は ，もとの 時系列デ ー
タ を，時間 と周

波 数 の 2 次 元 面 に 展開 して 見せ て い る わ け で あ る．デ

ータ を こ の よ うに 表 現 す る方 法 は 実 用 面 か らは 大 変需

要が多 く，そ の た め ウ ェーブ レ ッ ト以前か ら も多くの
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方法が 知 られ て い た．そ れ ら の うち，一
番単純 な方法

は ，注日 した い 時間付近の デー
タ の み を残 して あ とは

ゼ ロ とお い て し ま い ，そ れ を フ ーリ エ 解析す る や り方

で あ る ．即 ち，「窓関数」 と よば れ る 関数を
一つ 選 び

こ れを g （x ）とす る．こ れは x
＝0 付近 で ほ ぼ一

定値

1 を と る が ，x が 原点 か ら遠ざか る に つ れ て 減少 し，

ある程度離れ る と完全 に あ るい は ほ とん どゼ ロ とな っ

て し ま う よ うな 関 数 で あ る ．時刻 x＝b 付近 の 周 波数

構造をみ た い ときに は ，こ の 窓関数を bだけ平行移動

した もの を もと の 時系列デ ータ に か け（g （x
−b）f（x ）），

こ れを フ
ー

リ エ 解析す るわ け で あ る，現在，多 くの 用

途 に お い て こ の 方法 は 十 分役に 立 つ 手法 と な っ て お

り，し ば し ば窓付きフ ーリ エ 変換 （Wind ・wed 　Fouri・

er 　Transform） と呼ばれ て い る．

　 さて ，ウ ェープ レ ッ ト解析は こ の よ うな 方法 と ど こ

が 違 うの だ ろ うか ？　 大ぎな 違 い は そ の 時間分解能 に

あ る．窓付 ぎフ ー
リエ変換 の 時間的 な分解能は もち ろ

ん 「窓」の 幅に よ っ て 決定 さ れ る．す なわ ち窓 の 幅 （分

解能） は ，g （x ） ｝こ よ っ て 決 ま っ て い て ，ど の よ う

な周波数成分を考え る と きで も
一

定で ある，こ れは，

低 い 周波数 の 正 弦波 は 窓 の 中に 1周期分す ら 入 りきら

な い が，高 い 周 波数 で は 非 常 に 多 くの 周 期が 窓 の 中に

あ る こ とを 意味 し て い る．つ ま り窓付きフ ー
リ エ 変換

は 周波数の 異な る波 を平等 に は扱 っ て お らず，その た

め 周波数とは 独立 の 時間 ス ケ
ー

ル （
一

定 の 窓 幅） を導

入 して い る こ とに な っ て い る．こ れ に 対 して ウ ェ
ープ

レ
ッ ト変換で は ， 全 て の ウ ェ

ーブ レ ッ トは マ ザ ーウ ェ

ーブ レ
ッ トの 相似変換を用 い て 作 られ て い る た め，

「窓」 の 幅は 周 波 数 に 応 じて 変化 し，「自動的 に 」，低

い 周波数 で は 大 き な窓が ，高 い 周波数 で は 小 さな 窓が

選ば れ る こ とに な る．言 い 替 え れ ば ，低 い 周波数に お

け る 時間分解能 は 低 く，高 い 周波 数 に おけ る 時間分解

能は 高 い ．「高 い 時 間分 解能が 欲 しければ 高 い 周波数

を見れば よ い 」 とい うわ けで あ る．連続ウ ェ
ーブ レ

ッ

ト変換 T （a 、b）の カ ラ ー
表 示 な ど に お い て ，　 a の 減少

と と もに 狭 ま っ て い く扇形が しぼ しば 見 られ る が ， こ

の よ うな 形も，こ の 時間分解能 と周波数 の 関係 に 起因

して い る．

　従来 ， 時間
一

周波数解析の 道具 として 提案され てき

た 手 法 は 概ね ，厂窓」 の 選 び 方 に お い て ，窓つ きフ ー

リ エ 変換の よ うに 周波数とは 独立 の 時間 ス ケ ール を導

入 して い た．ウ ェーブ レ
ッ ト解析は，こ の よ うな外部

か ら導入 され る人 為的時間ス ケ
ール を拒否 した 点に お

い て 画期的 な 手法で ある ．つ ま り，ウ ェーブ レ
ッ トの

最大 の 特徴 は，単に 時間
一周波数解析の 道具 で あ る こ

とで は な く，基底系が 相似 な 関数か らな っ て い る た め

に 全 体 と し て は 特別 な時間 ス ケ ール を 含ん で い ない こ

とで あ る ， とい え るだ ろ う．

　な お ，実際 の デー
タ に 連続 ウ ェーブ レ ッ ト を適用

し，時 間
一

周 波 数 パ タ
ー

ン を 調 べ よ う とす る と きに

は ，い くつ か 典型的 な デ ータ で 実験 し て か ら用 い た 方

が 安全 で あろ う．例 えぽ正弦波を連続 ウ ヱ
ーブ レ ッ ト

変換 す る と どの よ う なパ タ
ー

ン が 得られ る だ ろ うか ？

フ ーリエ 解析 か らの 類推 をす る と ， 単純な正 弦波形に

対応す る ウ ェ
ーブ レ

ッ ト変換 τ （a ，b） は 時 間 うに つ

い て は
一

定 で あ る よ うに 思わ れ るが，実は そ うは な ら

な い ．マ ザ ーウ ェープ レ
ッ ト 砥の が 実関数 の と ぎ

は，時系列f（X ）＝C・ S ω κ に 対 して ，

　　T （a ，　b）　＝A　cos （ω δ＋ φ）　 （A ，φは 定数）

と な る こ とが 示 さ れ る （
一

色，1992）．こ れ は 時間 b

と共 に 振動 してお り，従 っ て 時間
一

周波数面 の パ タ ー

ン に もこ の 振動が現れ る ．も と も と T （a ，b） が 西 に

つ い て は
一

定で は な い か，と考 え た の は ，デ ー
タ の 周

波数構造 だ けを 考慮 した た め で あ る．しか し正 弦波 の

位 相 は ．当然 な が ら，時間的 に 変化 して い る ．T （a，

の に 見 られ る 時間振動 は ，ウ ェープ レ
ッ ト変換 （の

絶対値）が ，デ ータ 波形 の 周波数構造 だ けで な く位相

構造も反映す る こ とを 示 して い る わげで あ る．

3．　 連続ウ ェ
ー

ブ レ ッ トの 応用  …関数の 特

　　異性の検出

　前回触れた よ うに ，連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト変換 は デー

タ ノ（x ）の 特異性 （不 連続性）を 忠実に 反映す る ，例

え ばf（x ）そ の もの が x ＝6 に お い て 不連続で あ る と

き は a が 小 さ くな る と ぎ T （a，b）＝ 0 （alt2 ）と な る ．

あ る い は ノ（x ）の 導関数 が 不 連続 な ら ぽ T （α ，b）＝ 0

（a3 ／2）とな る．こ の よ うな関係 は つ ぎの よ うに
一
般化

可 能 で あ る，い まf（x ） が x＝b の まわ りで

　　『（x ）
−
f（あ）1〜（x

− b）
A

の よ うに 振 る 舞 う とす る ．こ の よ うな λ は特異 性 強

度，あ る い は ヘ ル ダ ー （Hoeider）指数などと呼ばれ

る ．こ の と きf（x ）の 連 続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト変換 T （a ，

b）は a が 小 さ くな る と き

　　T（a，b）〜O （aA
＋1！？

）

の よ うに 振 る 舞 う．従 っ て f（x ） の 特異 性 は τ （a ，の

の cv
一依 存性 を 調 べ る こ とで 検出可能 で あ る （なお こ

こ で マ ザ ー
ウ ＝一ブ レ ッ トは 十分 な め らか と仮定して

い る）．

　従 来 の デー
タ 解析 で は こ の よ うな特異性強度 λ を

必 要 とす る場 面は そ れ ほ ど多くなか っ た と思わ れ る．

42 一
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しか し近年，自分 自身が特定 の ス ケ
ー

ル を持 た ない 非

線形現象の 中に ，
フ ラ ク タ ル と よば れ る 自己 相似性を

持 つ もの が存在す る こ とが注 目 され る よ うに な っ た．

そ の よ うな 目で み る とフ ラ ク タ ル は ，こ れ ま で ともす

れ ば捨 て られ が ち だ っ た デ ー
タ の 中に 遍在 し て い る こ

とが 明 ら か に な り，多 くの 例が 見 い だ さ れ る に 至 っ

た．現在，フ ラ ク タ ル 解析 と従来 の 解析 との 間に は 依

然 と して 重 大 な 隙間 が 存在 して お り，フ ラ ク タ ル 解析

を従来の ア ブ 卩 一チ の 中に 有機的 に 埋 め込 む こ とは 未

解決 の 問 題 であ る．しか しフ ラ ク タ ル で あ る こ とを 積

極 的 に 用 い て 解 析 を進 め る こ と も試 み られ て お り，例

えぽ ， 流体乱流 な どの 分野で は 乱流の 基本特性を 記述

す る もの と して の フ ラ ク タ ル が 論 じ られ，速度場の 特

異性 強度が 重要 な研 究対象 と な っ て い る．

　連続 ウ ェーブ レ
ッ トは こ の よ うな特異性強度を 検出

す る道具 と し て し ば しば 用 い られ る ．フ ラ ク タ ル 生 成

の 典型的操作は ，あ る 図形を
一

定比 で 縮小 しもと の 図

形 に つ け 加 え る，とい う手 続 きか ら成 っ て い る．こ の

よ うな 手続ぎは フ ラ ク タ ル を特徴 づ け る測度や 関数 に

特異性を もた ら し，その 特異性強度を求め る こ とは フ

ラ ク タ ル 研究 の 上 で 重要な課題 で あ る，連続 ウ ェーブ

レ
ッ トが優れ て い る の は，こ の よ うな特異性強度を x

の 各点毎 に 求め る こ とが で ぎる 点で あ る．従 っ て ，ウ

ェーブ レ
ッ トを 用 い て 数多 くの 点に お い て 特異 性強度

を求め る こ とに よ っ て ，特異性強度の 分布を 求め る こ

とが 可能 とな る．各点毎に 特異性強度が異 な る よ うな

フ ラ ク タ ル を
一般 に マ ル チ フ ラ ク タ ル と よ ぶ が，こ れ

を記述す る もの と して ， 特異性強度の 分布を特徴づ け

る f（α） ス ペ ク トル と呼ぼ れ る量 が知 られ て い る．連

続 ウ ェーブ レ ットは こ の よ うな 量 を直接 に 実験的 に 求

め る こ とを 可能 に し，先 ほ ど例 に 挙げた 流 体乱 流 の 速

度変動 デ ー
タ な ど に つ い て 実際に 適用 され て い る．

　特異 性強度を 求 め る際 に 注意すべ ぎな の は ，一
般 に

は マ ザ ーウ ェ
ーブ レ ッ トを調整す る必 要が あ る，とい

う点で あ る．上 に 繰 り返 し述 べ た よ うに ， f（x ） の 特

異性 は T （a，b） の a の 変化 に 対す るべ き的 な振 る 舞

い を調べ る こ とで 検出す る の だ が，こ の よ うな振 る 舞

い は通 常，漸近 的 に しか 成立 しな い ．特異性強度を 実

際 に 求め る ときに は ，τ （a，b）の log−log プ ロ
ッ ト （あ

る い は そ の 等価物）を調 べ る こ とに な る が，ほ とん ど

の 場合、グ ラ フ は 山や谷を伴っ て直線とは な らな い た

め ，べ き指数 を 見 い だ す の は 簡単 で は な い ．そ こ で マ

ザ ーウ ＝一ブ レ
ッ トを あ る範囲 の

一
次結合の 形に 仮定

し，べ き則 が 明確 に な る よ うに （す な わ ち グ ラ フ の 直

線性が最良とな る よ うに ）形を調整す る とい うこ とも

行われ て い る．

　な お ，応用 に お い て は 数値計算の 手 間 も無視で きな

い 要素なの で
一

言注意 して お ぎた い ．連続 ウ ェーブ レ

ッ ト変換 の 計算は a の 値を固定 し て 考えれば 畳み 込み

演 算 （convolution ）で あ る．従 っ て こ の 部分の 計算は

フ
ー

リエ変換 し て し まえ ば た だ の か け算 に な る．す な

わ ち マ ザ ーウ ェ
ーブ レ ッ トと データ 関数を そ れ ぞれ フ

ー
リ エ 変換 し，そ れ らを か け 合わ せ ，そ の 結果を フ

ー

リ エ 逆変換すれ ば ，（a の
一

つ の 値 に つ い て ）
一

連 の

b の 値 に 対す る T （a，b）の 値 が セ ッ トで 求め られ「る こ

と に な る ．多くの a の 値 に 対 し て T （a，b） の 値 が ほ

し い 時 は ，同 じ こ と をそれぞれの a の 値 に 対 して 行 え

ば よ い ．FFT を 用 い れば ，こ の 計算 は それ ほ ど時間

を 要 し な い ．こ れ とは 別 に ，データ の オ ソ ラ イ ン 処 理

を し た い 場 合 に は French　hatな どサ ポ ー トが 有 限 範

囲 に お さ ま る もの を 用 い れ ば 便利 で あ る．さ らに ウ ェ

ーブ レ ッ ト独特の ア ル ゴ リ ズ ム を用い て 計算す る手法

や 特別 の マ ザ ーウ ェーブ レ
ッ トに 対す る計算手 法 な ど

が 提案 されて い る．

4， 多次元の 運続ウ ェ
ー

プ レ ッ ト

　 こ れ ま で 述べ て きた もの は す べ て 1 次元 の 連続 ウ ェ

ーブ レ 、
ソ ト変換で あ る．しか し 1 次 元 の 時間

一
周 波数

解析 に 相当す る もの を多次元 で 行 うこ との 需要は 少な

くな い ．例 え ば 2 次元 画像デ ータ の 局所 フ ーリ ＝ 解析

で あ る位置
一

波数解析 を必 要 とす る分野は，画像 デー

タ が 日常化 され つ つ あ る 現在 ます ま す広 が りつ つ あ

る，連続 ウ ェーブ レ
ヅ ト変換の 多次 元 化は ，1次元の

連続 ウ ェーブ レ
ッ トが 定式化 され るの とほ ぼ同時 に 行

わ れ，数学的に は 高度 に 抽象化された 形 で 解決され て

い る ，こ こ で は そ の よ うな抽象化の ア イ デ ア に 微か に

触れた 後，n 次元 で の 定式化を述 べ る こ とに す る，

　 1次元 の ウ ェ
ープ レ

ッ トの 作 り方 を振 り返 っ て み よ

う．

ハ ・一か （
x
− ba

）
こ の 操作 を ，a と b が 関 数ノ（x ）に 「作 用 」 して 新 し

い 関数

詣・（
x
− b

）
を 生成す る操作 で ある，と解釈す る こ とが で ぎる ．こ

こ に 作 られ た 新 しい 関数を い ま

　　（a ，b）f〔x ）

と 表す こ と に す る ．こ の よ うに （a ，b）を 定 義す る と，

　　（a
’
，　b
「
）（a ，b）f（x ）；（a

’
a ，a

’
b＋ b

’
）f（x ）
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とな る こ とは 簡単 に 分か る．こ の 関係 は （a ，b）と い

う数の 対 の 集合 （こ れを G とす る．な お α ≒ 0 で あ る）

に 「積」 の 演算

　　 （a
’
，b
’
）（a，　b）；（a

’
a，a

’
b＋ b

’
）

を定義して い る ， と考え る こ ともで きる．実は，集合

G に は こ の 演 算 に よ っ て 群 と な り，ウ ェ
ーブ レ

ッ ト

を 作 る操作は こ の 群 を 関数 の 集 合 （H とす る）の 上

に うま く 「表現」 す る
一

つ の 方法 と な っ て い る．一
般

化 され た 定理 に よ る と，こ の よ うな 関係 に あ る G と

H に お い て は ，H に 属す る 関数f（x ）か ら G 上 の 関

数 τ （a，b） へ の 写像 で よ い 性質をもつ もの が 存在す

る こ とが 保証 され る．こ の 写像が 連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト

変換に ほ か な らない ．

　 こ の よ うに
一

般的 な 形 で 定理 を 述 べ る こ と に よ っ

て ， 連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ ト変換だ け で なくも っ と他 の 種

類の 変換も統
一

的 に 理 解す る こ とが可能に な る が ，我

々 に と っ て の 直接 の メ リ ッ トは 連 続 ウ ＝　一一ブ レ
ッ ト変

換の 多次元化 で ある．こ こ で は 数学的 な 詳細に は 立 ち

入 らず ， n 次元 に お け る連続 ウ ＝一ブ レ
ッ ト変換 の 形

を掲げ る こ と に す る （なお こ れ ら の 形 を
一
般定理 を用

い ず に 直接示 す こ と も可能で あ る ）．

　まず マ ザ ーウ ェ
ーブ レ

ッ トは次の 許容条件を満た さ

な けれぽな ら な い ．

c
。

・s．．wr：I　I2，，…

こ こ で ψ は 四 の フ
ー

リ エ 変換，k ｝tn 次元 の ベ ク トル

を 表 わ す．こ の マ ザ ーウ ェーブ レ
ッ

トを 用 い て ウ ェー

ブ レ
ッ トは 次 の よ うに 生成 され る．

・
・・・・・・…　（・ ）一か （

「

− 1

（1
− b）

）
こ こ で r は n 次元 の 回転行列 （直交変換） で あ る．1

次 元 の と ぎ と比 較 して ，a と b 以 外 に 回転 r が 加 わ っ

て い る こ とに 注意 され た い ．こ れ は ，2 次元以上 で は

平行移動 の ほ か に 回転 を ほ ど こ す こ とに よ っ て 初め

て，すべ て の 配置を つ くすこ とが で きる か らで あ る．

こ の ウ ェ
ーブ レ

ッ トを 用 い れ ば，関数ノ（x ）の 連続 ウ

ェ
ーブ レ

ッ
ト変換と連続ウ ェ

ーブ レ
ッ

ト逆変換は 次 の

よ うに 表 され る，

・婦 ・一恭 繊 ・働

f・x ・一 一ii　i．
　… ，　・，　b・・

（・… b）
… 響

こ こ で drは 直交変換 （SO （n ）） の 不 変測度 （今の 場

合 n
− 1 次元単位球面 の 面積 に 比例），C；｛（a，　 r，b）

1α＞ O，厂∈SO （n），b∈Rn｝で あ る ．実際 に は 3 次元以

上の もの を応用 した 例 は あ ま りな く，2 次元 の 場合 の

応 用 が多い ．2次 元 の 形 は 上 の 式 で n ＝2 とお けば よ

い ．具体的 に 書くと，ウ ェ
ーブ レ

ヅ ト，連続 ウ ェーブ

レ
ッ ト変換，逆 変換 は そ れ ぞれ 次の よ うに なる ．

　　・
剛

（・ ）÷ （÷Rii （x
− b））

馬
一膿 調

T ・… e，・bl一士1幽 亜 ・

・ω 一
士∫1笋レ・！l・θ語 …

　　　　　× v
〔a・e．b）

（x ）

特 に マ ザ ー
ウ ェーブ レ

ッ トが 回転対称な 場合は 角度依

存性 が な くな っ て

　　ur
（”・e・b）

（x ）＝w
〔a・b〕

（x ）

とな る の で ，上 の 関係式 は 大幅 に 簡単化 され，計 算 の

効率化 の 点 か ら も有利 で あ る ．2 次元 の Mexican　hat

や 2 次元 Morlet ウ ェ
ーブ レ

ッ トは マ ザ ー
ウ ェ

ーブ レ

ッ トと して よ く用 い られ る．例 え ぽ，2 次 元 平 面上 の

フ ラ ク タ ル 図 形を 2次元 連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ
ト変換 を用

い て処理すると，a の 値を小さくす るに つ れ 71（a，　b）

（回転対称 マ ザ ー
ウ ェーブ レ

ッ トを 使用）は ，顕 微鏡

で は じめ ぼ やけて い た 縁が 次第 に 明確 に な る の に似

て，フ ラ ク タ ル 図形が 大 きさの 異なる 相似的な図形か

ら成 り立 っ て 行 く過程 を再現す る よ うに 見え る．こ の

こ とか ら ウ ェーブ レ
ッ

ト解析 は 「数学的顕微鏡」 と よ

ぼれ る こ と もあ る．

5．　 ウ ェ
ーブ レ ッ トの離散化と フ レ

ー
ム

　前 回 ，連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ
ト変換 T （a，の は ，

フ ー

リエ 変換 k 比べ ，フ ィ ル タ
ー
処理 な どをす る こ とが 難

しい こ とを 指摘 し，そ の 原因は ウ ェーブ レ
ヅ トが一

次

独立 で な く過剰完全系 とな っ て い る た め で あ る こ とを

述べ た．こ の 難点を根本的 に 解消 しフ
ー

リ エ 解析と同

様 の 扱 い や す さを 保証す る た め に は ，ウ ェーブ レ
ッ ト

が 正 規直交系 とな る よ うに して や る の が
一

番で あ る．

こ の た め に は ど うす れ ば い い だ ろ うか ？　 まず気が つ

くの は ，パ ラ メ ータ で あ る aR ’ b が連続変数 の ま ま で

は こ の 目的は 達成 され な い ，と い う こ とで あ る，なぜ

な ら 2 つ の ウ ェーブ レ ヅ トの 内積

∫：。．幽 ・ル 囲
（x ）・dU

を考え る と，a
「→a，　b

’→b の ときこ の 値 は

一 44 一 シ く ユ レ ーシ
ョ

ン 　第 14巻第 4 号
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∫  1ψ ・

ω 1・・

に 収束す るが こ れ は 明 らか に 正 で あ る ， 従 って ，
a
’

と a ，ポ と bが それぞれ （異な る値 で は あ っ て も）近

い 値 に あ る と きは 内 積 は ゼ 卩 で は な い か らで あ る．従

っ て ，パ ラ メ ータ a と b は離散化 しな け れ ばな らな い

こ とに な る，

　 ど の よ うに a と b を離散化すれぽ よ い だ ろ うか ．先

に 注意 した よ うに ウ ェーブ レ
ッ トの 最大の 特徴 は ，す

べ て の ウ ェ
ーブ レ

ッ トが 互 い に 相似関係に あ り，どの

ウ ェ
ーブ レ ッ ト も ス ケ ール 変 換 す れ ぽ み ん な 同 じ，と

い う平 等 原理 に あ る ．離散化 す る と きもこ の 性質 を 保

ち な が ら行 わ な い と，ウ ェ
ーブ レ

ッ トの 特微を 殺 して

しま う こ とに な る．しか も離散化の 際に は ，こ の 特徴

は も う少 し 注 意深 く考 え な けれ ば な らな い ．とい うの

は 連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ
トに お い て は，1 つ の （す なわ ち

（a，b） の 1 つ の 値 に 対す る） ウ ェ

ーブ レ ヅ ト とそ の

他 の （す なわ ち そ れ 以外 の （a 、b）の 値 に 対す る〉 ウ

ェ
ーブ レ

ッ
ト との 関係は 言及す る必要は なか っ た ．パ

ラ メ
ー

タ a，b の 連続的 な 値 に 対 し て （い わ ば べ っ た

りと） ウ ェ
ーブ レ

ッ トが存在 した た め で あ る ．しか し

離散 化 ざ れ た 場 合 は ，こ の 関係 も含め て 相 似的 に な る

よ うに す る必 要 が あ る．す な わ ち，1個 1個 の ウ ェー

ブ レ ．
。 トは どれを と っ て もス ケ

ー
ル 変換すれば，それ

自身以外の ウ ェーブ レ
ッ ト との 関係も含め て ，全 く同

じで な け れ ばい け な い ．例 えば ナ イ
ーブ に a や b を 等

間隔 で 離散化す る，な どと い うの は ，a が 大 きくな る

ほ ど b の 間 隔 を 相対的 に 細 か く選 ん で い る こ と に な

り，ウ ェーブ レ
ッ ト同士 の 関係 が 相似的で な く，ダ メ

で あ る ．また α や 6に 最大 値 や 最小 値 が あ って も ダ メ

で あ る ．それ らの 値に 対応す る ウ ェ
ーブ レ

ッ トが 特 別

なもの とな り平等原理 に 反す る か らで あ る．

　そ こ で まず a に つ い て 考え よ う．い ま，離散化 に よ

っ て α の 値 が 大 き さの 順 に
…，a −1，　 a

。，　 al ，
…

と な っ て

い る と し よ う．こ の と き比 a．＋ 1！an を考え る と こ れ は

n に 依存して は い け な い ．なぜ な らば こ の 比が変化す

る と，ウ ェ
ーブ レ ッ ト 同 士 の 関 係 が α と と もに 変 化 す

る こ とに な り，平等で な くな る か らで あ る．ゆ え に α
n

は 等比 数列 とな る．次ec　bの 離散化に つ い て 考 え よ う．

6 は ウ ＝一
ブ レ

ッ ト の 位置を 指定す る パ ラ メ
ー

タ で あ

る ，例え ぽ a ＝αD に 対す る ウ ェーブ レ ットの （離散化

され た ）位置 を 考え る と，二れ は 等間隔で 並ば ざ る を

得ない ，とい うの は ，並び 方 に ム ラ が あ る と，とな り

同土 の ウ ェ 　一一ブ レ
ッ

トの 関係 が一
様 で な くな り，平 等

で な くな る．つ ぎ ｝t 　a ≡a1 に の と き の 位 置 を 考 え る

と，こ の 位置間隔も等間隔で あ り，しか も a＝．a 。 の と

ぎの 位 置 間 隔 の aJao 倍 で な け れ ば な ら な い ，そ うで

なけ れ ば，ス ケ ール 変換 した と きウ ェ
ーブ レ

ッ
ト 相互

の 関係が同 じに な らな い か らで あ る．

　 以 上 の 結 果 を ま とめ る と，ウ ェ
ーブ レ ッ ト がす べ て

平等で あ るた め に は 離散化 は つ ぎの よ うな もの で な げ

れば な らな い ．

　　an＝a
。
α

n

，　b．．＝α誤η　〔α （＞ 1），βは 定数）

便利 の た め 以 下 で は すべ て ，a。
＝1 と お く こ と に す

る，とこ ろ で ，逆 に ，こ の よ うな離散化を行えば，離

散 ウ ェ
ープ レ ッ ト

ゆ ・一か （
x
− bLa

；
）・ ・雌 ・・

は 完全 正規直交系とな る か ，とい う こ とに な る と，話

は そ れ ほ ど簡 単 で は な い ．実際 に は こ の よ うに して で

た らめ に 作 っ て み て も，出 来た もの に つ い て は そ もそ

も完全系 （＝任意の 関数を 級数 の 形 で 表 せ る）で ある

か ど うか す ら疑 わ しい ．しか し，お お ざ っ ぱ に 言 っ

て ，
マ ザーウ ェ

ーブ レ
ッ

ト と その フ ーリ エ 変換が と も

に 無限遠 で 十分速 く減衰 し て い る と きは ，α と βを 上

手 に え ら ん で や れ ば ，関数 系 ｛啄君 を フ V 一ム

（frame ）に す る こ とが で ぎる．こ こ で フ レ ーム で ある

と は ， 定数 A と β が あ っ て ， 任意 の 関数f（x ）に 対

し て

　　AHfll
？一く：，Σ 1〈v

，

・，，，f＞1
’

x〈 Bllfll
’

　 　 　 　 　 J，L

と な る こ と で あ る ，こ こ で 〈　，　〉は 内積 ，1凶
i2

；〈ゐ∫〉 を 表 して い る．こ の 条件 は こ の 形 の ま まで

は な ん の こ と か よ く分か らな い が ，実 は ，こ の 条件が

成 り立 て ば ｛悔 ｝に 対 し て ｛ψ紺 とい う関数系 （こ

れ を 双 対 フ レ ーム と よぶ 〕が存在 し，任意の 関数∫（め

は 次の よ うに 展 開 で ぎる こ と を証明 す る こ とが で き

る ．

　 f（x ）＝Σ〈％．k，f＞賑
＝Σ〈o

，

’．　、・，f＞％．t
　 　 　 　 　 1．k　　　　　　　　　　　 ノ．k

こ の 展開 の 形 は 正規直交系と よ く似 て い る こ とに 注意

され た い ．実際 オ；β な らば ％戸 畝、L と選 べ る こ と

を 示す こ と が で き，特 に tight　fra皿 e と呼ば れ る ．こ

の 場合，Eの 展開形 は 形式的 に は 正規直交系 とほ と ん

ど 同 じ形 に な る ．しか し残念 な が ら tight　frame もま

だ 直交系 で ある とは 限 らな い ．そ れ ど こ ろ か
一次 独立

性す ら持た な い 場合 が あ る．こ の よ うな tight 　frame

の 最 も簡単 な例 は 平面 の 中 の 3 つ の ベ ク ト ル で ，互 い

に 120
°
の 角を な しそ れ ぞ れ の 長 さ が 〉酉 で あ る もの

で ある．こ れ らの ベ ク トル を ebe2 ，e3 とす る と平面 E

の 任意 の ベ ク トル x は
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　　x ＝（et，x ）et＋ （e2，　x ）e2 ＋ （e3 ，x ）es ，

　　　　　　　　　　　　　（， ）は 2次元 空間 の内積

と表せ る こ とを簡単に 示す こ とがで きる．しか し 2 次

元 空間内の 3 つ の ベ ク トル は
一

次従属で あ り，実際

　　 e
且
十 e2 十 es ＝0

で ある ．こ の よ うな状況 は 前 回 述べ た 連続 ウ ェーブ レ

ッ トの 場合 と全 く同様 で ある こ とに 注意 さ れ た い ．つ

ま り， 連続 ウ ェ
ーブ レ

ッ トは うま く離散化すれ ば

tight　frame で あ る と い う性質 を保 つ こ とが で ぎるわ け

で あ る．

　こ こ で tight 　frame の 性 質を 強調 して お きた い ．そ

れ は上 の 場合

　　 Ix12＝ （e ！，x ）
2
＋ （e2 ，x ）

2
＋ （e3 ，x ）

2

が 成 り立 つ こ とで あ る，ピ タ ゴ ラ ス の 定理 そ っ く りで

あ る が，もち ろ ん 意味 は異 なる．しか し x の長 さの 2

乗 （左辺 ）が 各成分 の 2乗和 （右辺 ）に 分 割 され る こ

と に 変わ りは な く，従 っ て 「エ ネ ル ギ ーの 分割」 と解

釈 で きな い こ と もな い ．こ の 関係は 元の 連続 ウ ェーブ

レ
ッ トに お い て も

∫1。．　if（x ）・1・　dx−！l。。1 雫 1・転 ・）1・

とい う形 で 成 り立つ こ とが確 か め られ る．しか し，例

えば κ
＝el とお い た 場合 で も，（e2，　x ） や （e3，　x ） は

ゼ 卩 で は ない こ とか ら分 か る よ うに ，これ らの 基底 は

通常 の 正規直交系 とか な り性質が 異な っ て い る，上 式

の 右辺 の 各 々 の 項や 被積分関数を 「エ ネ ル ギ ー
成分 」

と解釈す る場合は，こ の よ うな事情に 十分注意す る必

要 が あ るだ ろ う．

6． 完全正 規直交 ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト

　 こ れ まで述べ て きた よ うに ，ウ ェ
ーブ レ

ッ トを離散

化 して 直交系を つ くる こ とは な か な か に 難 しい ．しか

し，実は ，離散 ウ ェーブ レ
ッ トが 完全 正 規直交系 とな

る 簡単な例が 昔か ら知 られて い る．それ は マ ザ ー
ウ ェ

ーブ レ
ッ トを次 の 形 に 選 び （図 1），

叶 iil総：

次 の よ う に α
11 ！2，β≡1 と し て 離散化 し た もの で

Haar ウ ェ
ーブ レ

ッ ト と よば れ て い る．

　　臨 （・）− 2・〜 （2・
x
− k）

こ れ らが 正 規 直 交 系 で あ る こ と は 簡単 に 確 か め ら れ

る．また こ れ ら が完全系で あ る こ と も，ウェーブ レ
ッ

トの 概念が提案され るか な り以 前か ら知 られ て い た．

こ の よ うな完全正 規直交 ウ ェー
ブ レ ッ ト （以 下 ，直交

　1

0、5

一〇．5

　　　　　　　−O．5

　 　 　 　 　 　 　 　 −1

o5 上　5

図 iHaar ウ ェーブ レ
ツ

ト

ウ ェーブ レ
ッ ト〉を 用 い る と，任意関数f （x ）は

　 f（x ＞＝Σ〈伽 ，∫〉監 、

　 　 　 　 　 7，k

の 形 に 展 開 され る．ウ ェ
ーブ レ

ッ トの 直交性か ら，展

開係数 は す べ て 独 立 で あ り，従 って 展開係数 を操作 し

た ときもそ れ に 対応す る 関数 の 存在 は 保証 さ れ て い

る，ま た 展開係数 の 2 乗和は 関数f（x ）の エ ネ ル ギ
ー

に 等 し い ．

∫1．．　lf・・ ）12・・一

黒
1〈帰 ＞12

も ち ろ ん tight 　frame の 場 合 と異 な り，こ の 関 係 は ピ

タ ゴ ラ ス の 定理 そ の も の （Parsevalの等式）で あ る．

　Haar ウ ェーブ レ ッ トは 不 連続関数 に よ る 直交 ウ ェ

ーブ レ
ヅ トで あ るが ，そ の 組 立 て 方は 非常 に 単純 で あ

る．しか し こ の 単純 さゆ え ，Haar ウ ェ
ーブ レ

ッ トは

も っ と他の 直交 ウ ェーブ レ
ッ トを作 ろ うとす る ときに

は あま り参考に な ら な い ，実際，連続関数 に よ る 直交

ウ ェ
ーブ レ

ッ トを構成す る こ とは，当初 は た い へ ん 難

し く ， そ の よ うな もの は 存在 しな い の で は ない か ， と

さ え考 え られ て い た ，今日 知 られ て い る よ うな連続性

の 良 い （解析的で さ え あ る よ うな）直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ

トが構成された の は80年代半ばに な っ て か らの こ とで

ある．初め は そ の 構成法は か な り技巧的 な もの で あ っ

た が，一
度構成 に 成功 した あ とは ，直交 ウ ェーブ レ

ッ

トの 構造が 詳 し く調べ られ，その 組立 て 方もあ る程度

自動化され る よ うな枠組み が 作 り上げられた．次回 は

こ の 枠組み の 紹介 か ら話を 始め る こ と に し た い ．
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