
Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

41

《講　座》

　　　　　ウ ェ
ー ブ レ ッ ト 第 3回

直交ウ ェ
ー ブ レ ッ トと多重解像度解析

山　 田　道 　夫
＊

　ABSTRACT 　This　is　the 　third 　part　of　an 　inしroductory 　survey 　on 　wavelet 　analysis ．　Mathematic 副 structure 　Qf 　an 　or −

thogonal 　wavelet 　is　described．An 　observation 　of 　Haar 　wavelet 　lcads　to　Multi−Resolution　Analysis　which 　is　a　fundamen・

tal　cQncept 　for　orLhogonal 　wavclet ．The 　dilatiり 11　equatien 　is　discussed　and 　how　tQ　construct 　an 　orthogonal 　wavelet 　is

described ．　Mallat 　transfermation 　and 　its　inverscしransfbrmation 　are 　also 　discussed．

1． は じ め に

　前 回 は 連 続 ウ ェ
ーブ レ ッ トの 応 用 を 述 べ た後，位 置

と ス ケ
ール の パ ラ メ ー

タ を離散化 して得られ る離散ウ

ェ

ーブ レ ッ ト に つ い て 述 べ た ．離散 ウ ェ
ーブ レ ッ 】・

は，一
般 に は，直交系 とな るわ け で も ま た完全 系 とな

るわ け で もな い が，マ ザ ーウ ェ
ーブ レ

ッ トを う ま く選

ぶ こ とに よ っ て ，「フ レ
ー

ム 」 と呼ぼ れ る完 全 系 に す

る こ とが で ぎる ．しか し こ の 「フ レ ーム 」 は ，完全系

で は ある が ，

一
般に は ， 基底 の 数 が 多すぎて ， 基底同

士 の 間 に
一次 従属 関係が 生 じ，そ の た め ，一

つ の ベ ク

トル （関数）を 「フ レ
ー

ム 」 に 属す る基底 の
一

次結合

と して 表す と き，そ の 方法 が 唯
一

で は な く い くつ もあ

る，と い う面倒な事態を引き起 こ して しま う．その よ

うな や や こ し さを 回 避す る た め の 最 も直載 な方法 は ，

離散 ウ ェーブ レ
ッ トを 互 い に 直交す る よ うな もの に し

て 完全 正 規 直交 基底 とす れ ば よ い ．前 回 は 完 全 正 規 直

交ウ ェ
ーブ レ

ッ トの例として Haar ウ ェ
ーブ レ

ッ トを

紹介 した が ，一
般 の 完全 正 規直交 ウ ェーブ レ

ッ ト （以

下，直交 ウ ェーブ レ
ッ

ト と よぶ ）を論 じるた め に は，

も っ と洗練 され た 概念を 導 入 す る必 要 が ある ．今回 は

こ の 概念 の 紹介か ら始め た い ．

2．　 多重解像度解析

　2．1 直交 ウ ェ
ー

プ レ ッ トに よ る関数展開

　こ の 節 の 話 は ，線形 代数 入 門 の よ うな 記述 に な る こ

とを あ らか じめ お 断 り して お きた い ．多重解像度解析

（Multi
−Rcsolution 　Analysis ，　MRA ） と は ，直 交 ウ ェ

W’avelets．　By　Michio　Yamade （Graduatc　Schひ ol　of 　Mathemat レ

ca 】Sciences，　Univ．　of 　TDkyg ）、
＊東京大学大 学院数理科学研究科

一ブ レ ッ トの 構 成 を
一

般 的 に 論 じるた め の 枠 組 み で ，

線形代数 の 言葉 を 使 っ て 定式化 され た 概念 で ある．こ

の 枠組 み が 80年代半ば に 発見 され る以前 は，直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ トの 組立 て は い わぽ手作業で あ り式変形 に 関

し熟練工 の よ うな技術が必要とされた ．そ の 組立 行程

の 後 ろ半分を 自動化 し た もの が 多重解像度解析 の 概念

で あ る，こ の 概念 の お か げで ，直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ
トの

製作 が 見通 し の 良い もの に な った ば か りで な く，そ の

構造 も透 明に な り，さ らに 双直交 ウ ェ
ーブ レ ッ トや ウ

ェ
ープ レ ッ ト パ ケ ヅ ト な ど へ の

一
般化 を行 う基礎 が得

られ る こ と と なった．とは い え，直交 ウ ェーブ レ
ッ ト

の 組立行程 の 前半分は 現在で も手作業の 部分 を含ん で

お り，全 自動 で 望 み の ウ ＝一一ブ レ ットが 得 ら れ る よ う

に な っ て い るわ け で は な い ．多重解豫度解析とは 2 階

か ら 出発 す る エ レ ベ ータ の よ うな もの で あ り，2 階 ま

で は 今 で も階 段 を 歩 く必 要が あ る．

　 Haar ウ ェー
ブ レ

ッ トに つ い て 復習す る こ と か ら 始

め よ う．Haar ウ ェ

ーブ レ ッ トは

・ ω 一腦留
一1〔1／2＜ xx〈 1）’

の よ う に 定 義 され る マ ザ ー
ウ ェ

ープ レ ッ トを 用 い て

　　VJ．、ω ；2〜 （2丿比一ん）

と定 義 され る ウ ェーブ レ
ッ ト で あ っ た ．こ れ は 完全 正

規 直交系を な して お り，任意の 関数 f（x ）は

　　f（x ）一Σ　一
・．、Vi．、（x ），賑

一
魑、k，f＞

　 　 　 　 　 ／，k

の よ うに 表 され る．こ こ で 記 号〈〉は 内積 を 意味 して

い る．こ こ で，パ ラ メ
ー

タ 」と k は，連続 ウ ェーブ レ

ッ トの パ ラ メ
ーa に 直せ ば α

＝2 ・，b＝k1　2yに 対 応 して

お り，位置 κ と して は k12i付近，周波数 と し て は 2J

付近 の 成分に 相当 して い る ．お お づ か み して い えば，
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」は 周 波数帯の パ ラ メ
ー

タ ，k は 位置 の パ ラ メ
ー

タ と

考え て よ い ．従 っ て ヒ式の 右辺は 周波数帯と位置 に つ

い て の 和を取 っ て い る こ とに な る．

　 さて こ の 表現を 少 し詳 し く見て み よ う．そ の た め に

まず 周 波数の パ ラ メ ータ 」の 値 を 固定 して 線形 結合

　　　ホ

　　 Σ aJ，鵡 ，、（r ）
　 　 k＝− DO

で 表 され る関数全体（これ は もち ろ ん 線形空間を な す）

を考え て こ れを ％ と書 くこ とに す る．％ は さまざ

ま な値 の k の dis　k（x ）（ブは 固定） に よ っ て 張 られ る空

間 で あ る．お お づ か み すれば   は ，ゴの 値 に よ っ て

指定 され るあ る周波数帯の 成分だ け か ら な る関数の 全

体，と い っ て よい ．い ま こ の よ うな 2 つ の 空間 叱 と

WJ’に お い て jと〆の 値 が 異な る とし よ う．こ の とぎ

　　吟 パの と 鵬
’、疋
・（x ）

は ウ ェ

ーブ レ
ッ トの 直交性か ら互 い に 直交 して い るか

ら，それぞれ に よ っ て 張られ る 空間 叱 と vaiも互 い

に 直交 してい る，す なわ ち

　　 駕⊥ Wf

とな る．」

’
の 値 が 周波数帯 を 指定す る こ とを 思い 出せ

ぽ，異 な る 周 波数帯に 属す る関数が 直交す る こ と と し

て 当た り前に 見え る か も知 れ な い が ，実際 に は ，」と

プの 周波数帯 が重 な り合 う場合もあ るの で ， 直交性 は

そ れ ほ ど 明 ら か な こ と で は な い ．む し ろ ，こ の よ うな

重 な り合 う部 分 が あ る場 合 に ど うや っ て 直交 性 を保証

す るか ， とい うこ とが直交ウ ェ
ーブ レ

ッ トを組み立 て

る際 の 課題 で あ る と もい え る．さ て ，先 ほ どの f（x ）

の 表現 は，任意 の 関数 は こ れ らの   に 属 す る 関数 の

和 と し て 表せ る こ とを意味 し て い る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo

　　f（x ）＝Σ f」
（x ），fi（x ）＝ Σ 馬、賜 ．　k （x ）

　 　 　 　 　 ノ
＝−ca

　　　　　　　　　 k＝−°°

こ こ ま で 明確 に は 触れ なか っ た が ，こ の よ うな表現 が

許され る関数f（x ） は 2乗可積分なもの ，すなわち積

分

　　∫1．．　［f（・ ）［
’dU

の 値が有限 な もの に 限 られ （必 ず し も限 る必 要 は な い

が，限 っ た場 合 が
一

番 簡 明 な理 諭 の 組 立 て に な るの で

こ こ で もそ うす る こ と に す る），こ の よ うな 関数 の 全

体は 通常L2（R ）と書か れ る．こ の 記号を用 い る と，

叱 に 属す る 元 の 和 と して f（x ）が 書 け る ，とい う性

質 は

　　　　　　 の

　　L2（R ）＝  WJ
　 　 　 　 　 ∫

ニー°D

と簡潔に 表 現 され る．こ こ で右辺 の 上 線 は ，和 と して

は 無限級数 の 収束先 も含む ，とい う こ とを示 して い る

（こ の 上 線は 式 の 正 し さ を 保証す る た め や む を 得ずつ

けた が，全体か らみ れ ば 「細か い こ と」 で もあ りこ こ

で は あ ま り気 に し な い で ほ し い ）．以上 で 叱 が 準備

され た，こ れ は 直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ
ト の 周波数 パ ラ メ ー

タ ノで分類 され て い る こ とか ら分 か る よ うに ，直交 ウ

ェーブ レ
ッ ト と直接的 に 関係す る重要 な線形空間で あ

る ，

　2，2　多重解像度解析

　面 白 い こ とに ，ウ ェ
ーブ レ ッ トの 組 立 て に お い て は

Wj よ り基本的な線形空間があ る．い まf（x ） の 表現

を

ル ）− 1im £
　 　 　 　 丿

一ラoo 　tニーco 　L＝

の よ うに 書き直そ う．

して ，

　　　　　oo

　

Σ ・・、，、V 、．s （x ）
　co

こ の と き右辺 に 現れ る 和に 注意

　　幺 Σ ・ 祕 、（x ）
　 　 t＝−oo 　k＝＝−an

の 形 で 表 さ れ る 関数 の 全体 （こ れ も線形空間） を Vj

と表す こ とに しよ う．こ の Viは ， 先に 導入 した 拷 を

用 い る と

　 　 　 　 J

　　nl
＝
　e 　Wt

　 　 　 t；−co

の よ うに 表 せ る．」が周波数帯に 対応す る こ とを思い

出せ ば，こ の VJは 」以 下 の 周波数 の 成 分 だ け か らな

る関数の 全体 を表 して い る こ とが 分か る，従 っ て 」は

巧に お い て は い わ ば 解像度 を表 して お り，」の 値が 大

きくな る ほ ど，高い 周 波数成 分すな わ ち細か い 変動 ま

で 含む 関数を 含ん で い る．

　上式か ら分か る よ うに ，こ こ で は 空間 丐は 罵 を 用

い て 表 され，こ の 意味 で VJよ りも ％ の 方が偉い よ う

に 見 え るが，実 は 今 日で は ，直交 ウ ＝
一ブ レ ッ トの 組

立 て に お い て は ，逆 に VJを 基 本 的な 空間 と し て 扱

い ，Viか ら 略 を導 ぎ出す，とい う道筋 を た どるの が

普通 で あ る．そ こ で こ こ で 線形空間 丐の 性質 を ま と

め て お こ う．

　　（MRA 　1 ：単調性）
…⊂ V− ，

⊂ Vo⊂ Vi⊂ …

　こ の 性質 は 明 ら か で あ ろ う．こ の こ とは し ば しば

「丐は 増大 列 を な す 」 と表現 され る．

　　（MRA 　2 ：稠密性 ・分離性 ）

　　 ou　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　 UVj ＝L2 （R ）， ∩ Vj＝｛o｝
　 　 ノ

＝− co
　　　　　　　　　　　　 ノ

＝−oo

　前者 の 性質 は ，VJはゴと共 に 大きくな り極限は L2

（R ）に
一

致す る こ とを示 して い る．気分的に は

　　lim　Vi＝L2（R ）
　 　 ノ

→Dロ

一 42 一 シ ミ＝レ ーシ
ョ
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と書 い て も よ さそ うな 気 が す るが ，よ く考 え て み る と

分か る よ うに ，集合の 極限は 実 は きち ん と定義して お

く必 要 が あ る の で ，集合 の 演 算を 用 い て 直接的 に

（MR ．A2 ）の よ うに 表現 され る．後者 の 性質 は ，ゴが

小さくなる とき V
、

は どこ まで も小 さ くな る こ とを 示

して い る．

　 こ れ も気分 は

　　 1im　罵
＝｛0｝

　 1 −−on

で ある が，直接的に （MRA2 ）の よ う な書ぎ方を し

て い る の で あ る （一般 に 集 合 に 関 す る 事柄 は ∩ と ∪ を

用 い て書くの が最も直接的であ り意味が明eeicな る）．

　　（MRA 　3 ： ス ケ
ー

リ ン グ性）

　 ／ω ∈ 罵io ！（2x）∈ Vj
＋ 1

こ の 性質 は

　 f（x ）一　≦：　orl．　t　ur、、　i （x ）
　 　 　 　 　 ’＝−m

で あるこ と と

　 　 　 　 　 i−±　 　　 　 1
／（2x）＝

ユ ・一
L
マ評 趣 ）

で あ る こ とが ， 同値で あ る こ と の 反映で あ る，和の 上

限 がゴと」＋ 1 で
一

つ ず れ て い る こ とが 重 要 で あ る．

こ れ は ，等式

　 　 　 　 　 　 　 1

　　v｛・，h （2x）
＝
171　V，

一
… ω

に 起因 し て お り，ウ ェ
ーブ レ ッ トの 性 質を 直接に 反 映

して い る ．

　以 上 の （MRA1
−3）が 集合 V

／
の 主 要 な 3 つ の 性質

で あ る ．しか し こ れだ け で は 実 は 不 十分な こ とは 明 ら

か で あ る ．こ れ ら 3 つ の 性質 の 中 に は ，罵に 特別な

関数す なわ ち 直交 ウ ェーブ レ
ッ トを導 く関数が 住ん で

い るこ とを要求する項目が ない ．それを要求す るの は

次の 条件 で あ る ．

（MRA4 ：正 規直交性）

　　あ る関数 φ（x）があ っ て

　　｛φ（x
− k）lkは 整数｝

は Ve の 完 全 正 規直交 基底 と な る ．

こ の φ（x ） は 直交 ウ ヱーブ レ ッ ト ψ〔x ）とは 異な る

関数 で あ る こ とに 注 意 して ほ しい ．φ（x ） は 通常 ス ケ

ーリ ソ グ 関数 と 呼ぼ れ る．ある い は マ ザ ーウ ェーブ レ

ッ トと 対比 して フ ァ

ー
ザ ーウ ェーブ レ

ッ トと呼ば れ る

こ と も ある （以下に 示 す よ うに マ ザ
ー

ウ ェーブ レ ッ ト

は フ
ァ

ーザ ー
ウ ェーブ レ ットか ら生 成 され る の で この

名前は ち ょ っ とや や こ しい ，旧約聖書的 で あ る とい う

べ きか ）．Haar ウ ェ
ーブ レ

ッ トの 場合 ス ケ ーリ ン グ 関

数 φ（x ） は どの よ うな 関 数だ ろ うか ．実は 非 常 に 単純

な関数

　　φ（x ）＝1（0＜ κ≦ 1），　0（etherwise ）

が こ の よ うな 関数に な る．こ の こ とを証明す る の も可

能 で は あ るが，こ こ で は 話を逆転す る こ とに した い ．

　 い ま，まず初 め に 上 式の よ うに 定義 され た 関数

φ（x ）が あ り ， それ を整数だ け平行移動 させ た もの

　　｛φ（x
一初 lkは 整数｝

（こ れ らが 互 い に 直交す る こ とは 明 らか で あ る ）を 考

え，それ らに よ っ て 張 られ る 線形空間を Vo と す る

（MRA4 〕．つ ぎ に 鴎 に 属す る 関 数f（x ） に 対 し て

f（2x） を考 え，こ の よ うな 関 数 全 体 （こ れ は 線 形 空 間

を なす）か ら成る空間を Vl とす る．また 同様に f（xX

2） 全 体 か ら 成 る空 間 を V− L とす る （MRA3 ）．こ の

手 続 きを 繰 り返 し て 線形空間の 増大列 塔 （プは すぺ て

の 整数）を 得 る （MRA1 ）．こ の よ うに し て 得 られ た

空間 巧に つ い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tサ

　　 Ue ，

＝L2（R ），∩ 罵
＝｛o｝

　 　 ．s＝−ec
　　　　　　　　　 ア

；− oo

が成 り立 つ こ と を示 す こ とが で きる 〔稠密性 と分離性

（MRA2 ））．そ こ で こ の よ うな Vo に 対 応 す る ψ（x ）

は どの よ うな もの に な るの か ，とい う こ とを考 え るの

で あ る．こ の 場 合に は 答は Harr ウ ェ

ーブ レ
ッ トで あ

るが，そ れ は ど うや っ た ら導 くこ とが で ぎる だ ろ う

か ？

　 実 は 次節 で 示 す よ うに ，こ の 問題 は ，一
般 に

（MR ．A1 −4）を満 た す 丐 と φ（κ）が 与 えられ た と きそ

れ に 対応す る 直交 ウ ェーブ レ
ヅ ト ψ（x ）は どの よ う

な もの か ，とい う形 に 定式化 し解 くこ とが で ぎる ．こ

の よ うな （MRAI −4）を満 た す Viと φ（x ） の 組は 多

重解像度解析 （Multi　Rcso且uti 。n 　Analysis，　MRA ） と

よばれ る．こ の 名前は ，先 に 述べ た よ うに ，丐が ノ と

共に 解像度 を上 げ て い く空 間を 表 して い る こ とに よ・）

て い る ．ま っ と うな 直交 ウ ェーブ レ
ッ トは ，すべ て こ

の よ うな 多重解像度解析 か ら構成す る こ とが で き る

（例外的 に 病 的 な 直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ トで は 多重解艨度

解析 を作 ろ うと して も φ（め が 存在 しな い もの が あ る

が ，こ の よ うな ウ ェーブ レ ッ トが 実用 に 供 され た 例 を

筆者 は知 らない ）、

3． 直交 ウ ェ
ー

ブ レ ッ トの構成

　3．1 直交補空間 の基底 と直交ウ ェ
ーブ レ ッ ト

　前節 で 多重解像度解析 の 定義 を与 え た．しか し
一

か

ら 多重 解 像 度 解 析 を 組 み 立 て よ う とす る と，や や 数 学

的な細部 に 注意 が必要で ，特に 稠密性 と分離性の 条件
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（MR ．A2）を満 た す よ うに ス ケ ーリソ グ 関数 φ（x ）を

作 らな ければ な らない ，こ れは ，先に 述べ た 「手作 り」

に 相当す る部分で ，一
般的に 適用 で きるマ ニ ュア ル は

存在 しない ．とは い え，この 10年ほ どの 間に さ ま ざま

な 多重解像度解析が構成 され 実用化 されて きて お り，

なに か よほ ど必 要 に 迫 られ て これ ま で 知 られ て い な い

新しい 形 の ウ ェ

ーブ レ
ッ 1・を搆成 し よ うとす る場合以

外 は ，従来 か ら知 られ て い る代表的 な 多重解像度解析

を理解 し て お け ばそ れ で 十 分 で あ る と思わ れ る．そ こ

で ，
こ こ で は こ の よ うな 多重解像度解析が す で に 与 え

られ て い る と し，そ こ か ら どうや っ て 直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ トを 組み 立 て るか ，と い うこ と に 重点を お い て 述べ

て ゆ きた い ．すで に い くつ か の 代表的直交 ウ ェ
ーブ レ

ヅ トがあ る現在 で は ，それらを そ の ま ま （特 に 何か の

ラ イ ブ ラ リを 引用 し て ）用 い る限 りあま り数学的細部

に 立 ち 入 る 必 要 は な い ，とい え る か もしれ ない ．し か

し，こ れ らの 直交 ウ ェ
ーブ レ ヅ トで も，数値計算，と

くに 展 開係数 の 計算な どで は ， しば しば，直交 ウ ェ

ー

ブ レ
ッ トの 構造 そ の もの に 根ざし た ア ル ゴ リズ ム が 用

い られ る し ， また 展開係数の 意味を 考え る 際に も，こ

の よ うな 数学的構造 の 理 解は 無駄 で は ない と思 わ れ

る．

　まず，
ス ケ ーリ ソ グ関数に つ い て の 次 の よ うな 観 察

か ら始め よ う．い ま関数 f（x ） n9　V
，
に 属 し て い る と

しよ う，こ の と きス ケ
ーリソ グ性 （MRA3 ）か らf（x1

2）∈ V
。
とな るが，Vo に 属す る関数は すべ て ｛φ（x

− k）

Ikは 整数 ｝ の
一

次結 合 で 表 わ せ る （正 規直交 性

（MRA4 ））か ら，適当な 係数 ak を用 い て

　　f（x！2）＝Σ α 、φ（x
− k）

　 　 　 　 　 　 k

と書 く こ とが で きる．こ こ で x12 をあ ら た め て x と書

くと

　　f（x ）一Σ α
、φ（2x− k）

　 　 　 　 　 k

と な る ．こ れ は ｛φ（2x− k）lkは 整数 ｝が Vl の 基 底

で ある こ と を示 して い る．φ（2x− k）の 直交性 は容易

に 確 認 で きるか ら，結局 「｛Ji
’
φ（2厂 k ）lkは 整数｝

は Vlの 完全正規直交基底 」 で あ る こ と が分か る．同

じ よ うに すれぽ次 の こ と も明 らか で あ ろ う、

　　 「｛2J
’t2φ（2J

’
x
一紛 lkは 整数｝は

　　 V
）
の 完全正 規 直交基底」．

　 つ ぎに ，直交 ウ ェーブ レ
ッ トが 張 る 空間を 考 え た

い ．こ の た め ，増 大 列 K に つ い て ，Vj＋ 1 と Viの

「差」，
つ ま り

　　 VJ
＋ 1
＝Vj  拷，　 V

」
⊥ 明

と な る 線形空間 彫 ，す な わ ち VJ’
＋匚

に お け る V
，
の 直

交補空間 Wj を考え る こ とに す る．

　　丐
＝
略一1  VJ一广 叱一．・  叱一2  　Vj　2

＝’

　　　一（
ノ
ー1

  Wkk
＝o ）  v

・
一
豆Wk

で あ り，従 っ て

　　　　　　di 　　　　　　　　　　　　oo

　　L ！

（R ）＝u 弓
；
  略

　 　 　 　 　 丿
＝0　　　 丿

’＝−at

　こ れ らの 罵 は す べ て 互 い に 直交 して い る こ とに 注

意 し よ う．さ て ，い ま rf（x ）∈ 晩 」で あ る こ とは ，

rf（x ）∈ Vl か つ f（x ）⊥ V。」 と同値で あ り，す ぐに 分か

る よ うに ，こ れ は rf（2x）∈称 か つ f（2x ）⊥ Vl」 と同値

とな る，こ れは すなわ ち rf（2x）∈ 鴎 」 と同値 で あ り，

同 じよ うな 議論 を す る と rf（鎌 ）∈ 略」 と同値 で あ る

こ とが分 か る．こ れ は 重要 な結果で あ る．なぜ な ら こ

の こ と は ， も しあ る 関数 ψ（x ） が 「｛ψ（x − k）lkは

整数｝は Wo の 完全正規直交系」 とい う性質 を 満た せ

ぽ，「｛2y2ψ（2ix− k）lkは 整 数 ｝ レ／ 明 の 完 全 正規直

交系」 となる こ と を意味 して い る か ら で あ る ．Wi す

べ て を 用 い る と L2（R ）全体を張 る こ とが で きる か ら，

こ れ は 結局 ψ（x ） が 求め る 直交 ウ ＝
一ブ レ

ッ トで あ

る こ とを示 して い る ．す な わ ち，直交 ウ ェ

ーブ レ
ッ ト

の マ ザーウ ェ
ーブ レ

ッ トは，

　　「｛ψ（x
− k 陵 は 整数｝は 鵬 の 完全正規直交系」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（＃）

とな る 関数 ψ（x ）で あ る．

　 3．2 マ ザーウ ェ
ー

ブ レ ッ トの 構成

　上 の 条 件 （＃） を満 た す 関数 は どの よ うに し た ら得

ら れ る だ ろ うか ，実は こ の 答 は 非常に 単純 で あ る の

で ，まず結果 か ら述 ぺ る こ とに し よ う．い ま ス ヶ 一リ

ン グ関数は ，あ る定数　h
， を用 い て

　　φω ＝
Σ ゐ

、π φ（2x一ん）
　 　 　 　 　 k

とい う関 係 式 を 満 た す．な ぜ な ら φ（x ）∈ Vo⊂ Vl で あ

り，φ（2x− k）は Vlの 正規完全直交基底とな っ て い る

の で こ れを 用 い て φ（x ）を 展開で きるか らで あ る．上

の 関 係式は こ の 展開 そ の もの で ある，こ の 関係式 は 直

交 ウ ェ

ーブ レ
ッ ト理論 で最 も重要 な関係式 の

一つ で 伸

長方程式 （dilation　equation ），あ るい は 2 ス ケ
ール 関

係式 な ど と呼ばれ て い る．ま た ，マ ザ ーウ ェ
ーフ レ ッ

トに つ い て も ψ（x ）∈ Wo ⊂ Vlで ある か ら同様 の 展開

　　v （x ）一Σ9、」 φ（2x一κ）
　 　 　 　 　 　 h

が 可能 で あ る．い ま φ（x ） は 既知 と して い る か ら hl

も既 知 で あ り，我 々 の 問題 は 係数 9kを 求め る こ とに

帰着 され る．こ の 問題の 答は 次の よ うなもの で あ る．

　　 91＝＝（
− 1）

Sh
、
−k＋ 2N 　（N は任意の 固定 し た整 数 ）
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こ こ で マ ザ ー
ウ ェ

ーブ レ
ッ

トは 整数だ け平行移動 させ

て も同 じ直交 ウ ェ
ーブ レ ッ トを 生 成 す る こ とに 注 意 さ

れ た い ．上 式 に お け る 任意 整 数 定 数 N は こ の 平 行 移

動 に 対応 して い る ．

　 こ の よ うに 多重解像度解析か ら マ ザ ーウ ェ
ープ レ ッ

トを作 り上 げ る 手続 きは 非常 に 簡 明 で あ る ．こ の 9k
に 対す る 簡明な結果を導くこ と もそ れ ほ ど難 し くな

い ．ポ イ ソ トは す べ て フ ーリ エ 変換 して考 え る こ とで

あ る ．ま ず ス ヶ
一リ ン グ 関 数 di（x ） の フ ーリ エ 変換

は， hの 伸長方程式を用い て ，

6… 一《号）a（1）
とな る こ とが 容易に 分か る．こ こ で

　 　 　 　 　 　 　 hk

　　
m

・（ω ）＝
写tt　

e
．
’kca

と お い た ．hhは 分 か っ て い る か ら mo （ω ）は 既知 関数

で あ る．そ こ で 同様 に ψ（ω ）に つ い て もフ ーリエ 変

換 を 行 う と

ψ… − Ml （
ω

2）φ（÷）
Ml （tu ・一緩 汐

とな る こ とが 容 易 に 分 か る．こ の よ うに して 問題は 関

数 Ml （ω ）を決定す る こ とに 帰着され る．

　 まず ｛φ（x − k）lkbよPt数｝が 正 規直交系 を な し て

い る こ とに注意 しよ う．こ の 条件は 関数 mo （ω ）に 関

す る次 の 条件 と同値で あ る こ とが 容易に 証明 で ぎる ．

　　1m。（ω ）12＋ lm，，（ω ＋ π ）12＝1

全 く同様 に し て ｛ψ（x
− k）1（k は 整数）｝が 正 規 直交

系を なす た め の 必要 i’分条件 は ，

　　 lm，（ω ）12＋ lm，（ω ＋ π）12＝ 1

と同値 で あ る こ とが 証明で ぎ る．さ らに ， ｛φ（x − k）

lkは 整数｝ と ｛ψ（x − n ）lnは 整数｝は ，そ れ ぞ れ

V。 と va。 の 元 で あ る か ら直交 し な け れ ば な ら な い ．

こ の 直交条件は 上 と同様 に して

　　m 。（cv）M1 （ω ）＋ m
。（tO＋ π）Ml （ω ＋ π ）− 0

と書 く こ とが で ぎ る ．こ こ で 上 線は 複素共役 を 表 わ

す ．さ て ，ma （ω ） が どの よ うな 関数 な らば 上 の 3 つ

の 条件 を満 た す こ とがで きるだ ろ うか ？ こ れ は パ ズ ル

の よ うな もの で ，

　　Ml （cv ）− e
−c
’
zv ＋ 1）iwm

。（ω ＋ π）， （N は 整数）

とお けば よ い こ とは す ぐに 確認で きる だ ろ う．実際 こ

れ が マ ザ ーウ ェ
ーブ レ

ッ トを 正 し く与 え る こ とを証 明

す る こ とが で ぎ る ．こ の 関 係 を 係 数　hs と 9tの 関 係式

に 書 ぎ直 した もの が先 に 述べ た簡明 な関係に 他な らな

い ．な お次 の 関係が 成 り立 つ こ と を注意 して お く．

φ・・亦 （
ω

2丿 ）
こ の 関係式は φ（0＞＝1 （こ れ は

一
般的に 成 り立 つ こ と

を 示せ る） に 注意すれ ば伸長方程式の フ ーリ エ 変換か

ら直 ち に 得 られ る．代 表 的 ウ ェ

ー
ブ レ ッ トの 中 に は hk

の 値か ら 出発す る もの も あ り，こ の よ うな 場合 m
。（ω ）

を 通 して ス ケ
ー

リ ン グ関数を 求め る こ の 関係式は 便利

で 実 用 的 な もの で あ る．マ ザ ーウ ェー
ブ レ ッ トを 作 り

上 げ る とい う一見非常に 複雑 そ うな作業は，こ の よ う

に して比較的簡単に 行 うこ と がで ぎる．さま ざまの 関

係 式 が 互 い に 単純 な 関 係 で 結 び つ い て い て ，計算が 予

想以上 に 単純に 遂行で きる様子 は 見事な工 芸品の 感 さ

え ある．

　3．3Manat 変換

　上 で 述 べ た よ うな 数学的構成 は ，実は ウ ェ
ーブ レ ッ

ト展開係数 の 数値計算 と密接 に 関連 して い る．い ま

F
正 に 属す る 関 数f（x ） が与 え ら れ た と し よ う．耽 は

｛V2 φ（2x− k）Ikは 整 数 ｝ に よ っ て 張 られ る空間 だ か

ら

　 ノω ；
Σ c  再 φ（2x− m ）

　　　　　 fn

と展開す る こ とが で ぎ る．と こ ろ で Vl＝V，  W
，だ か

ら f（x ＞ は

　 ／（x ）；Σ　c：
’

φ（x − D ＋Σ Dlv （x
− 1）

　 　 　 　 　 l　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

の よ うに も展開す る こ とが で ぎる．こ れ ら 2つ の 展開

は どの よ うな 関係を 持 っ の だ ろ うか ？い ま伸長 方程 式

に 注意す る と

　　c？一∫φ嚇 贓

　　　一1事緬 ・1・x − ・1− k）

　　　　x Σ c 温再 φ（2x
−

m ）dU
　 　 　 　 　 那

　　　＝Σ塲 ，，c ；
　　　　配

とい う関係式 が得 られ る．また 同様 に し て

　　D7 ； Σ9．一，tC 塩
　　　　 nl

が得られ る．こ こ に 得ら れた 関係式を Malla　t変換 と

い う．こ れ は ノ
ー1 と ゴの 間に も成 り 立 つ こ とは 明 ら

か だ か ら，例 え ば ゴ
＝O か ら出発 して

c

忙1∴∴ 工島：
の よ うに 次 々 と変換 され

　　｛c？｝一 ｛1）厂  D 厂
2
，…，D广，c厂

配
｝
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が 得 られ る こ とに な る．こ こ に 得られた展開係数 動

は ，直交 ウ
ーブ レ

ッ トに よ る 展開係数 に 他な らな い こ

とに 注意 し よ う。こ の 階段型 の ア ル ゴ リ ズ ム は直交 ウ

＝一ブ レ
ッ ト展開の ア ル ゴ リ ズ ム に ほ か な らな い ．

　展開 ア ル ゴ リズ ム が あ る な らそ の 逆方向の ア ル ゴ リ

ズ ム は どの よ うなもの だろ うか ？もう
一

度上Of （x ）

の 2 つ の 展開に 戻 ろ う．い ま Vo   ％ に お け る 展開

式 に 伸長方程式 を 用い る と

・ω 一
甼（琴・1婦 写

・1殉
　　　　　X　》

厂i
一
φ（2κ

一k
’
）

が得られ る．こ れ を Vl に お け る展開式と比較 し ， 係

数 を 等値す る こ とで 次の 関係式 を得る．

　　cl ＝
Σ　cPh．一，t＋ ΣD79．．，t

　 　 　 　 t　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　 こ れ は 明 ら か に ゴとブ
ー1 の 間 で も成 り立 つ 関係 で

あ り，逆 Mallat変換 と呼 ば れ る ．こ の 操作を 次 々 に

繰 り返す こ とに よ り，

　　｛c 尸，　D ［
”
，　Dt

−〔n− 1｝
，…，D 厂

1
｝一 ｛c ？｝

と な りも との 関数f（t） の V
。
で の 展 開係数 が 再現 され

る こ とに なる．

　 こ こ に 述べ た ア ル ゴ リ ズ ム が 具体的展開法を与 え て

い る，とい う説 明 は や や 補足 が 必 要 で あ る．我 々 は ま

ず ， 例 えぽ 時系列な ど の よ うに ， 等間隔で サ ソ ブ リ ソ

グ され た関数値を与え られ る の で あ っ て，そ の 展開係

数 で あ る esを 与 え られ る わ け で は な い ，従 っ て，関

数値か ら こ れ らの CPtを 求 め る こ とが 必要 で あ る．こ

の 手続ぎは もち ろ ん，定義通 り関数 と ス ケ ーリ ソ グ 関

数の 内積 を 正 直に 数値計算す る こ とに よ っ て 行 う こ と

がで きる．しか し多くの 場合 こ れ は 手間がか か りすぎ

る．そ こ で 簡便法 と して ，
ス ケ ーリ ソ グ関数 に よ る展

開係数 （翠は 関数値そ の もの と等 しい ， とお い て し ま

う方法が ある ．こ れ は もち ろ ん 乱暴 で は あ る が，結構

役 に 立 つ の で ， し ば しぽ 実用 に 用 い られ る 方法 で あ

る．また Mallat変換 お よび 逆変換は 畳 み 込 み （convo −

lution）の 形式を して い る た め ，　 FFT を 用 い た 高速計

算が 可能で あ る こ とを 注意 して お く．

　以 上 ，今回は 直交 ウ ェ
ーブ レ

ッ トの 構成 法 を 中 心 に

述べ た ．数学的形式の 議論が 多く応用に は 全 く触れ る

余裕が 無か っ た が，次回 （最終 回 ）は ，具体的 な 直交

ウ ＝一ブ レ
ッ トを い くつ か 挙げ て そ れ ら の 応用 に つ い

て 触れ，さらに 双直交 ウ ェーブ レ ッ トの 考え方 とその

応用 に つ い て も述 べ て み た い ．
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