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《論　文》 圈

正則関数 Trefftz法 と特異関数 Trefftz法に よる

　　　　　2次元 ポテ ン シ ャ ル 問題感度解析†

北 栄 輔
＊ ・神 谷 紀 生

＊ ＊ ・
池 田 洋
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　ABSTRACT 　Trefftz　method 　is　formulated　by　introduCing　regular 　T −complete 　function　or 　singular 　fundamental　so −

luしion．　In　our 　previos　studies ，　regular −
　function　Trefftz　method 　using 　the　rcgular 　T−complcte 　function　was 　applied 　to　the
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tion 　Trefftz　method 　using 　the 　singular 魚 ndam じ ntal 　solution 　is　applied 　to　thc 　scnsitivity 　analysls 　of　two 　dimensional

potential　problem．　Finaly，　simple 　numerical 　examplcs 　are 　shown 　in　order 　to　confirm 　validity 　of しhe　schemes ．
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1． 緒 論

　Trefftz法 は ，1926 年に 7ir塀 zn に よ り初 め て 提案 さ

れ た あ と ， 多 くの 研究者 に よ っ て 研 究 が 進 め られ て き

た 2）・−34｝， こ の う ち ，理 論 的 な 検 討 の 多 くは ，

HerreraS）
”11〕b

’
1 よ っ て な され た ．ま た 応用研 究に つ い

て は ，神谷 ら
19／’，2°1

が Helmh ・ltz方程 式 の 固有値問題

に 適用 し，北 ら
2L ，唱 〕

は 感度 解析に 適用 し た ．

　本来 の Trefftz法で は 支配方程式を満足す る関数の

線形結合に よ って 問 題 の 解 を近似 し，境界条件 を満 足

す る よ うに 未知係数 を決定す る．した が って ，未知 数

を 含む 方 程 式 は 境界に つ い て の 項 だ け か ら構成 され る

の で Trefftz　zaは境界型解法 と考k られ，入力デ
ー

タ

作成や メ
ッ

シ ュ分割 な どの 点 で 境 界 要 素 法 と 同 様の 利

点が あ る．こ こ で 問題の 解に 対す る近似関数 として ，
一

般 に は 非 特 異 な T −complete 関 数 が 用 い ら れ

る
3｝・−fi），8）・v ？一）．SO）N34）．こ の た め 未 知 係数 を 含む方程式

も非特異 とな り，境界要素 法 で 生 じ る 特 異積分 は

Trcfftz法 で は 生 じな い ．しか し，支配方程式を満足

す る関数は T−c。 mp 且ete 関数 だ け で は な く，境界要素

Sensitivity　Analysis　ofTwo 　Dimensi ・ nal ・P ・ tential・Pr・blem　by

Regular−and 　 Singular−funct】。n　Trefftz　Meth 。ds・By 　 Eisuke
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法 で 用 い られ る 基 本 解 も支配 方程 式を 満足 し て い る．

そ こ で，基本解な ど の 特異性を 有す る関数を用 い た

Trdhz 法 の 定式化 も提案 され て い る
！），7 ｝，，tS．1、・2Yl／．笹 こ

の よ うな 定 式化 は ，最初 Otiveira2s）t！c よ り提案され た ，

彼は 重ね 合わ せ の 原理 に 基 づ き，支 配 方程 式を 満足 す

る特異関数 の 線形結合で 問題の 解を 近似 し，未知 係 数

を 境界条件 に 合わ せ て 決定す る定式化法を示 した ．こ

れ は Trcfftzの 示 し た 定 式 化 と全 く同
一

で あ る が ，彼

は Trefftzと 独 立 に 提案し て い る，ま た，　 Pattersenと

Sheikh261”−29｝
は 境界要素法 の 基本解 を用 い た Trefftz法

を
“
Modified 　Trcfftz　Meth ・d

”
と 名付 け，ポ テ ン シ ャ

ル 問 題 や 弾性 問 題の 解析 に 適用 し て い る．しか し，本

論文で は 正則な T−c・mplete 関数 と基本解に 代表 され

る 特 異 関 数 を 用 い る 点 を 強調 す る た め に ，
“

止 則 関 数

Trefftz法
”

お よ び
“
特異関数　Trefftz法

”
と い う用 語

を用 い る．と こ ろ で，特異関数　Trefftz　zaの 定式化 で

は ソ ース 点を解析対象領域 の 外側に 配置す る こ とに よ

っ て ，解析対象の 領域内で は 常 に 支 配 方程 式 を 満足 す

る よ う に 定 式化 され る ．した が っ て ，特異 関 数

Trefftz法 は 基本解 を 用 い るに も関わ らず，問題 の 解

の 近似式は 解析対象内で は 正 則 とな る．Tre 任tz 法 の

定式化は 選点法
・最小 2乗法 ・Galerkin法などで 定式

化 さ れ る が，本 諭文で は 選点法を 用 い る．その 結果，

選点法 に よ る特異関数Trefftz法の 定式化 か ら導 か れ

る 式 は ，境 界要 素 法 の 間 接 法 の
一

種 で あ る 電荷重畳 法

（代用 電荷法）と同様な式とな る の で ，本諭文 で は こ

の 点 に つ い て も議論す る．

　上 記の よ うOC　Trefftz法 は 定式化 が 非特異 とな る境

界型 解法 で あ る．こ の よ う な Tre任tz 法 の 特徴 を 生 か
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すた め ，著者 らは こ れ まで 形 状寸法や 境界条件 に 対す

る感度解析 に Tre仔tz 法 を 適用 した 21ト 24〕，こ れ ま で の

研究 で は ，定式化に
一

貫 して 正 則関数　Trefftz　taを用

い た．それ は ，特異関数　Trefftz法 で は ソ ース 点を解

析対象 の 外 側 に と るの で ，計 算 精 度 が ソ ース 点の 配置

に 強 く依存す る か ら で ある 。しか し ， 正則 関数

Trefftz法 に も問題 が な い わ け で は な い ．そ れ は T −

complete 関数 が 座標原点 と境界点 の 距 離 の べ き乗関

数 で あ る た め ，適切 な 座標変換を 施 さ な けれ ぽ 係数 マ

ト リ ッ ク ス の 条件数 が 大 きくな っ て しま うこ とで あ

る ．こ れ に 対 し て ，特異 関数 Trefftz 法で 用 い る 基本

解は 2点間 距離の 関数 で あ る た め ，係数 マ ト リ ッ ク ス

の 条件数は 正 則 関数 Tre趾 z 法に 比 べ て あま り大 きく

な らな い と期待で き る ．と こ ろ で ，こ れ ま で の 研究の

多 くは 定式化 IC　T−complete 関数 と特異関数 の ど ち ら

か
一

方 を 用 い て お り ， 両者を ま とめ て 比較 し て い る も

の は ない ．そ こ で 本諭文 で ｝1　J まず正則関数　Trefftz

法 と 特異 関数 Tre∬tz 法 の 定 式 化 を ま とめ て 示 す と と

もに ，それ らに 基づ く感度解析手法を 示 す，そ して，

2 次 元 ポ テ ン シ ャ ル 問題 の 簡単な例題を通 じて 2 つ の

Trefftz　zaの 特徴に つ い て 検討 す る．

2． Trefftz 法の定式化

　2．1T −
complcte 関数と基本解

　2 次元 ポ テ ソ シ
ャ

ル 問 題 の 支配方程式 と境界条件 は

次式で 与えられ る．

　　ワ
2u＝0　　　　（in　Ω）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　1　）　　

’

　　 u＝fi （・n 　rl）

　 　 ∂u

　　蕊
（− g）＝ i」 （・ ・ 「 2 ）　 　 　 （2 ）

こ こ で ，Ω は 解析対象領域 を，君，ろ は ポ テ ソ シ ャ ル

u の 指定境界 ，
7 ラ

ッ
ク ス g の 指定境界を示す．また

netag 界 で の 単 位 法 線ベ ク トル を，（
一
） は 指定鏡界

条件値を示 す ．

　Trefftz法 で は ，式 〔1 ）を 満足 す る関数 を 用 い て 解

を 近似す る．正 則 関数Trefftz法 で は 近似関数 に T −

c。 mplete 関数 を 用 い る．2 次 元 閉 領 域 で の Lapla ［e 問

題 に つ い て ，式（1）を 変数分離で 解け ば ，T −com −

plete関数 u
＊
は 次の よ うに 求め られ る 11）．

　　｛孝｝＝｛r
’
eJ

’
vθ

｝ （v＝0，1、…）　　　　 （3 ）

こ こ で 」は 虚数単位 で あ り，r
，
θは任意に 取 られ た 平

面極座標 に お け る任意点 の 座標 で あ る．また ，r は 特

異関数 Tre抂tz 法 の 定式化 で 用 い る基本解 の 2 点 間距

離 7 （P ，（〜） と は 異 な る の で ，注意 し な けれ ぽ な ら な

い ，

●

●

●

2
σ

Q
●

●
●

図 量　 観測点 と ソ ー
ス 点

●

● ON

　正則関数 Trefftz法 で は ，式 （3 ）に 示 さ れ る よ うな

正 則 な関 数 を用 い て 定式化を 行 うの に 対 し て ，特異関

数　Trefftz法 で は 観測点 と ソ ーX 点 の 2 点間距離 の 関

数 で あ る 基 本 解 を 用 い て 定 式 化 を 行 う．2 次 元

Laplace問 題 に 対 す る 基 本解は 次式 で 与 え られ る 3b｝．

　　u
・

（・，・q）一か（
　　　lr

（P ，Q））　　 （・ ）

こ こ で P は 解析対象の 境界上 に 取 られた 観測点 を 示

し ， （〜は ソ ー
ス 点を 示 す． r（P，　Q）は P と Q の 2 点間

距離を示 し ， 次式で 定義され る．

　　r（P，・Q）＝ （・バ ザ ＋ （．v。

一
・Q）

2
　 　 （5 ）

と こ ろ で ，式 （4 ）で 示 され る基本解は 非同次方程式

　　ワ
2u

十 δ（P，（≧）＝0　　（in Ω）　　　　　　　　　　　　（6 ）

の 解 で あ る か ら，ソ ー
ス 点 Q が 領域 Ω に 含 まれ る場

合 P＝q は 特異点 と な り，式（1 ）が 成 り立 た な い ．そ

こ で ，ソース 点Q を領域 Ω の 外 に とる こ とに よ っ て ，

領域 Ω 内で は 基本解 （式（4 ））が 式 （1）を 満 足 す る

よ うに し な け れ ぽ な ら な い ，つ ま り，特 異関 数

Tre仔tz 法 の 定式化 で は ，図 1に 示 す よ うに ソ ー
ス 点

Q を 領域 Ωの 外側 に 取 る こ と に な る．こ の 結果，定

式化 に 用 い る基 本 解は 特異関数 で あ るに も関わ らず ，

解析対象領域 に お け る Trefftz法 の 定式化に は 特異性

は 含 まれ な い ．

　2，2 選点法 に よ る定 式 化

　Trefftz法 で は ，領域内の 任意点 P で の ポ テ ン シ ャ

ル u を，支配方程 式 を 満足 す る 関数 の 線形結合に よ っ

て 近似す る，正 則 関 tw　Trefftz　zaで は ，近似関数 と し

て T−complete 関数 ずを と り，次 の よ うに な る．

一 48 一 シ ミ z レ
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　　u （P ）＝ il（P ）＝aluf ＋ α2避＋
…

＋ α
揮 嬉

　　　　　　　 ＝aTu
＊

（P）　　　　　　　　 （7 ）

こ こ で N は T て ompletc 関数の 総数 を示 し，　 a
＝｛al，a2，

・，a，v ｝1 は 未知定数ベ ク トル で ある ．一
方，特異関数

Tre旺tz 法 で は近似関数 に 基本解を と り， 次 の よ うに

線形 近 似す る ．

　　u （P ）＝ a（P ）＝ alu
＊

（P，（Zi＞＋ a1u
＊

（P，（z2〕
　　　　　　　　 ＋

…＋ a，vu
＊
（P，　Qlv）

　　　　　　　 ≡ α  
＊

（P ）　　　　　　　　 （8 ）

こ こ で N は ソ ース 点 の 総数 で あ り，a ；｛a 、，　 a2，…，

α、v尸 は未知定数 ベ ク トル を 示す．

　式（7 ）また は 式（8 ）を 境界の 法線方向に 微分すれ は

境 界 で の フ ラ ッ ク ス g（P ）の 近似式を 得 る ，

　　　　　　　　畝 P ）
　　　　　　　　　　　＝a

τ

9
＊

（P ）　　　　 （9 ）　　9（P ）笥 （P）＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂n

　式 （7 ），（8 ），（9 ）を境界条件式（2 ＞に 代入 す る と，

境界条件 は 完全に は 満足 され な い の で 残 差 が 生 じる ．

つ ま り，

　　P ∈ r ，：R1 ≡ 9一寵一a
’

u
＊

〔P ）
− ti（P ）≠ o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）
　　P∈ r

，
・　R

、
≡ 4− il； aTg

＊

（P）− a（P ）≠ o

　 Trefftz 法・で は 境界条件 を 近似的 に 満足す る よ うに

係数 ベ ク トル a を 定 め る．定式化 に 選点法を用 い る

場合，境界上 に と られ た 選点 Pl で 残差 を 0 とお く．

つ ま り， 式（10）よ り

　　P，∈ rl：Rlcp ，）＝a
τ
u

＊

（Pi）− fi（P，）二〇（i＝1…，Ml ）

　　 P，∈ 乃 ・R
、（P，）＝α

ノ

9
＊

（P，）
− ij（P，）二〇（ガ＝1…，M 、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

こ こ で，M
，，／M2 は それぞれ 几 Ft上 に と られ た選点

の 総数 で あ る．上 式を 整理す る と，

　　aTu
＊
（P、）＝ti（P，）（P，∈ r

、）

　　a
’

g
’
（P、）

＝il（P，）（P，∈ F
，）

こ れ を マ ト リ ッ ク ス 表示 す る と，

　　　 配 汽　礒
…
　 π査〉

幽　嶬 癒

ホ 　 　 　 ホ

UMll 　 u、if12　　 u、VIN

茹　9益　　 轟

9査　盛　　 9蛬v1 ｝一
　 　 　 　 　 ホ　　　　　　ホ　 　 　 ホ

　 　 9随 19 、”2
・2 『’19

娩 v

こ こ で fi（P，）Etii ，　 e
’
（Pρ… 弘 で あ る

1

　
2

一
配

冒
π

fiMl7L72

ilM2

　 ま た ，

（12）

（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 正 則関数

Trefftz 法 の 場合げ（P，）≡ 蟻 げ（P、）三 むで あ り，特異

関 数 Trelhz法 の 場 合 za
＊

（P，，¢ ≡ 弗 g
＊

（Pi，（ジ ≡ ei’で

あ る．上 式を 次 の よ うに 表す．

　　Ka ＝f 　　　　　　　　　　　　　 （14）

式 （14）の 係数 マ ト リ ッ ク ス は M × N 〈M ＝M1 ＋ Mi ） と

な っ て い る．し た が っ て ，M ＝N ならば その ま ま 解く

こ とが で ぎる が ，M ≠ N な らば そ の ま ま解く こ とが で

きな い ．そ こ で ，M ＞N の 場合は 式 （14）に 最小 2乗法

を適用す る．

　2．3　特異関数 T ・ efftz 法 と 電荷重畳法 の 比較

　電荷重 畳 法 で は，解析対 象 Ω の 境界 r を 含 む よ う

に 仮想境界 r を と る （図 2 ）．解析対象領域内 の 任

意点 P で の ポ テ ソ シ ャ
ル u （P）は，厂 トに 分布す る 未

知 の 密度関数 a （Q）と 基本解 ボ に よ っ て ，次 の よ う に

表 され る．

姻
一レゆ ω ガ 　 　（15・

P が r ヒに あ る 場合 に ，h 式を P で 境界 の 法線方向

に 微分すれば ア ラ
ッ

ク ス の 近似式 を得 る．

炸
∂iX‘iif

）
−L喋 の

・ 瞬

　　　　　　　一レ（P，・Q）・ （Q）・d・
’

　 ・16）

厂 を い くつ か の 愛界要素 r
’
に 分割 し，そ こ で の 分

布関数 a （Q）を 次の よ うに 近似す る．

　　a （Q）；φ
’
a

　こ こ で ，a は 要素 4，

’
上 に 取 ら れ た 節点 で の 密度関

数値 か ら な るベ ク トル で あ り，φは 内挿関数 ベ ク トル

で あ る．式（15）と U6 ）に 上 式を 代 入 して 離散化す れ ば

次式 を 得 る．

・… 一

耳∫〆磁 　　　 （1・・

9・p ・一

耳レ齢 　　　 （1・・

　次に 境 界 F 上 に い くつ か の 選 点 P，を 取 り，そ れ ら

の 選 点 に お い て 式 （17＞また は （18）が成 り立 つ と考 え れ

ば 次式を 得 る ．

図 2　 実境界 と仮 想境界
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・蝦 塒
耳∫。

蜘 一

写幅

P
・
　・ n ・r

・
− 9 ・Pi・・

就 轟 一
写…

　 こ れ らを ま とめ て マ ト リッ
ク ス 表示す る と

　　Ka ＝f　　　　　　　　　　　　　　（19）
こ こ で ，」ζ は 辱 や 8ウ

か ら な る係 数 マ ト リ ッ ク ス で あ

り，f は 境界条件値の ベ ク トル で ある．また ， こ の 式

で は a は 全節点 で の 関数値 か らな る ベ ク トル で あ る．

　上 式 は，マ ト リ
ッ ク ス K が 基本解の 境界積分に よ

っ て 構成 され て い る こ とを 除 く と，特異関数　Trefftz

法 の 定 式化か ら導か れ た 式 と類似 して い る．こ の こ と

は，従来間接法憤界要素法の 1 つ と考え られて い た 電

荷重 畳 法 が ，基本 解 を 用 い た Trefftz法 （特異関数

Trefftz法）の 1 つ と も考 え られ る こ とを示 して い る，

また，電荷重畳 法 で は ，式（15）を静電 界 の 定理 に よ っ

て 保証 し て い るの に 対 し て ，Trefftz法 で は 数学 理 論

の 面 か ら同様の 関係式 を 導 き出 して い る と考 え る こ と

もで きる．

　2．4　か ど点で の 選点配置

　境界条件 の 種類や値が変化す る境 界 上 の 点 を ，こ こ

では か ど点 と呼ぶ こ とに す る ．か ど点 に対す る境界条

C i

｛a）Coincident　double　colIocation 　pointS

C i

（b｝Near−by　double　Dollocation 　points

図 3　 2 重 選点

　件 の 与え方は ，精度良く解析を行 うた め に 非常に 重要

　で ある ．か ど点 の タ イ プ に は い くつ か あ る が，本論文

で 用い る プ ロ グ ラ ム で は次の 2 つ の 場合

　　
。か ど点の 両 側で 境界条件の 種類 が 変化す る場合

　　
・ か ど点の 両側 で 異な る 法線ベ ク ト ル をもつ 7 ラ ッ

　　　ク ス 値 が与 え られ て い る場合

に は ，か ど点 に 同 じ座標 値 を持 つ 2 つ の 選 点 を とる 方

法 を用 い る ．こ れ を ，こ こ で は 完全 2重選点 法

（Coincident　double 　collocation 　points） と よ ぶ こ とに す

る （図 3 （a ））．これ 以外の か ど点に つ い て は ，完全 2

重選点法 を用 い る と係数 マ ト リ ッ ク ス に 同 じ成 分 を持

つ 行が 2 つ 生 じて マ ト リ ッ ク ス が 特異 となるた め ，か

ど点か らず ら して 2 選点をとる方法を 用い る．こ れ を

近接 2 重選点法 （Near・by　double　 collocation 　 points）

とよぶ こ とに す る （図 3 （b））．た だ し，近接 2重選点

法 を 用 い る 場合，選点配置が 計算精度 に 影響す る の

で ，用い る計算機 の 計算精度も考慮 して ず ら し量を 決

定 しな ければ な ら な い ．

　 2．5 係数 マ トリ ッ ク ス の 条件数

　著者 ら の 以前 の 研究 m 〕
’v2 − ）1こ お い て 指摘 し た よ う

に ，正則関数　Trefftz法 で は 係数 マ ト リ ッ ク ス の 条 件

数の 増大 に よ る計算精度の 低下 が 重 要 な問題 となる．
こ れ は ，T −c。 mplete 関数が 原点 と選 点 の 距離 r の べ

ぎ乗の 関数 で あ るた め ，T−complete 関数の 個数 N が

大 き く な る と 厂＞ 1の 場 合 〆 が 非 常 に 大 き く な る

（r＜ 1 の 場 合 捌 が 非常 に 小さ くな る）た め に生 じ る．
こ の 問題 を解決す るた め に 次 の よ うな座標変換 を 行

う
1ア）．

　
・解析対象の 図心 が 座標原点 と な る よ うに 座標変換

　 　 す る，

　
・ そ の 上 で ， 図心 と各選点 の 距離 の 平均値が 1 とな

　　る よ うに ス ケ
ー

リ ン グす る．

こ の 方法を用 い る こ と で ，選点 P
，

ハの 座標（Xi，、JP、）は

次の よ うに 座標変換 され る．

　　Ii＝＝（x
厂 Xc）11），」‘＝（」厂 」、）1D　　　　　（20）

こ こ で x、，1、は初期座標系 に お け る 図心 座標 で あ り，
D は ス ケ

ー
リ ン グ 係数 で あ る 、こ れ らは 次 の よ うに 与

え られ る．

　 　 　 　 1　 M

　　
Xc ＝

万 Σ ・
・

　　　　1

’

z1
・‘＝ 語 ・

　 　 　 　 1　 M

　　D −一
万 Σ 癩

　 　 　 　 　 ‘＝1

こ の よ うな 座標変換 は 正則関数 Trefftz法 に の み 適用
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され ，特異関数 Treπtz法 に は 適用 されな い ．こ れ は，

特異 関数　Trefftz　thで は 基本解 に 含 ま れ る r が 2 点 間

距離 の 関数 で あ るた め ，こ の よ う な操作を用 い なくと

も条 件 数 の 増加 が抑制 され るか ら で あ る．

3， 感 度 解 析

　 3，1 形状感度解析

　最初 に 解析対象 の 形状 パ ラ メ
ー

タ に つ い て の 感度解

析に つ い て 考 え る、解析対象領域内に と られ た 任意点

R で の ポ テ ソ シ ャ ル 値 u （R ）と フ ラ
ッ

ク ス 値 g〔R ）は

次 式 の よ うに 近似 され る．

　　 u （R）rfi ＝
α

1
♂ （R ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （21）
　　9（R ）＝ 4＝aTg

＊

 

こ こ で ，u
＊

， ゲ は 関数値 を 計算す る点 R の 座 標値 に

よ っ て 決定 され る の に 対 し て ，a は 解析対象の 形状や

境界条件 に よ っ て 決定 され る数 値で あ る．こ の こ とに

注 意 して ，上式を 形状 パ ラ メ
ー

タ で 微分 す る と次 式を

得 る，

　　ti（R ）：＝dTu
＊ CR）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （22）
　　il（R ）＝ ¢

79 ＊

（R）

　 こ こ で ，（ ） は 形 状 パ ラ メ ータ に つ い て の 微分を

示す．また，4 は式（14）か ら次の よ うに して 求 め る こ

とが で ぎる．

　 まず，式（14）の 両辺を形状 パ ラ メ
ー

タ で 微分す る と

次式を得 る．

　　Ka 十 Kd ＝
∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

した が っ て

　　κd ＝f− ka　　　　　　　　　　 （24）

ま た は ，境界条件が形状変更 に よ っ て変化 しな い 場 合

は ノ＝0 と な る か ら

　　1【d＝− jta　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

こ れ らか ら d を 計算 して 式（22）へ 代入 す れ ば 感度 を

求 め る こ とが で ぎる ．また，式（24）と式 （25＞の 左 辺 係

数 マ ト リ ッ ク ス K は 感度解析 に 先立 つ 初期解析で 用

い る もの （式（14）） と同 じな の で ，初期 解析 の 段 階 で

LU 分解 し て お け ば ，感度解析 の 段階 で は 簡単な 計 算

に よ っ て tiを 求め る こ とが で きる ．こ の こ とは ，計算

効率改善の ため に は 非常に 有利 で ある ．

　3，2 境界条件感 度解析

　次 に 境界条件値 に 対す る感度解析に つ い て考 之 る．

ポ テ ン シ ャ ル と フ ラ ッ
ク ス は 式（21）で 与 え られ る の

で ，こ れらを境界条件値に つ い て 微分する．こ の とぎ，

u
＊
（R ），g

＊
（R ）が 境界 条 件 値 の 関 数 で な い こ とに 注意

す る と次式を得 る．

　　ti（R ）＝d
τ

u
＊
〔R）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （26〕
　　4（R〕＝d

τ

9
’

（R ）

こ こ で ，C ）は境界条件値に つ い て の 微分 を 示 す．

次に ，d を 求 め るた め に 式（14）の 両 辺 を境界条 件 値 で

微分す る と次式を得 る．

　　Ka ＋Kd ＝f
こ の 式 に お い て ， K は 境 界条件 の 関数 で な い か ら

k ＝  とな り

　　κ dr 广
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）
　　d ；K

一
ノ

こ れ を式（26）に 代入 すれば 境界条件値 に 対す る感度を

求 め る こ とが で ぎる．

4． 解　析　例

　4，1 解析例 1

　解析対象 と 選点配置　最初 に 厚肉円筒 の 熱伝導解析

を考 え る ．対象は 内半径 r
、，外半径 r2（＝3r1）で あ り，

内壁温度 簡
＝0，外壁温度 晦

＝1 とす る （図 4 ）．対称

性 を考 え て 問 題 の lf8 領域 を 解析 対 象 と し，境 界条 件

を 次 の よ うに 与え る．

　　 u＝u1＝1　外壁上

　　 u＝Ul＝  　内壁 上

　　e
＝0　　 対称軸上

解析 に 用 い る選点総数は 100個 で あ り，こ れ らが 外 周

上 に 32個，内周上 に 12個，対称軸上 に 28個つ つ 均等に

配置 さ れ て お り，4 つ の か ど点 に は 完全 2 重選点が と

られ て い る ．

　精度検定　 こ の 問題 を 正 則 関数　Trefftz法 と特異関

数 Trefftz 法 で 解析 し，ポ テ ン シ ャ ル と フ ラ ヅ ク ス の

0

　 ／

／

ゴ

図 4　厚肉円筒 （11B 領域）
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図 6　 特 異 関 数 Trefftz法 で の 計 算精度

計算精度を理論解 と比較す る．まず 正 則関数　Trefftz

法 で解析を 行 う，T−c・ mplete 関数 の 総数を 10個 か ら

100個 ま で に 徐 々 に 増加 させ て 解析を行い
， 全体誤差

の 収束 と係数 マ ト リ ッ
ク ス の 条件数 の 増加 36｝を検討す

る．誤差 の 評価に は ，次式 で 定義す る全体誤差指標

Eu，　Eg を用 い る．

　 　 　 　 1　 M

　　
Eu ＝

万 Σ II・（Pi）− uex（P，・）　11

　　　　1

’

二
】

　　
E

・「 7碧Ilg（P ・）
−
gex（Pi）ll

こ こ で ， Ir・IFは 2 乗 ノ ル ム を 示 す ．

　 図 5 に 誤差 の 収束 と条 件 数 の 増加 を 示 す．誤差 は

T −c・ mplete 関数 の 個数 N の 増加 に つ れ て 急速 に 減少

し ， ノV＝40に お い て ほ ぼ 0 と な っ て い る，条件数 は

N の 増加 に つ れ て 指数関数 的 に 増 加 し，N ＝90に お い

て 1  且9程 度に な っ て い る が，N ＝　100 で は 10i4程度 に 減

少 して い る．N ＝100に お い て 条件数が減少して い る

の は ，こ の と き M →N ＝100とな る の で ，最 小 2 乗 法

を適 用 す る こ とな く連立 1次方程式 が 解か れ るた め で

あ る，

　次に 特異関数　Trefftz　taで 解析を行 う．こ の た め に ，

選点か ら 境界 の 法線方 向 に D 離 れ た と こ ろ に ソ ー
ス

点を と る．従 っ て ，ソ ース 点の 総数 （基本解 の 総数）

N ；100で あ る．D を徐 々 に 大 き く し な が ら ，全体 の

誤 差 の 収束状況を 評価す る．D に 対 す る誤 差 の 収束

状況を図 6に 示す．横軸に は D を平均要素長 さL で 無

次元化 し た 値を，縦軸 に は 誤差指標を 示 す ．こ の 図 か

ら，D が 大 き くな る に つ れ て 誤差 は 小 さ く な りD ！

L ＝ 5 あた りで ほ ぼ o とな るが，DIL ≧looで は 再 び増

加 し て い る．D ！L ≧ 100 で は 条件数 が 1020よ り も大 き

くな る こ とか ら，こ れ が用 い た 計算機と LU 分解 ア ル

ゴ リズ ム の 精度 の 限 界 と考えられ る．誤差が十 分 に 収

束 して い るo，5 ≦ DIL ≦ 100 に お い て 係数 マ ト リ ッ ク ス

の 条件数 は 105か ら IO19で あ る が ，こ れ は 正 則 関数
Trefftz 法 で M ；N ＝100と して 解析を行 っ た 場合 の 係

数 マ トリ ッ ク ス の 条件数 IO14とほ ぼ同程度 と考 え られ

る．

　形状感度解析　感度解析 の 変数 と して 外半径 r2 を

と り，ポ テ ソ シ
ャ

ル とフ ラ ッ ク ス の 形 状感度を 計算 す

る ，ま ず正 則 関数　Trefftz法 で 解析 を 行 う．T−c・m −

plete関数の 総数を10個か ら 100個ま で に 徐 々 に 増加さ

せ て 解析を 行い ， 全体誤差 の 収束を評価す る．誤差 の

評画に は ，次式 で 定義す る 全 体 誤 差 指 標 E 、Vi 　Es
，
を 用

い る．

　 　 　 　 1　 M

　　
E ・L＝

万 Σ II諺（P ，）
− ti

‘t
（P，・）II

　　　　t7

　　瑤广 万 粤［1¢ （Pi）ず （P，）11

　図 7 に 誤差 の 収束と条件数 の 増加 を 示 す ．誤差 は

T−c。 mplete 関数 の 個数 N の 増加 に つ れて 急速 に 減少

し，N ＝30 に お い て ほ ぼ 0 とな っ て い る．

　次 に ，特異関数　Trefftz法 で 解析 を 行 う．1）の 増 加

に 対す る 感度 の 誤 差 の 収束状況を図 8 に 示 す．こ の 場

合 も先 の 例 と同 様 に ，刀 が 大 きくな るに つ れ て 誤差 は

小さくな りD ！L ＝5で ほ ぼ o となるが，DIL ≧ 1  で は

再び 増加 して い る．

　境界条件値感度解析　感度解析 の 変数 と して 外壁上

で の 境界条件値 u2 を と り，ポ テ ソ シ ャ ル とフ ラ ヅ ク

ス の 境界条件値感度 を 計算 す る ，まず ，正 則関数
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図 8　 形 状 感 度 の 誤 差 収束 （特異関数　Trefftz　taの 場 合 ）
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図 9　墟界条件感度 の 誤差 収束 〔正則 関数 Tre 任tz 法 の 場

　 　 合）

Trefftz 法 で 解析 を 行 う．T −completc 関数 の 総数を 10

個 か ら100個 ま で に 徐 々 に 増 加 させ て 解析 を 行い ，全

体誤差の 収束を 評価す る．全 体誤差 の 評価 に は ， E式

で 定義す る全体誤差指標 E…E，， を用い る．図 9に 誤

差の 収束 と条件 数 の 増 加 を 示 す．上 記の 例 と同様に 誤

差は T −complete 関 数 の 個数 N の 増加 ｝こ つ れ て 急 速 に

減少 し，N ＝3  に お い て ほ ぼ 0 とな っ て い る，次 に 特

異関数 Trefftz 法 で 解析を行う．解析に 用 い た 選点や

ソ ーX 点 の 配置 は ，先 に 用 い た もの と同 じで あ る．D

の 増加 に 対す る感度 の 誤差 の 収束状況を図10ec示す．

こ の 場 合 も先 の 例 と 同 様 に ，D が 大 ぎ くな る に つ れ

て誤差 は 小さ くな りDfL ＝1 で ほ ぼ 0 と な る が ，　 D ！

L ≧ ioで は 再び 増加 して い る．

　 4．2 解 析例 2

　第 2 の 感度解析例 と して ，図 11に 示 した 楕 円形領域

　　 x2 　／
2

　　7＋
歹

≦ 1

に つ い て 境界 値 問 題

　　 v2w ＝− 2　（inΩ）

　　 ω
＝O　（onF ）

を解 くこ とを 考 え る．こ の 問 題 に 変数変換

　 　 　 　 　 　 1
　　 w ＝u

− − Cx2＋Pt
’
t
）

　 　 　 　 　 　2

を 施 せ ば ，支配 方程 式は Laplace方程式 に 変換 され る．

　　 72u ＝0 （in　9）

　 　 　 　 1

　　・
＝
マ

（・
z
ぜ （Qn 「 ）

こ の 問題 で，a ！b＝・1，3，5，10の 場合 に つ い て u，　g≡ ∂u！

au の α に 対す る感度を計算 し，計算結果 を 厳密解 と
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ク ス 感度の 誤 差収束 （特 異関数 Trefftz法 の

　 　 場合）

比較す る ．解 析 に 用 い た選 点総数は 50個 で あ り，こ れ

らが角度 θに つ い て 均等 に 配置 さ れ て い る．まず，

T−complete 関数を M ＝50に と り， 正 則関数　Trefftz　ta

で 解析 を行 う．計算結果を 図 12に 示すが ，a！bの 値に

よ らず数値解 と理 論解は 良 く
一

致 して い る こ とが 分か

る ．次 に ， ソ
ース 点 を N ＝50に と っ て ， 特異関数

Trefftz法で 解析 を 行 う．ソ
ース 点 を 選点か ら境界 の

法線方向に D 離れ た とこ ろ に 配置す る．そ こ で，D と

計算精度 の 関 係 を検討 した結果 を図 13と図 14に 示 す．

横軸に は D を平均要素長 さ L で無次元 化 した 値を，

縦軸 に は ポ テ ン シ ャ ル 感度 と フ ラ ッ ク ス 感度 の 全体誤

差 E，u ，　E、g を 示 す．こ の 図か ら誤 差 は afb 　Vlよ らず同

じ よ うに
一

様 に 収 束 し，DIL ； o．5程 度 で ほ ぼ o と な

っ て い る こ と が わ か る．そ し て ，DIL ≧ o．5で の 特異

関数　Trefftz法 に よ る数値解 と理論解 の 比較 は 正 則 関

数 TreEtz法に よ る 結果 と全 く同 じと な っ た．

5． 結 論

　Trefftz法 で は 問題 の 解 は 支配方程式を満足す る関

数 の 線形結合に よ っ て 近似され，こ の 近似解が 境界条

件 を満足す る よ うに 未知係数 が 決定 され る．こ こ で ，

近似 に 用い る 関数は 正 則な T−complete 関数 と特異 な

基 本解に 分 け る こ とが で ぎる の で ，本論文 で は T一
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complete 関数 を用 い る Trefftz法 を 正 則 Ca　X 　Trcfftz

法，基本解 を 用い る Trefftz法を 特異関数　Trefftz法 と

名付 け て 区別 し た ．著者 ら は ，こ れ ま で 正 則関 数

Trefftz　zaに よ る感度解析手法 を 提案 して い る が，本

論文 で は特異関数 Trefftz法 に よ る 感度解析手法 もあ

わせ て 開発 した．そ し て ，簡単な解析例 を 用い て 正 則

関数　Trefftz法 と特異関数　Trcfftz　taに よ る感度解析手

法を比 較 し，次 の よ うな結果 を得 た．

　1．正 則関数 Tre 餓 z 法 で は ，　 T −complete 関数 の 個

　　　数 を多 く取れ ば 厳密解 に
一

様 に 収束 し て い く．

　 2．特 異 関数　Trefftz　zaで は ，ソ
ー

ス 点と解析対象

　　　境界の 距離を適切に 取れ ば 十 分 に 精度 の 良 い 計

　　　算結果を 与え る．し か し，ソ ース 点 と解 析 対 象

　　　鏡界 との 距離を あらか じめ 適切 に 決定 す るの が

　　　困難で あ る．

　 3，正 則 関数　Trefftz 法 で は ，係 数
一
t ト リ ッ ク x の

　　　条件数の 増加 を 抑え る た め に 座 標 変換 な どの 手

　　　法を 用 い な け れ ば な ら な い ．こ れに 対 して ，特

　　　異 関 数 Trefftz法 で は 条 件数 の 増 加 は 正 則関数

　　　Trefftz法 ほ ど大 き くな く，座 標 変 換 も必 要 な

い ．

　 これ らの こ とか ら，2 つ の 方法 の 特徴 を 次の よ うに

ま とめ る こ とが で ぎ る．まず，正 則 Trefftz法 の 定式

化に は ，特異関数 Tre餓 z 法 で の ソ
ース 点配置 に お げ

る よ うな任意性が な い が，条件数 の 増加を抑え る よ う

な 手法が必 要 に な る．一
方，特異関数　Trcfftz　zaで は

条件数 の 増加は 大 ぎくは ない が ，ソ ース 点 の 適 切 な配

置方法 が確立 され て い な い ．した が っ て ，これ らの 問

題 の 解決 の た め 今後
一層の 研究が 必 要 で あ る．
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