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《小特集》

構造安全性の ための 確率有限要素法シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

野　口　裕 　久
＊

　ABSTRACT 　The 　stochastidnite 　element 　method ，　which 　takes　account 　of　uncertainties 　in　the　geometry，
　material

properties　Gfastructure 　or 　the 　applied 　Ioads ，　is　an 　essential 　an 　alysis　tool　for　the　nuincrical 　simulation 　to　assure 　the 　struc 一

亡ural 　safety ．　In　th量s　report ，　the　basis　theory 　ef 　the　stQchastic 　finite　element 　method 　including　the　first　order 　sec ⊂md 　mo −

ment 　method 　and 　the 　first　order 　reliability 　method 　is　briefiy　introduced 　and 　two 　exarnple 　problems，the　sto 〔ahstic 　analy −

sis 　of 　a 　grid　spring 　in　a 　nuclear 　fuel　 assembly 　and 　the 　reliablity 　analysis 　of 　el　asto −plastic　dynamic 　problcms　arc 　dcmon −

strated ．

1． は じ め に

　近年有限要素法は，計算機 の 発達 に も伴 い ，構造物

設計の 安全性あ るい は 信頼性評価に 実用的に用 い られ

る よ うに な っ た ．ま た ，小 規 模 な モ デ ル か ら大規模な

モ デ ル まで ，線形問題か ら非線形問題ま で そ の 応用範

囲は年 々 拡張 され て い る．しか しなが ら，有限要素法

自体は あ くまで 確 定的 な もの で あ り，あ らか じめ 定 め

られ た 入 力 データ に 対応す る構造物 の 応 答が 求 め られ

るに 過 ぎな い ．一
方，実際の 構造物 に は 必 ず各様の 不

確か ら し さが 存在す る．代表的 な もの として ，材料定

数に 伴う統計的 な 不 確 か ら し さ，板 厚 な ど幾何学的 な

寸法 の 製作加工 誤差 に よ る不 確 か ら し さ，外荷重 に 対

す る ラ ソ ダ ム な あ る い は 確率過程 に 基づ く不確か ら し

さが あげ ら れ る．従 っ て 構造安全性 に 資す る た め に

は ，
こ の よ うな不 確か ら し さ を考慮 した 解析が 不 可 欠

とな る．

　確率有限 要 素法 は そ の よ うな 観点か ら 開発 され た 手

法 で あ り，

一
般的 に モ ン テ カ ル 卩 法 を 用 い た 手 法 1）と

摂 動 法 2）・3＞を 用 い た 手法 に 大別す る こ と が 出 来 る．前

者 は ，よ く知 られ て い る よ うに ，乱数を 用 い て 入力デ

ータ の 確率分布 を再現 し構造応 答 の 確 率 的 評 価 を 行 う

もの で あ り，後者 は 期待値 まわ りの テ イ ラ ー展開法を

用 い た近 似的な 評価手法 で あ る ．両 者 の 優劣に つ い て

は別 の 機会 に 譲 る もの と し，本稿 で 確率有限要素法 と

呼ぶ 場合 に は 後者の 方を 指 す もの とす る．

Simulation 正br　Structual　Safery　bV　Stochastic　Finite　Elernent

Method ．　By　Hirofiisa　Noguchi（Dept．　ef　System　Design　Engin−

eering ，　Keio　Univ ，），
i
慶應義塾大学 シ ス テ ム デ ザ イ ソ 工 学科

　 さて ，確率有限要素法の 国 内に お け る代表的 な 研究

と して は ，中桐，久田 に よ る もの があ り，線形領域に

つ い て は 文献吻 こ基礎 か ら応 用 まで 簡潔 に と りま と め

られ て い る．その 後，著者を含む久 田 らの 研究 グル ー

プに よ り，主 と し て 摂動法に 基づ く感度解析手法に 関

し非線形領域 ま で 拡張 され，非線形確率有限要素法の

基礎 と して 確立 され た S）一一・7｝．本稿 は ， 久 田 らの 研 究 成

果 を 中 心 に 全 体 を 2部 に 分 け，前半 で は 期待値 と分散

を 求め る確率有限要素法に つ い て ，後半 で は 信頼性指

標を 求め る 確率有限要素法に つ い て ，それ ぞれ 具体的

な非線形解析例 を添 え て 解説す る．

2． 確率有限要素法の基礎
4）

　2．1 関数 の 結合確率密度関数

　す で に 述べ た よ うに ，確率有限要素法 とは ，入 力デ

ータ の ゆ ら ぎに 対す る出 力の ゆ ら ぎを評価す る もの で

あ る，したが っ て，有限要素法自体を確率変数 に 対す

るひ とつ の 関数 とみ な す こ とが で きる．こ こ で 簡単に

2確率変数 X1 ，X2 の 場合 で 考 え て み よ う．今 Y 、，　Y2

が，

　　Y1＝9i（Xi，X2）　　　　　　　　　　　　　　 （1 ）

　　Y2＝92（X 且，X2）　　　　　　　　　　　　　　 （2）

の よ うに Xl，　X2 と関数 9t，　g2を通 じて 1対 1対応 の

関係 に あ る もの とす る ．x は ヤ ソ グ率な ど の 物性値 ，

Y は 変位や応力 な ど応答値と考え て よ い ．例 え ば図 1

に 示 す よ うに 領域 Dx が DY に 写塚 され る 場合 ， 応答

値が 領域 DY に 含 まれ る確率は ，確i率変数 Yl，　Y2 の 結

合確率密度関数 をfY（Y ）とす れ ぽ ，式 （3 ）の よ うに

書 くこ とが で きる．（以 下 で は ，Y は 確率変数を，　 y

は そ の 実現値を 表わ して い る，）
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図 1 関数gに よ る 領域の 変操

Yt

。 扁 い ・鵯 雌 　 …

通常 fY（Y ）は 未知関数 で あ る が ，こ れ は 次 の よ うに

求 め られ る ．すなわ ち ，1 つ の Y に 対 して X が 唯
一

つ 定 ま る場合 に は ，明 らか に 式 （3 ）の 確率 は Xl，X2

の 実現値が領域 Dx に 含 ま れ る確率 と等 しい ．よ っ て

同 様 に 確率変数 X
，，X2 の 結合確率密度関数 を fx（X ）

と置 くと，

濃 訝レー 哦 ・・x
，・dX2

　　　　　−∫レ議 購 募嵎 …

を 得 る．式（4 ）に お い て ldXfdylは 変 数 変 換 に お け る

ヤ コ ビ ア ン マ ト リ ッ ク ス の 行 列 式 の 値を表わ して い

る．したが っ て ，式（3 ）と式 （4 ）を等値すれば

fYIY2（Y・，・V・）・f・ ，・ ，（Xl，X2）1募1　 （・）

と な る．た だ し，X と y が 1対 1 対応 の 関係 に な い

場合や互 い に 確率変数の 数が 異 な る場合に は もは や 式

（5 ）を その ま ま で は 適用す る こ とは で きな い の で 注意

を要す る．

　現実 に は ，1）結合 確率密 度 関 数 fx（1 ）が デ ー
タ

不 足 で 厳密に定義で きな い
， 2）簡単な例を除 い て ，

式（1），（2 ）で 表 わ さ れ る 関数 gbg2 を 陽 な 形 で は 得

る こ とは で ぎない （多自由度 の 有限要素法 では ほ ぼ不

可能）等 の 理由に よ り式（3 ）を厳密に 積分 して 確率を

算出す る こ とは稀 で あ る．そ の た め本論文 で紹介す る

確率有限要素法 で は ，次節 に 示す よ うに ，関数 9i，　g2

を 平均値 の ま わ りに 摂動展開 し て 応答値 の 統計的 な諸

量を評価する近似的手法を用 い る．

　 2．2　 1次，2次近似法

　式（1 ）を 確率変数X ＝ ｛Xi ，
　X2

，

…
，
X

。｝
T

の 関数 と

し て
一

般的 に 表わ し，さらに 期待値 云＝｛文 b 又 2，
…，

X 。｝τ
の ま わ りで テ イ ラ

ー
展開 して 2次 の 項 ま で 考慮

す れ ば 次 式 を 得 る ，

　　Yl ＝ 9i（Xi，X2 ，…，Xn ）

　　　− 91（・・，… ，…，・n ）・吝獻 （x ，− x ）

　　　　・鞭 （、鋤
　　　　× （X、− X ，）（X」

− XJ’）十…
　　　　　　　（6 ）

1 次近似 2 次 モ
ー

メ ソ ト法 （First・Order 　 Second　 Mo −

ment 　Method ） は，式（6 ）の 1次 の 項 ま で を 考慮 し て

Yl の 期待値 E ［Yl］ と分散 Var匚Y 」コを 求 め る 方法 で

あ る．結果 だけ を示す と

　　E ［Yl ］＝ 91（又 1，文2，…，又 n ）　　　　　　　　 （7 ）

嫉 一
薬 （讖 獻 伽 嘩 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8 ）

　　Cov［Xi，　X ］＝ E ［（Xi一又
ゴ）（】｛厂 ＆・）］　　　（9 ）

と な る．な お ，式（9 ）の Cev［Xi ，
）g］ は 共分散 と呼

ばれ る もの で あ る．さらに ，式（6 ）の 2 次の 項 まで 考

慮す る場合 は 2 次近似法 と呼ば れ，期待値，分散 は そ

れぞれ次 の よ うに な る．

E ・Y ・］
・9i・・・・…

…・＆・・÷書書（、融
　　　　　　x 伽 ［X 、，　

）｛i］　 　 　 　 （10）

　　 Var ［Y 且］

　　　
一
自書（凱 聡 伽 ・脚

　　　　・÷撫 胤 （、鋤
　　　　 XE ［（X − Xi）（ろ

一XJ）（Xt − X ρ］

　　　　・÷轢 吝（、融 （、親
　　　　× ｛E ［（X 、

− Xi ）（）Ci一罵）（X 厂 X
、）

　　　　× （Xt − Xr）］− Cov［Xi1）〜コCev［Xh，　X』｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

　以上 の 式 よ り，確率変数 の 統計量 （平 均，共 分 散），

確率変数に 対す る関数 の 感度 （確率変数 に よ る偏微分

値）が 既知で あれ ば変位，応力等 の 応答 の 統計量が 近

似的に 評価で き る こ とが わ か る ．前者 に つ い て は 入 力

デ ー
タ で あ る が ，後者 の 関数 の 感度 に つ い て は 解析的

に 算出すべ きもの で あ る，摂動法 に 基づ く確率有限要

素法の 第
一

歩は まず確 率 変数 に 対 す る応 答 の 感 度 を 求

め る こ とで あ る，

3． 静 的非線形 問題 に お け る 感 度解 析 手

　　 法 5）・6）の

一
般 に，感度解析手法 の 定式化 に は （a ）直接差分法

一 22 一 シ ミ ュ レ ーシ
ョ

ソ　第15巻第 2 号
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図 2　線形，非線形問題 に お け る摂動法 の 力学的解釈 5｝

（direct　difference　method ），（b）直 接 微 分 法 （direct

Clifferential　 meth ・ d）， 〔c ＞半解析法 （semi −analytical

method ）の 3種類があ る．直接差分法は 再解析 （re −

analysis ）法 と も呼 ば れ ，感度解析 の 対象 と な る 基本

系 （original 　system ） と確率変数 の 摂動を考慮 した 摂

動系 （perturbed 　system ）の 両者 で 有限要素解析を実

際に 行 な い ，応答量 の 差分か ら感度 を評価す る もの で

あ る．こ の 手法 は 確率変数の 数だ け有限要素解析を 実

施 しな ければならない た め ，特に 非線形解析 の 場 合は

効率が悪 い ．一
方，直接微分法，半解析法 は 確率変数

の 摂動に 対す る 不 平衡力の 摂動量 か ら 直接変位 の 摂動

量を評価す る もの で ，基本系の 接線剛性 マ ト リ ッ ク ス

の 逆行列を そ の ま ま 使用 で き，また 非線形解析の 場 合

も反復を要 し ない た め ，直接差分法 に 比 ぺ 効 率 よ く感

度が 求め られ る ．両手法 の 違い は 確 率変数 の 摂 動 に 対

す る 不 平衡力の 摂動 量 を，解析的 に 評価す るか 数値的

に 評 価す る に よ る．こ こ で は，一般的な非線形問題 に

適用 で きる半解析手法に つ い て 解説す る．

　 3．1 感度解析手法 の 定式化 （経路依存性の な い 場

　　 合）

　今，確率変数を b
，
（ブ
＝1

， 2，

…
，
N ） とす る と，時刻

tiで の 内力 Q、は外力 FFと釣 りあ い ，経路依存性 の な

い 場合，同時刻 の 変位 U ，お よび 今の 関数 とみ な せ る

た め 次 の よ うに 表す こ とが で きる．こ こ で 右下添字 ゴ

は 時刻 tiを参照 して い る もの とす る．

　　q 、（U ，（の，の；F，　 　 　 　 　 （12）

確率変数 b
，

の 変分畝 に 起因す る 式（12）の 変分を とる

と，

誰・Ui・爭帽 　　　　（13・

を 得 る．こ こ で ，簡単の た め 外力 は U 、，らに 依 らな い

もの と仮定 して い る．∂QY∂U，は接線剛性 マ ト リ ッ ク

ス K に 等 し い こ とか ら，（13）よ り

・・d
−
一

・
− 1

》 　　　　・1・・

を 得 る．線形弾性体 の 場合は 単に Q ，
＝ K

，
U ，（K ‘

は
一

定） で あ るか ら，式（14｝は

・・d
− − K

−1
夥・b

，
U ，　 　 （15）

　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

と も書 け る．式（15）の 幾何学的 な 解釈 を 図 2 （a ）に 示

す ．また ，非線形問題に お い て も （無限 小 の ）荷重増

分，変位増分 の 間に は ，図 2（b）に 示 す よ うに 線形関

係 が成立す る ．した が っ て ，図 3 （b ）矢印 1 で 示 さ れ

る 式（14）の （∂q ノ∂の畝 を適切 に 評価す る こ と に よ

り変位感度 を 求め る こ とが で きる．

　半解析法 で （∂Q ，10b
，
）dib，

を 評 価す る 場合 は ，実際

に 確率変数 の 微小な摂動量 4b，を 与 え ，時刻 tieこ お

け る
一

定変位 Ui の 拘束条件下で 不 平衡力の 摂動量 （外

力が 確率変数 に 依 存 せ ず
一

定 の 場 合 は 内力 の 摂動量 に

等 し い ）4R、（寄 （∂Q　1∂bj）δbj），更 に 式（14）に よ り得

られた A　U 、（・・，δU 、）を 近似的 に 求め ，

　　∂u1 ∂ら
一4u，14 ら　 　 　 　 　 （16）

と して 変位感度 を 得 る．経路依存性 の な い 非 線形 問 題

（例 えば超 弾性体 な ど） の 場合 は ，時亥膨 に お け る変

位値 の み で 内力 を 求 め る こ とが で きる た め ，次式に 示

す よ うに 比 較的容易 に （∂Q ，！ab，）δbjを 求 め る こ とが

で きる．

　　箒・槻 瞬 ・ 4ら）
− Q ，（u ・，　bJ−）

　 　 　 ノ

　　　　　 ≡ 」 R、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　 3．2 感度解析手法 の 定式化 （経路依存性 の あ る場

　　　合）

　 弾塑性問題 の よ うな経路依存性の ある問題 に 対 して

は ，3，1で 述 べ た 方法 を 直接用 い る こ とは で ぎな い ．

こ れ は ，a）経路依存性 が あ るた め ，時刻 tiで の 内力

Q，は その 時点 の 変位 Ui の み な らずそ の 履歴 の 関数 と

な る，b）場 が 不連続に （例 え ぽ，弾性状態か ら塑性
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状態へ の 遷移等）変化す る 場合が あ る，の 2点 の 理 由

に よ る も の で ある．

　これ らの 問題点に つ い て ， a）に 関 して は，現時刻

で の 内力が現ス テ ッ
プ だ けで な く過去 の ス テ ッ プ も含

め た 変位 の 関数 とな っ て い る こ とに着目 し対応 す る こ

とが で き る．b）に 関 して は ，半解析法 で は，実際に

確率変数の 摂動 を考慮 した 系で 応力積分 を行 な っ て不

平衡力の 摂動量 を求 め る た め ，直接微分法 の 適用が困

難 な要 因 の
一

つ で あ る遷移点に お け る 接線剛性 の 変分

δK の 存在性 に つ い て は ，解析上何の 問題もな く回 避

す る こ とが で きる ．

　こ の よ うな負荷経路依存性 の あ る非線形問題 で は ，

　　KU ＝F　　　　　　　　　　　　　　　　　 （18）

で 表 わ され る速度型 の 平衡方程式を解 き，得 られ た

U を 恥 こ 至 る 負荷経路 に 沿 っ て 積分す る こ とに よ り

Uiを 求め るの が厳密 で あ るが ，数値計算 の 観点か ら

は 事 実 上 不 可 能で あ る ，そ の た め 有限要素法で は ，あ

る有限 な荷重増分」 凡 に 対 し ， 増分形 の 平衡方程式

　　∠IQ
左
＝

∠jFh　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

を 満 た す よ うな 変位増 分 AUk を Newton −Raphsen 法

等の 反復解析 に よ り求め

　 　 　 　 i

　　U
、
＝
Σ AU

，　　 　　 　 　　 　　 （20）
　 　 　 　 産；＝1

と して 時 刻 ti で の 変 位 を 近似的 に 評価す る こ と が 多

い ．

　さ て ，感度解析に 際して は ， 前節 と同様 に 確率変数

を bJ・（ブ＝1，2，…，N ） とす る と，

　eg　i増分に お け る平衡方程式は 式（19）に 基づ き

　　Aql （U 、（bj），・U 、
．1（bv），ら）

＝Zi　Fi 　 　 （21）

と 表わ す こ と が で ぎ る．な お 口Ui（ら），UI一且（bJ）は 各

ス テ ッ プ で の 変位 ベ ク トル が ちの 関数 で あ る こ と を

意味し ， U は 未知，　 Ui− 1 は 既知 で あ る．ま た Ut−1 か

ら U 、に 至 る 積 分 経 路 は ，先 に 述 べ た Newton −

Raphs 。n 法等の 反復解析 と AQEJ−1）評価 に お け る応力

積分 の ア ル ゴ リ ズ ム に よ っ て 結果的に 定 ま る と解釈 さ

れ る．

　こ こ で ，確率変数 ちの 変分 δらに起因する式（21）の

変分をとる と

　　∂AQ ，　　 ∂∠IQi　　　 ∂∠1Q ，

　　瓦
δ附

鵡
δ砕 ・＋

ア
δら

＝° （22）

とな る．静的解析で 外力が変形や確率変数に 依存 しな

い 場合，半解析法 で は ，前項 と 同 様 に 上 式左辺 第 2，
3 項 目は 次式 に よ り近似的 に 評価す る こ とがで き る．

（こ こ で ， AU 、−1 は
一

っ 前 の ス テ ッ プ で 評価済 で あ　　　　　〜
り，既 知量 で あ る こ とに 注意す る．）

∂A9
，　　　　　　∂∠q ガ

5E箕：丁
δu

・
− 1＋

一一
5募
一δb

・

’

av ∠q 、（u ・，・Ui− ・＋ 4u ・一・ b
」
＋ 幽 ）

　
− AQ

‘（u 、，　Ui一且，ち）
＝｛Q ，（Ui，　Ui＿1十 AUi ＿

，，U 、＿2十 ∠1　U 广2，

　
・，Ul 十4U1，bi十 4ら）
− ql−・（U ・− 1 ＋4u ・

一
・
U

・
一

・
＋ 絶U

・
一

，1

　
・，Ul十4U1，　by十 4ら）｝
一
｛Ql（U ・，　Ui− 、，　U ・m2，…，U ，，　bj）

− ql− 1 （Ui− 1，　Ui−、，…，　U ，，　bj）｝
＝−Ql（Ub 　Ui− L十4u、− b　u，−2十 4Uf＿2，
　

・’，Ul ＋ A＿　u ・，　b」＋ 4の
　　　　

一
Q ，（Ui，　Ui一且，Ui＿2，

…，Ul，bj）

　　　≡ 4R、
よ っ て

　　4u・
＝ − rL4R 、

　　　 ∂AQ
　 　 K ＝一
　　　　∂Ui

（23）

（24）

（25）

を得，変位感度 は 式（16）よ りに 近似的 に 評価 され る ．

な お 通常 の 変位型 の 有限要素法 の 場合 ， 変位感度が 得

られ 次第 ， 順次有限要素法と同様 の 手順 で ，ひ ずみ，

応力，反力 の 感度が求め られる．

4． 原子炉燃料集合体ゲ リ ッ ドス プ リン グの

　　非線形確率有限要素解析8）

　4，1 解析概要

　図 3 に 加圧水型軽水 炉 の 燃料集合体 グ リ
ッ

ドス プ リ

ン グの
一
部を示す．各燃料棒“t　4 枚の 薄板の ス プ リソ

グに 挟 まれ る こ と に よ り支 持 され る．燃 料棒 の 外径 は

長手方向に
一

様で は なく挿入 の 過程 で ス プ リ ン グ 中央

部 に は 後 で 示す強制変位 の 履歴 が与え られ る．ス プ リ

ン グは プ レ ス 加工 に よ り形成 され るた め 板 厚 に は 多 少

の 変動 を 生 じ る ．こ の 観点か ら板厚を確率変数と した

非線形 （弾塑性，大変形）感度解析及び確率的評価を

行う．

　解析は 対称性 を 考慮 し て 図 3（b）の 1！4を 取 り出 した

モ デル に つ い て行う．メ ッ シ ュ 分割を主要寸法 と共 に

図 4 （a）に 示 す．確率変数 と し て は 長手方向 に 沿 っ た

ス プ リ ソ グ の 板 厚 ，tl− t53の 計 53変数 を と る、こ れ ら

の 設計値 （R，）及 び 20本 の 試験片 の 実測に 基づ く平衡

値 （i‘）を図 4（b）に 示す．

　4．1 感度解析結果

　次節 で 1 次近似 2 次 モ ーメ ソ ト法 に よ る 確率的評価

を行 うこ とか ら，こ こ で は ti＝liの 板厚分布 を 持つ ス

プ リ ン グ を 想定 し，募（1＋ α，） と お い て 構造応答 の q・
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（a） （b）

図3　原子 炉燃料集合体 グ リ ッ トス プ リ ン グ
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君
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∩
cr

，J　 o．2s
羅
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篝

023
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〔a）図 3 （b）の 114モ デル と メ ッ ン ユ分割
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　 　 　 　 　 Section　number 　i

（b）板厚の 設計値と実測平均値

図 4　 有限要素解析 モ デ ル

yidd血g　zone
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図 5　 最大強制変位点に お け る変形 図
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に 対す る 感度を 求め る ．履歴 中 で 最大 反 力 を 生 じる 点

に 着 目し，反力 P と点 M （最大相当応力が生 じ る場

所 ，図 5参 照 ） で の 相 当応力 の 各 耐 こ対す る 感度 を

41　　　 31　　　 21　　　 11

　 Section　numbcr 　i
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図 6　最大反 力学 に お け る反 力学及 び 点 M で の 相 当応 力

　 　 の 感 度 の 分 布

調べ た 結果 を図 6 に 示 す．な お得られ た 感度 の 値 は 直

接差分法 に よ る解 と よ く
一

致す る こ とを確認 し て い

る．

　反力 の 感度 は ，図 6 （実線 ） か ら断面 i＝15 及 び

i＝30近傍 で ピー
ク を持つ 特微的な二 峰分布と な っ て

い る ．こ の 二 峰性 は ス プ リン グ形 状 に お け る二 箇 所 の

湾曲部 に 関係 し て い る と考え られ る．ま た 図 5 を 参照

す る と，反力感度の 高い 断面で は塑性変形を生 じて い

る が ，そ の 逆 ，即 ち 塑 性 変 形 を 生 じる 断面 の 反 力感度

が い つ も高 い 訳 で は な い こ と が 指摘 で きる．次 に 点

M で の 相当応力 の 感度 は ，図 6 （破線〕か ら点 M に

最 も近 い 断 面 i＝ 30で の み 鋭 い （負 の ） ピ
ー

ク を 持つ

分布とな っ て お り，一
方，他 の 断面 で 発生 す る 多少 の

感度値 は 総て 逆符号 （正） とな っ て い る 点が 反 力感度

分布 の 傾向 と異なる もの と し て 注目され る．

　4．2 反力と 応力の 確率的評価

　既 に 触れた よ うに ，ス プ リソ グは プ レ ス 加 工 に よ り

形成 さ れ る た め 板厚 は 設 計値か ら不 確定性を も っ て 変

動す る．図 7は 実際に 20個 の 試験片の 空間的 な板厚分

布 の 計測値 を 統計処 理 した α ，に 関 す る標準偏差 の 分

布と相関係数マ ト リ ッ
ク ス で あ る．こ の q の 統計量

と前 節 で 求 め た 反 力 や 点 M で の 相 当 応力 の 感度 ∂Pf

∂α，，∂δM1 ∂α 、か ら，先に 述べ た 1次近似 2次 モ ーメ ソ

ト法に よ り P や δM の 分散 Var［P ］，　Var［δM ］が 近似的
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図 8　反 力の 3σ 限界図
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図 9　 点 M で の 相 当応 力 の 3σ 限 界 図

に 評価で きる．図 8，図 9は こ の よ うな分散を もとに

描 い た 反 力 と 点 M で の 相 当応力の 3σ 限界図 で あ る，

　 1 次近似 2 次 モ ーメ ソ ト法 に よ る分散解析結果 に つ

い て み る と， 板厚 の ば らつ ぎが 図 7（a）に 示 され る 通

り相当小さな範囲に 収め られて い るに も拘わ らず，反

力の 分散は 無視 で きない もの とな っ て い るこ とが 図 8

に よ りわ か る．こ れ に 対 し図 9 か ら明 らか な よ うに ，

点 M で の 相当応力の 分散 は 実用 上 無視 で きる程度 と

な っ て い る ．

5． 確率有限要素法に よ る信頼性評価

　 5，1 評価手法 の概要
，）・9）

　最初 に per£ormance 　fUnction（性能関数 あ る い は 状

態関数）Z を ，そ の値が零の 時に構造系の 限界状態

（1imit　state ）を表す よ うに 定義す る．

　　Z （X ）＝Z （X1，X2，…，X 。）＝0　　　　　　 （26）

こ こ で X ＝｛Xl ，X2，…，Xn｝
T

は 構造系 に 関与す る 確

率変数 で あ る．また 通 常，関数 Z の 値が正 の 時 は 構

造系が
“
安全

”
状態で あ る こ と，負の 時は

“
破損

”
状

態 を 表 し て お り，式（26）の 限界状態式 （limit　state

equation ）は ， 破損表面 （failure　 surface ） と呼ば れ る

こ と もあ る．一
例 を 示 す と，発生 す る最大 応力 σ m 眠

が

　　σ
皿 ax

＝9 （Xl ，
X2

，

…
，
X 。＿1）　　　　　　　　 （27）

で 与 え られ，σ m 。、が そ の 限界値 S≡ X 。を越 え た と き
“
破損

”
を生 じ る もの とすれ ば，

　　Z （X ）＝S一σ
max

＝Xn −
9 （X 且，Xl ，…，Xn −1）（28）

の よ うtrl　performance 　functionを定義 で きる．

　次 に X ＝｛X1 ，X2 ，…，Xn ｝の 結合確率密度関数 をfx
（x ）＝fx、X ，、．x．（Xi，ろ ，…，悉 ） と 置 き， 積分領域 D を

Z （X ）≦0を満 た す π 次 元 空 間 に お け る領域 とす れ ば，

構造系 の 破損確率 Pfお よび 信頼 度 R は 次 式 で 与 え ら

れ る．

凡 ・ ・瞭 ・− 1− Pf 　 ・・9・

こ の 破損確率 PJは ，通 常 X の 結合密度関数fx（X ）

の裾野部すな わ ち 確率密度の 低 い と こ ろ の デ ータ を用

い て 計算され る こ とに な るが，現実に は ，入 力デー
タ

と して 裾野部あた りの 確率密度が 厳密に 求め られ る こ

とは 稀で あ る た め ，X の た か だか 2次 モ
ー

メ ン ト （共

分散 ）程 度 か ら 得 ら れ る 信 頼性 指標 （reliability

index）が提案され，実用 上 の 指標と し て しば しば 用

い られ て い る，

　FOSM （First−Order　Srcond−Moment 　Method ： 1次

近似 2 次モ
ー

メ ン ト法）に よれ ば信頼陞指標 は 次式に
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蘭

図 AO　 FOSM 法に お ける 信頼性 指標の βの 概念 4〕

破損表面

図 11FOSM 法の βの 幾 何学的意味 9】

よ り定義 され る．

　　　　 E ［z］

　　β
＝
禰 　　　　　　　　　

（3°）

図 10に 示 す よ うに ， 信頼性 指標 は ，破損を与え る原 点

（Z ＝0）か ら Z の 期 待 値 ま で の 距 離 を 標 準 偏 差

禰 で 止 規化 した もの に 相 当す る．

　 さて，こ こ で信頼性指標 の 幾何学的 な意味 を考 え て

み よ う．式（26）の pcrformance　functionを構成す る ラ

ン ダ ム ベ ク トル X が ，期待値 O，単位分散 を持つ 独

立 な ラ ン ダ ム ベ ク ト！レ Y ＝｛Yl ，　Y2 ，…，Y 。｝に 接線変

換す る こ とが 可能 で あれば，式（26）左辺 は 新 た に

　　Z （X ）＝C （Y ）＝ σ（Y ，，Yz，…，Yn）　　　　 （31）

の よ うに 書け る ．a を Y ＝0 で 線形展開 して 1 次近似

法に よ り信頼性指標βを 評価す る と

… 1・・・… 写闇 計 　 ・…

　　　　 E ［C （Y ）］　　　　　　 0 （0 ）

歩
一 ・］

＝

写（［凱 ア
（33）

を 得 る ．式 （32）は 式（33）で 示 され る 厳密 な perfor−

mance 　function　Ol　Y 　＝O で 接 す る 超 平面 を 表 し，式

（33）の βは そ の 超平面 が σ＝0 の 平面 と交 わ っ て 作 ら

れ る近似的破損表面 に 原点か ら下 した 垂線 の 長 さ を与

えて い る （図 11参照）．しか しな が ら C （Y ） が Y に

関 し て 非線形 で あ る 場合 に は ，perf。 rmance 　function

を Y ＝O で 平面近似 した こ とに よ る誤差 が 生 じる．ま

た FOSM に よ り得 られ た βに は 普遍 性 が な く，例 え

ば pc  ・ rmance 　functi・n を

　　　　　　　　　 Xn
　　　　　　　　　　　　　　

− 1　　 　　 （34）　　 Z （X ）＝
　　　　　 9（Xl，　X ？，…7Xn ．1）

と定 義 し た 場 合 に は 信 頼 性 指 標 は βは
一

般 に は 同 じ

値に は ならない ．

　 AFOSM 法 （Advanced 　First・Order　Second−Moment

Method ） は ，以 上 に 述 べ た 欠 点 を 改良 し，よ り普遍

性 の あ る信頼性指標 を 得 る た め の 手法 で あ る ．図 12に

展 開式

破 損表 面

図12AFOSM 法の 信頼性指標 β
＊ 91

示す よ うに ，FOSM 法 と 同様 に 標準化 さ れ た Y 座標

空間内の 厳密な破損表面上 に お い て ，原点に も っ とも

近 い 点を 何 らか の 反復手法に よ っ て 探索 し，原点か ら

設計点 ま で の 距離β
＊

を 新 た な 信頼性指標 とす る ．こ

の よ うに して 得 られ た 点 は 設 計 点 （design　point） と

も呼ばれ る。AFOSM に よ る β
＊
は ，　 FOSM で の per−

formance　functi。 n の 線形 展開 を ，期待値点 で 行 うか

わ りに 設 計点で 行 う こ とに よ り評価した βに 相当す

る．また設 計 点 の 座 標 Y ＊

に 標準化 の 逆変換 を 施す こ

とに よ り，X ＊
を求め る こ とが 出来る．

　以上 で は，信頼性指標 は X の 分布形 に 関係 な く定

義 され て い る．も し，何 らか の 方法で Y が 期 待 値 0，

単位分散を 持つ 互 い に 独立 な正規確率変数 とな る よ う

変換 され る な ら ぽ ，信頼性指標 β
＊
あ る い は 設 計点

X ＊

は 次 の よ うな 意味 を 持 つ ．つ ま り，X ＊
は 破 損 領

域 D に お け る 確率密度 の 最大 と な る点 で あ り，破損

が 起 こ る とすれば，それ は 基本確率変数 X が X ＊
と

な る とき最 も生 じや すい こ とを示 して い る．また，破

損表面 を 設計点 Y ＊

で 破損表面に 接す る 超平面 で 近似

した 場合，近似的破損確率は

　　Pf＝φ （
一
β

＊

）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

な る Pfの 上 限値 が 導 か れ る．た だ し，φ は 標準 正 規

分布関数 を 表 す 確率分布関数 で ある．こ の よ うに ，

β
＊
を 用 い る こ と で ，式（29）に 示 し た 多重積分 を行な

うこ とな く容 易 に 破損 確 率 の 近 似値 が評 価 で き る、
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図16　要素 B の 応 力 （絶対値）の 最大値 の 確率分布

図 13 解析 モ デ ル
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図 17 設 計点 で の 要 素 8 の 応 力 （一σ 8）の 時刻歴

図 14　許容値 Sに 対す る 信頼性指標 の 変化
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図15　許容値 3 に対す る破損応力 の 変化

　 こ の よ うに破損表面の 1次展開近似 の み に よ っ て 信

頼性指標等 を評価す る手法 は FORM （Second−Order

Reliability　Method ） と呼ば れ る ．

　4．2　信頼性解析例
1ω

　解析例 と し て 動的 ト ラ ス の 信頼性解析を 示 す ．な

お ，本解析 で は 汎用信頼性解析 コ
ードCALREL を 使

用 して 信頼性指標等 を 求め て い る．CALREL は 前節

で 説 明 し た AFOSM 法や モ ン テ カ ル ロ 法 な ど に 基 い

て信頼性解析を 行 な う コ ードで あ り，変動す る パ ラ メ

ー
タ の 平均値 ， 標準偏差 ， 分布形等を 入 力 と し， pcr

−

fomlance　functionを 定義す る こ とに よ り信頼性指標

や 破損確率，設 計点 な どが求め られ る．

　解析対象お よび解析条件 を 図 13に 示す．ま た，入 力

デー
タ の 確率分布と して は ，要素 1，3，7，8 の 降伏応

力に つ い て は対数正 規分布 （変動係数 ： 5％ ，相関係

数 ：0．5），全要素 の 断面積 に つ い て も対数正規分布

（変動係数 ： 1％，相関係数 ：0．5％）を仮定 して い る．

per60  ance 血 nction に つ い て は ，全要 素 を 通 し て 最

大 とな る応力 の 絶対値 σ
＝一

σ s が許容値 S を越え た

と き破損が生 じ る もの と定義して い る．

　　 a ・＝ S− 　 max 　 ［σ （の］　 　 　 　 　 （36 ）
　 　 　 　 　 t＝o，o −05Lbbt ］

　図 14〜図17に 解析結果を 示 す．こ こ で は ，FORM

に よ っ て 求 め られ た 信 頼 性 指 標 を β1 （こ れ は 前 節 で

解説 した 信頼性指標β
＊
に 他 な ら な い ），SORM に よ

っ て 求 め られ た 信頼性指標を β2 と し て い る．図14は

許容値 3 に 対 し て 信頼性指標 を プ 卩
ッ ト した もの で あ

る ．次 に 図15 は 許 容 値 S に 対 し て FORM お よ び

SORM に よ る 破損確率　Pfi，　Pf2を プ ロ
ッ ト した もの で

あ る ．図 14，15 に 示 され て い る 通 り，FORM と

SORM の 結 果 は ほ とん ど一致 して お り，破損表面 は

ほ とん ど線形 で あ る こ とが 解 る．図 16は σ
＝一

σ 8 の

最大値 の 確率分布を 示 して い る．図 17に は許容値 s を

変化 させ た と きに 求め られた 設計点 で の 応力の 時刻歴

を基本系で の 応答 と併記 して 示 して い る．

6．　 お わ り に

本稿で は ，1 次近 似2 次 モ ーメ ソ ト法 に 基づ く確率

一 28 ・y ミ ュレ ーシ
ョ

ソ 　第15巻第2 号
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有限要素法に つ い て ，信頼性評価を 含め て 解説 した．

有限要素法自体が，ブ ラ ッ ク ボ ッ ク ス と し て の 役割も

含 め て 完 全 に 普及 し た の に 対 して ，そ れ を拡張 した 確

率有限要素法は ま だ まだ 実用的なもの と し て は 位置づ

け られ て い な い ．その 原因の
一つ は 入 力デ ータ の 確 率

的情報 の 未整備 で あ り，また
一

つ は 計算容量 の 問 題 で

あろ う．今後更な る 計算環境 の 発展 に 伴 っ て ，そ れ ら

の 問題 が解消 し，確率有限要素法 が 少 しで も普及 す る

こ とを期待 し て い る，
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