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《講　座》

　半正 定値計画法 （SDP ）
− SDP に よる数値最適化一

原 辰　次
＊

　ARSTRACT 　This　 articlc 　is　an 　introduction　to 　the 　Semidefinite 　Prograrn （SDP ）：minimization 　ofalinear 　function

of 　variables 　sublect 　to　LMI （Linear　Matrix　Inequa 三ity）constraints ．　The 　SDP 　is　a　convex 　optimization 　problem　which

contains 　the 　Linear 　Program （LP ）and 　Quadratic　Program （qP）as　the　special 　cases ，　We 　show 　that　many 　mathemat ト

cal 　and 　engineering 　problems 　such 　as 　control 　can 　be　reformulated 　as 　SDPs ．

1． は じ め に

　多 くの 工 学 の 問 題 （解析 問 題お よび 設計問題） は，

制約条約付きの 最適化問題 と して 定式化 で きる こ とが

知 ら れ て お り，数 理 計画法 の 分野だ け で は な く，様々

な 分野で 数値最適化に 関す る 研究が 活発 に 行わ れ て い

る．特に ， 近年発達の著しい 計算機パ ワ ーを最大限生

か して ，複雑 か つ 大規模 な 問 題に 対 して も，効率的 に

よ り良い 解を得よ うとする動きが 盛 ん で あ る．

　た とえ ば，制御系設計 理 論 の 分野 で は こ の 十年 の

間，H 。．制御を 中心 と した ロ バ ス ト制御理 論が大 きく

展開 し，実用的な 設計法 と して 様 々 な分野 で 高性能な

制御 の 実現 に 効果 を 挙げ て きて い る．しか し，さ らに

実用的な制御系の 実現を 目指そ うとす る と，解析的な

ア ゾ ロ ーチ だ けで は 限界 が あ り，複数 の 設計仕様 を 同

時 に 満足 させ る 多 目的制御問題な ど，

一
般 に は 解析的

に 解くこ とが で きな い 問題 を 数値解法 に よ っ て解こ う

とい う研究 が 注 目を 浴 び て い る
1）’“7）。こ の よ うな動 き

を支えて い る の は ，
卩 パ ス ト制御系設計問題 の 中に は

解析的 に は 解 が得 ら れ な い が ，線形行列 不 等式 ：

LMI （Linear　Matrix　lnequality）表現を 用 い て 凸計 画

問題と して 定式化で きる 問題が少な か らずある と い う

事実で ある．す な わ ち，制約条件を LMI 条件 で 表 し

た 最適化問 題 を数値解法 で 解 くこ とに よ っ て ，大域最

適解 を 得 る こ と が で ぎる 点 で あ る．

　 こ の よ うに LMI 条件を制約条件 とす る 変数 に 対す
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SDP −− By ∫乃吻ゴHara （Dept ．　 of 　Computational 　Intelligence
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東京工 業大学知能 シ ス テ ム 科学専 攻

る 線 形 関数 の 最 適 化 問題 は ，半 正 定 値計 画 法 ：

SDP （Semidefinite　Program ） と呼 ば れ ，通 常 の 線形計

画 問 題 の
一つ の 拡 張 問 題 と して ，近 年数理 計画 の 分 野

で 活発 に 研究 が な され て きて い る
e）一1n）．そ の 主な理

由 は ，以 下の 2点 で ある，

1

2

　本講義 の 目的 は ，

リズ ム を 紹介 し，後 の 2 回で 制御系 の 解析 ・設計問題

へ の 適 用 に 関 して の 最近 の 研究成果 と残 され た 課題を

説 明 す る こ とで あ る ，まず第 工回 目の 今回 は ，SDP

に よ る数値最適化 とは何 か とい うこ とを例題を 中心 と

し て 紹介 し て い く．第 2 節 で ，LMI 表現 とそ の 特徴

に つ い て 説明 し た 後，SDP とは 何 か を 第 3 節 で 簡単

に 述べ る．第4，5，6節で は ，そ れぞれ数理計画問題 ，

あ る 種 の 数学 の 問 題，制御 系 の 解析
・
設計 問題 と

SDP との 関 連に つ い て 例 題を 用 い て 説明す る ．

K 伽 α 伽 7 に よ っ て 線形計画問題 に 対 して 提案

された内点法 が SDP の 解法 に 拡張可能 で ，興

味 あ る 研 究 課 題 が数 多 くあ る．

先 に 述べ た よ うに 制御系設計問題な ど多くの 問

題 が こ の 範疇の 問 題 と し て 定式化可能 で あ り，

さ ら に
一

部 の 組合 せ 最適化問題 も SDP を 用い

る こ とに よ り効率的に 探索 が で ぎる 。

　　　　　　 最初 の 2 回 で SDP と そ の ア ル ゴ

2， 線形行列不 等式 （LMI ） とは

　本節 で は ，線形行列不 等式表現 とそ の 特徴 （凸性な

ど） に つ い て ，例題を用 い て説明 し よ う．

　F （x ）を m 次元 ベ ク トル x ＝＝ 匚Xl，…，Xm ］
τ
の 線形あ

る い は ア フ ィ
ソ 関 数 で ，η 次 対 称行列 ，す な わ ち

F （x ）　＝・FT （x ）∈勢 X耀が 成 立 す る とす る．こ の と き，

対称行列 の 正 定性 の 意味で の 不 等式
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　　 F （x ）＞ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

は ， 線形行列不等式 と呼ばれ 、そ の
一般形の

一
つ は 以

下 の よ うに 書け る．

　　F （x ）：
；Fo十 x1F1 十 XIF

！
十 …　十 XmFm ＞ 0　　　　（2，2）

こ こ で ， F ，Ci＝0，エ，…，m ）は ，　 n 次実対称 行 列 で あ

る．

　 こ の よ うな関数 F （x ）は ，F （x ）＞0，F （の ＞0を 満

たす任意 の x と 君 こ対 して ，

　　F （ex ＋ （1一α）め ＞ Ol ∀α ∈ ［O，1］　 　 　 （2．3）

が成立する こ とが ， 以下 の よ うに 簡単 に示せ る．

　　 F （ex ＋ （1
一

α ）1 ）

　　　 ＝・　F
。
＋ Σ （… 、＋ （1一α ）π滅

　　　
＝

α （F 。
＋ Σ x

、
F ，）＋ （1

一
α〕（F 。＋Σ照 ）

　　　＝
α Fω ＋ （1一α ）F ω ＞ 0

した が っ て ，m 次 元 ベ ク ト ル 空間 で （2．1）を 満 た す 集

合

　　y ：
＝｛x ∈R ・IF（x ）＞ 0｝　 　 　 　 　 （2．4）

は ，明 らか に 凸集合 とな る ，例 え ば，x 一
丿 平面 の あ

る
一

つ の 直 線 の 下 （あ る い は 上 ） の 領域 は ， 明 らか に

凸 集合 で あ るが，こ の こ とは ，こ の 領域が 3 つ の 適当

な実数 a，b，　 c を用 い た LMI 条件

　　 ax 十 妙十 ‘＞ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

で書ぎ表せ る こ とか らも容易に 確認 で ぎる．

　 こ の よ うに ，LMI 条件を満 た す集合 が 凸集合 とな

る こ とが ，LMI 条 件 に 着 目す る 大 きな理 由で あ り，

解析的に は 解けな か っ た 問題を 数値最適化の 手法 で解

く可能性を与えて い る．

　つ ぎに ，κ ッ 平 面 の 第 1 象 限 で 双 曲 線 の 上 側 の 領

域

　　XJ ＞ 1，x ＞ O，　rγ＞ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

を 満た す 領域 に つ い て 考 え て み よ う．こ の 領域 は 図の

上 か らは 明 らか に 凸で ある こ とが 分 る．しか し，最初

の 不 等式 は ，x ，丿 に 関 し線形 で は な い の で ，こ の 不 等

式か ら凸性 をす ぐに 判定する こ とは で ぎな い ，

　 い ま ，（2．6）の 3 つ の 不 等式条件 が 1 つ の LMI 条

件 ：

圏…　　　　 2・7・

と等価で あ る こ とに 注 目す る と，こ の 領域 の 凸 性 は 以

下 の よ うに 容易に 示 せ る．

［
cxx＋ （1一α ）元 　 　 1

　　　1 　 ay＋ （1一α ），〕
一

・圓嗣 鬧・・

　 こ の 例 で わ か る よ うに ，行列の 正 定性 （ある い は 負

定性〕 を 基本 と した 不 等式表現 を 行 うこ とに よ り，式

の 上 か らは
一

見凸とは 判定 で きない 凸領域の 凸 性を 容

易に 判定す る こ とが 可 能 とな る ．こ れが LMI 表現 の

もう
一つ の 特徴で あ り，上記 の 例 の よ うに，変数に 関

して 1 次式だ け で な く，2 次式 も LMI 表 現 で ぎ る 場

合が あ る．

　 で は ， 上 記の 事実を 行列に 拡張 して み よ う．こ の と

き重要 とな る の は ，Schur　complement と 呼ば れ る 次

の 補 題 で あ る．

捕題2．1 （Schur　Complement）：

鬧 ・ ・

　　　⇔ Q＞ D，P − SQ
−IS τ

＞ 0　　　　　 （2，8）

（証明）等価性は，以下 の 関係式か ら明らか で あ る．

［1剖 ［釧匚歯 11
rε

岡
口

　 こ の 関 係を 用 い る と，（2．6），（2．7）の 関係 は，以 下

の よ うに 行列 の 場合に 拡張 で きる．

　　yl12xyl12＞1
．，
　X ＞ O

，
　y＞ 0

　　　 ⇔ X ＞ 1厂1
，X ＞ O，　y＞ 0

　　　一 圏… 　 　 2…

　 また ，制御系の 設計 で よ くで て くる Riccati不 等式

（た だ し，R ＞ 0）

　　ATX ＋ th ＋ （XB ＋ S）R
−

［（BTX ＋ ST ）＋ Q〈 0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．10＞

は ，行 列 の サ イ ズ を 拡大 した 以下 の よ うな LMI で 表

現 で き る．

［
一

盤 厂嚠 ・・ 　 … 11・

こ の こ とが 制御系の 解析 ・
設計 に LMI 表現が有効で

あ る こ との 理 由 と な っ て い る．

　また ，複数の LMI 条件 Ftj〕（x ）＜ 0；ゴ
＝1，

…
，kVよ，

そ れ らを ブ 卩
ッ ク対 角 に 並 べ た 行列 に 対 す る 1 つ の

LMI 条件

　　F （x ）：
＝block　diag［FO ）

（x ），・・  Fω （x ）］＞ 0

で 表現 で きる こ ともLMI 表現 の 特徴 の
一

つ で あ り，

複数 の 設計仕様を 満 足 す る 多 目的 制御 系設 計 へ の 適 用

な ど，複数 の 制約条件を同時に 満た させ る よ らな 最適

化 問題に 適して い る．
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11
「

3． 半正 定値計画法 （SDP ）

　本 節 で は ，LMI 条件 （2．1）を制約 とす る 凸計 画 問 題

に つ い て概説する （そ の 数値解法 に つ い て は ，第 2 回

に 詳し く述 べ る予 定 で あ る）．こ の 種 の 問題 は 大 き く

分 け る と，以下の 2 つ に なる．

t）　可解問題 （Feasibility　Problem ： FP ）

　　find　x ∈齠
別　such 　that　F （x ）＞ 0

2）　最適化問題 （Opti皿 izati・n 　Pmble 皿 ； OP ）

　　min 　cTx 　sub ．　to 　F （x ）＞ O
　 　 x ∈ 認旧

た だ し，c∈勢 は 与 え られ て い る もの とす る ．

　なお ， 可解問題は 以下 の よ うな最適化問題 を解 く問

題に 変換す る こ とが で きる，

　　 m 加 σ 　sub ．　to　F （x ）十 σ1＞ 0
　 　 ＃E 躍 th，　a

こ の 問題で ，最小 値 が 負 に な れ ば 可 解 と な り，そ うで

なけれぽ 解け ない こ とに な る ，

　例 え ば ，ス ケ
ー

リ ン グ さ れ た 行 列 ノ ル ム 条件

ilWMW −ili〈 アは

　　11WMW
−ill

＜ y

　　　 ⇔ 曜
一TM

　
TveTWMPt 」

−i
＜ γヤ

　　　 ⇔ M 「pvT｝vM ＜ γ
2wTw

　　　 ⇔ y2V
− MTVM ＞ 0；V ：

＝ wTVV ＞ 0

と変形 で きる の で ， 以 下 の FP と OP を得る．

D 　FP ：行列 M と レ ベ ル y＞0が与 え ら れ た とき，

ス ケ
ーリ ソ グ 行列 W （実際に は V ）を 求め る問題，

すなわち

　　
ヨV ：

＝wTPf ＞ 0

　　・uCh ・th・t ／F − MTVM ＞ 0

2） OP ： 行列 M と ス ケ ーリ ン グ 行列 W が与え られ

た と き，y＞ 0 を 最小化 （r2＞ 0 を 最小化）す る 問題 ，

す な わ ち

　　 min 　γ＞ 0

　　・ub ．　t・ γ弛
一M ’VM

「
＞0

　 こ の よ うな 可解問題や最適化問 題 を解 く方法は，従

来楕円体法 が 用い られ ，そ の 収束速度に 問 題があ り，

実用的 で は なか っ た ．しか し最近 ， 内点法に 基づ く効

率 の 良い 数値計算 ア ル ゴ リズ ム が幾つ か 提案され ，実

用的 な レ ベ ル に な っ て きた ．

　内点法 は 線形計画問題 に 対 して Karmarkar　h：ee案 し

た 方法 で，拘束条件 を満た す内点 を維持 しなが ら最適

点 を 見付け る 方法 で あ る，こ の 方 法 は，現 在線形計 画

問題 の 解法 で は 主 流 を な し て い る 11・t2）．ま た 最近，

LMI 拘束条件 の 場合 へ の 拡張が 盛 ん に 行われて お り，

PDP （Positive　Definite　Program ） あ る い は SDP （Semi一

Clefinite　Pregram ） と呼ぼ れて い る 8N °〕．

　さ ら に，B ・yd らは ，最適化問題を もう少 し一般化

した
一

般化固有値 の 最小化問題

3）　一般化固有値の 最小化問題 （Generalized　Eigen−

value 　MinimiZation 　Problem ＞

　 　 　 min 　 λ

　 　 r ∈ 謁
旧、λ ＞ 0

　　　− ｛蛋1錨 1、． 。

を提案 し て い る 13）．この 問題は 準凸計画最適化問題

（Quasi・Convex 　Optimization　Problem ：QOP ） と し て

解 くこ とが で き，内点法に 基づ く有効な数値計算ア ル

ゴ リ ズ ム も提案 され て い る
13 〕（こ の 問題 は λ4 （x ）と

い う変数 λ と κ に 関す る 積 の 項 が あ る の で，線形拘束

条件 とは な っ て い な い 点に 注意して お く．）．こ の ク ラ

ス に 入 る問題 として は，先 の ス ケ
ーリ ソ グ され た行列

ノ ル ム を求め る 問題 で ，

3） QOP ： 行列 M だ け が与え られ た とき，ス ケ
ー

リ

ソ グ され た 行列 ノ ル ム を最小に する よ うな ス ケ
ー

リ ン

グ行列 W （実際に は の を求め る問題，すなわ ち

　　 且nd 　　V ：＝ 耳 1Tu ！＞ O

　　 min 　γ＞ O

　　sub ，　t。 ア
’V− MTVM ＞ 0

が それ に 当 た る ，こ れ は ，

　　λ→

γ
2，A （x ）→ v，　B （x ）→ MTV4

，
　c （め → v

の 対応 を 考 え れ ば 確認 で き る．

4．　 数理計画問題 と SDP

　本節で は ， 線形計画 法 な ど数理計画問題 と SDP と

の 関係に つ い て 述べ る こ とに す る．

　まず 最 初 に ，線形計 画 問題 （LP ） が SDP と し て 定

式化で きる こ とを 示 そ う．す なわ ち ，SDP が LP の あ

る種 の 拡張 とな っ て い る こ とを 示 す ．

　　A ＝［ab
…，　 am ］∈de”Xm

；b ∈ee”；　c ∈Stm

が 与 え られ た と き，以 下 の 最適化 問題 が，線形 計 画 問

題 〔LP ）の
一

つ の
一

般形 で あ る．

（LP ）

　　min 　cTx

　　sub 、　t・ （Ax）i＞ （う）i；i− 】〜π

こ こ で ，（ζ）itrt，ベ ク トル ζの i番目の 要素を表す，

　い ま，ξ∈勢 に 対 し て ，diag（ζ）を

一 1一
1
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と定義す る と，上 記 の LP は

　　 F （x ）＝diag（∠4x一う）

と置 い た SDP とな る こ とが 容易に 確認 で ぎる．すな

わ ち

　　 Fo＝− diag（う）

　　 F，，＝diag（ai）；i＝1〜m

で ある．

　 さ らに ，前節 で 示 した Schur 　C 。 mplement の 補題を

用 い る と，2 次計画法 （QP） も SDP に 帰着 で ぎる こ

とが分か る ，

　　 A ∈eSn×m

；b∈se「i；c ∈鋸 岡
；d∈勿

に 対 して

　　 （Ax ＋ b）T （A 十b〕− c　
7x − d〈 0

で 表 され る XEeSM 　lこ 関す る 2次不等式を考え る．こ の

不 等式は，Schur 　C ・ mplement の 補題を 適用す る と ，

　　［、論 。 鵡〕・ ・

と変形 で き，x に 関す る 1 次行列不 等式 と等価 で あ る

こ とが 分か る．した が っ て，（QP）
　　 min あω

　　 sub ．　to　　
−f（x ）＞ 0 ；i＝1〜ム

た だ し，

　　x（x ）；
＝（4X ＋ b）T （Ax ＋ b）− cix

− d，
で 表さ れ る 2 次計 画 問題 （QP）は ，以下 の よ うに

SDP と して 定式化で きる，

蹴 瞬 二げ 謀 笥・ ・

　　　　　［、論 。鯛 … 1− 1− L

　 こ の 他，QP に 入 ら ない 非線形最適化 問題 で，　 SDP
で 書け る もの もあ る．例 え ば，

　　 A ∈eeπXm ；　b∈Mn ；c∈eSm；d∈es

に 対 して ，以下の よ うな最適化問題を考 え る．

　　　　　（ぬ 〕
2

　 　 min

　 　 　 　 　 ゴ 

　　 sub ，　to （Ax）
、
〉 （b）i ；i＝1〜n

　　　　　 dTx＞ 0

こ の 問題は，

　 　 min 　 A

　　sub ．　t。 （Ax）i＞ （う）、；芦 1〜・

　　　　　　　（cTx ）
2

　　　　　　　　　 ，
4   ＞ 0　 　 　 　 　 λ＞

　　　　　　　 4 

と等価変形 で ぎる ．さ ら に ，
こ れ に Schur　Comple −

ment の 補題を 適用 す る と，以 下 の SDP を得 る．

　 　 min λ

一 轡
（

鰹 ll］
　 以 上 示 した 例の よ うに ，代表的 な数理 計 画 問題 の 幾

つ か は ，SDP に 帰着 させ る こ とが で き る．

　 5． ある種の数学の問題 と SDP

　 本節 で は，解析的 に は解を得る こ とが 困難なあ る種

の 数学 の 問題が SDP と して定式化で ぎる こ とを示す，

　 5．1 行列問題

　 x・＝〔Xl，…i　
Xnt ］

T
∈demの 1 次関数で表され る 行列

　　A （x ）：
＝ Ao＋ XIAI ＋…＋x。Am　　　　　　 （5，1）

を考え る．

　 まず最初 は ，A （x ）が 正 方対称行列 と仮定 し ， そ の

最大固有値 の 最小化問題，す なわ ち

　　 min λ脳（A （x ））

を考 え よ う，こ の 問題は ，

　　λ
mdr （A （x 〕）〈 λ ⇔ λ1− A （x ）＞ 0

の 関 係 を 用 い る と，以 下 の よ うな SDP で 書け る こ と

が容易に 分か る ．

　 　 min 　 λ

　　 sub ．　to　λ1− A （x ）＞ 0

　つ ぎに ，A （x ）の 最大 特異値 の 最小化，すなわ ち

　　 minll 憾（x ）ほ

を 考え て み よ う．こ こ で ，

　　11A（x ）11く A

　　　 帥 A （． ）　
「

A （x ）く λヤ

　　　ー 降
五

劉・ ・

の 関 係 を用 い る と，以 下 の SDP を得 る．

　 　 min 　 λ

su ・・… ［溢 嚠 ・ ・

　5．2　幾何 の 問題

　 n 次元ベ ク トル 空間 に 2 種類 の 点 ， ○と x とが それ

ぞれ

　　α
1

∈ 彡  ；i＝1〜1｝α

　　β
丿
∈ ee”；i＝1〜Lfi

に 存在 した とす る，こ の と き
r
，2 次曲線

　　xTAx
一
トbTx十‘

＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5，2）

た だ し ，

　　A ＝AT ∈eSttXn；b∈ee”；‘∈ es

で，｛q ｝と 協｝とを 分離す る こ とを考え る，すな

わ ち，
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　　（nf）　TA α
i
＋ b’

α
t
＋ ・〈 o ∀i＝1〜Lα

　　（β
ゴ
）
TAfi ’

＋ bTfi，＋ c ＞ O　
VJ’＝1〜L

β

を満た す A ，btC が 存在す る か ど うか と い う問 題 で あ

る．上 記の 不 等式は ，A ，　b，6 に 関 して 線形 で あ るの で，

SDP の 可解性 の 問題 に な っ て い る こ とが 分 か る．こ

こ で ，A ＝ 0 と い う制約 を 付 け る と 1 次関数 で 分離す

る 問 題 と な り，A ＝・1 とす る と n 次 球面 で 分離す る 問

題 とな る．さ らに ，
A ＝ AT ＞ 0 とい う制約を課す と楕

円 面 で の 分 離 問 題 と な り，A ＝AT ＞ O，1≦A ≦ γ1 の 制

約下 で ，γを 最小可 す る問題は ，可能な限 り球 面 に 近

い 楕円 面 で 分離す る 問題 とな る ．

　つ ぎに，π 次元空間内の L 個 の 楕円体8、：

　　x 　
TA

　yt十 2ムμ→
一

‘ rく 0；i＝ 1〜1」　　　　　　　　　　　（5．3）

を 最小半径 の St　y ：

　　x 　
Tx

　
一

　2p　Tx ＋ δく0

で 被 う問 題 を考 え て み よ う．

（5，4）

y の 半径 の 2乗 は ，〆グδ で 与 え られ る の で ，y

の 半径 の 2 乗 が λ未満で あ る た め の 条件は，

［犠 ］・ ・ （5．5）

で 表 され る，一
方，8fが 9 で被わ れ るた め の 必要十

分条件 は，

院 ］・ ・［：，71：］　 ・5…

を満た す ζ≧ 0 が存在す る こ とで あ る．

　 し た が っ て ，最小半径 の 球 y で L 個の 楕 円 体 8 、を

被 う問題 は，以下 の よ うな SDP とな る．

　 　 min 　A

　　sub ．　to　　（5．5），（5．6），ξf≧ 0

6． 制御系解析 ・設計と LMI 条件

　本節 で は ，制御系解析 ・設計条件 と LMI との 関係

に つ い て 紹介す る．具 体的trこ は ，制御系の 最も基本 で

あ る安定性 と安定化可能性 の 条件，お よび重要な制御

系設計仕様 の
一

つ で あ る 定数 ス ケ
ー

リ ソ グ H 。。ノ ル ム

条件が LMI 条件で 表せ る こ とを 示す，

　 6，1 安定性 の LMI 条件

　 まず，n 次線形 自由系

　　ま（t）＝＝Ax （t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．1）

の 安定性 の 判別 に つ い て 考え て み よ う，すなわ ち ，

nXn 行列 A の す ぺ て の 固有値 が 複素開左半平面 に 存

在 す る か の チ ェ ッ
ク で あ る．こ れ に は ，Lyapunov の

安定判 別 に 基 づ く方法 と行列 A の 固有値 の 計算 に 基

づ く方法 （A の 固有値がすべ て複素平面 の 開左半平面

に 存在 す る こ とを チ ェッ ク す る方 法 ） の 2つ が あ る

が ，こ こ で は 前者 の 方法 を 用い る．

　Lyapun 。v の 安定判別 とは ，任 意 の 正 定 対 称行 列 （〜

に 対 して ，Lyapunev 方程式

　　∠星
71P

十 PA 十 （〜
＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）

を 満 た す正 定対称行列 P が 存在 す る こ と が 系 （6，1）が

安定 で あ るた め の 必要十分条件 で あ る こ とを い う．こ

れ は ， Lyapunov 関数と して

　　7 （t）：
＝x

τ
（彦）Px（t）；P ・・PT ＞ 0

を 定 め ，そ の 解軌 道 上 の 時間微分 が

　 　 d
　　− v （x （t））＝x （t）

T
（ATp ＋ PA ）x （t）

　 　 dt
　　　　　　 ＝一

κ ω
「

（きω く 0

の よ 5に 負 とな る 条件 か ら導 か れ る．

　（6．2）式は ，Lyapun 。v 不 等式

　　A τP ＋ PA ＝− Q＜ 0

（6．3）

（6．4）

と変形 で きる こ と に 注 目す る と，Lyapun 。 v の 安定判

別 は LMI 条件

［1−
。飼 ・ ・

を 満 た す nXn 対称行列 P の 存在と 等価 と な る ．い

ま，（6．4）式 の 左右 か ら P『t
を か け，− ：

＝P
− 1

とお く

と，

　 　P ’−IAT 十 APli ＝A丿r十XAT 〈 0　　　　　　　　　　　（6，5）

を得 る．こ れ は ，双対 の Lyapunov 不等式 で あ り，　AT

に 対す る （6，4）式と理解す る こ とがで きる ．

　 こ の LMI 条 件 に よ る安 定 条 件 は ，以 下 の よ うに シ

ス テ ム の A 行列が ， ｛A ，，…，AL｝の 凸包か ら な る と

き，す な わ ち，

　　1（t）＝A （t）x （t）

た だ し

　 　 　 　 　 L　　　　　　　　　　　　　 L

　　A （t）一Σ a ，（t）Aix（t）；Σ α
，（t）

＝1
　 　 　 　 　 d＝1　　　　　　　　　　　 」．＝t

で 与え られ る 場合の 安定条件に 拡張で きる．

　　4 ア＋ PA、〈 O；　i＝1〜L

（6．6）

を満 た す 正 定対称行列 P が 存在す る な ら ば ，

様に して ， Lyapunov 関数 として （6．3）を選ぺ ば，

　 　 d
　　− V （x （t））＝x （t）

T
（A （t）　

Tp
＋ PA （t））x （t）＜O

　 　 dt

が成立する こ とが分る．よ っ て ， （6．7）を満た す正定

対称行列 P の 存在が安定性 の 十 分条件とな る．

　6．2 安定化 可 能性の LMI 条件

　つ ぎに，状態 フ ィ
ードバ

ッ ク に よる安定化可能性 に

つ い て 検討 して み よ う．す な わ ち，n 次線形時不変系

　　M（t）＝ Ax （t）＋Bu （t）；x （t）∈St・，　u （t）　EStm （6．8）

に 対 して ， 状態 フ
ィ
ー

ドバ
ッ ク則

も し，

（6．7）

先 と同
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　　 u （t）＝Kx（t）；K ∈ee・Yfi

　 　 　 　 　 （6，9）

を 施 し，閉ル
ー

プ 系

　　 di（t）；（A＋ BK 〕x （t）　　　　　　　　 （6．10｝

が 安定化 で きるか に つ い て 考えて み る，双対 の LMI

安定条件 （6．5）式 よ り，安 定 化 可能 条 件 は

　　 （A 十BK 〕丿r一ト丿r（遵一トBK ）「＜0，丿1＞0　　　　（6」1）

を満た す X ＝・XT ＞ O と κ が 存在す る こ と と な る．こ

の 条件 は X と K との 積の 項を 含む の で ，一
見 LMI 条

件 で は な い よ うに 見 え るが，M ：
；K9 ，す な わ ち K ＝＝

MX
−
1 と お くと

　　 AX 十XAT 十 Bルf一ト五4「7B τ
＜ 0，丿r＞ 0　　　　　　（6．12）

の よ う に 変数 X と M の LMI 形式 に 書 ぎ直 す こ と が

で きる．した が っ て ，
A とB が 与え られたときの 可

安 定 性 の チ ェ ッ ク は

L 麗 2。臨 嗣 ・・

の LMI 条件と等価とな る，

　 ま た ，B　
L・
を B ⊥B ＝o を 満た す 行 フ ル ラ ソ ク 行 列 と

定義 し，（6．12）の 左右か ら B ⊥ と B ⊥ ア

をか け る と，

　　BL （A丿Y一トXA7 ）B
⊥

τ

＜ O，丿ぐ＞ 0　　　　　　　　　（6，13）

を 得 る．こ れ は （6．12）と は 別 表現 の LMI 条件 で 変数

は X だ けで あ る ．上記の 議論 は，可 安定性 の 必 要 条

件を示 し た に 過ぎない が，こ の 条件は 実は ，十分条件

に もな っ て い る．な ぜ な らぽ ，上 記 LMI 条件 を満 た

す X が存在 し た とす る と，十 分 大 き な μ＞ 0 に 対 して

　　 K ＝ 一
μBlx

一
且

と置 くこ と に よ り，（6、i2〕の 条件を 満 たす こ とが 知 ら

れ て い る か らで あ る．こ れ は ，一
般性を失 うこ となく

B τ＝［e，∬］ と置けば 容易に 証 明 で きる ．

　 6，3　定数 ス ケ
ー 1丿ン グ H ． ノ ル ム の LMI 条件

　 こ こ で は ， 構造的な変動 に 対す る ロ バ ス ト安定条件

を 与え る とい う意味 で ，制御 系 の 重要な 設計仕様の
一

つ で あ る 定 数 ス ケ ーリ ン グ H 。。ノ ル ム 制 約条件 が

LMI 条件 で 表せ る こ とを 示 そ う．

　安定 な伝達関数行列

　　 G （s ）＝C （sl
− A〕

−tB ＋ D 　　　　　　　 （6．14）

の 定数ス ケ ーリ ソ グ H ．ノ ル ム は

　　1財
一IG

（s）Vll。。：
・＝supllV

−IC
（ゴω ）vil

　　　　　　　　　 ω

と定義 され ， その LMI 条件は 以 下 の 命題 で 与えられ

る．

命題6．1 （定数 ス ケーリン グ ll。。ノル ム ）1

（6．14）で 与えられ る G （s ） に お い て ，A を 安定，　 F を

正 則 行列 とす る．こ の と き，

　　llレ
「−IG

（∫）Vlloaく γ　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．15）

と以 下 の 各 条 件 は 等価 で ある ．た だ し，

　　 罪：
’＝　VF7

　D 　R ：
＝

γ
1py − DWD

τ

＞O，
ヨX ＝−

T
＞ 0：

　　（X （ゾ＋ B 吻
丁
）R

−L
（xc 　

1
＋ BmD 　

T
）

τ

　 　 　 十 AX 十 xA τ

十 BPifBτ ＜ 0

　 2）　　ヨL疋＝丿r了
．
＞0：

ド嵩謬際 禦矧・ ・

　3）　「X ＝XT ＞0：

「鴇鑼 勤
注意 ：

（6．16）

（6．17）

（6．18）

　　　上 記の 条件 1〕と2）の 等価性お よび 条作 2）と 3）

の 等価 性 は ，Schur 　C 。 mplement の 補題 か ら容易 に 示

せ る。

注意 ： 上 記条件は ， γ を固定す る と変数 ー と 躍 に 関

し て LMI 表現 と な っ て お り，γ反復 の 手法 （上記

LMI 条件を 満 た す 解 が あ れ ば γ を 小 さ く し，な け れ

ぽ アを大きく して 収束させ る方法） を用 い る こ とに よ

り，最適な ス ケ ーリ ソ グ を 求め る こ とが 可能 で あ る
1．

こ れ は ，Riccati 方 程 式 を ベ ース と し た 理 論 で は 得 ら

れ な い 結果で あ り，LMI 表現を 用 い る
一

つ の メ リ ッ

トで ある．

7．　 お わ り に

　まず第1 回 目の 今回は ， SDP に よ る数値最適化 と

は 何か とい うこ とを 例 題 を 中心 と して 紹 介 した．以

降，第 2 回 で は ，SDP の ア ル ゴ リズ ム を，第 3 回 と

第 4 回 で は 制御系 の 解析 ・設計問題 へ の 適用 に つ い

て ，それぞれ rLMI に 基 づ く制御系設計」，　 rBMI に

基 づ く制御系設計」 を 紹介す る 予定で あ る．
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