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《講 座》

一 LMI 【

半正定値計画法 （SDP ）

　　　　こ基づ く制御系設計一

岩 　崎　徹 也
＊ ・原 辰　次

＊ ＊

　ABSTRACT 　玉n　this　article ，　we 　show 　that　a　variety 　ofimportant 　control 　synthesis 　problems　can 　be　reducecl 　to　com −

putationally　tractable 　optimization 　problems　lnvolving　linear　matrix 　inequalities．　In　particular，　thc　stabilization

problem 　and 　the　H 。e　control 　prQblems 　are 　considered 　and 　simple 　de 【ivations　of 　their 　solutions 　are 　given ．

1． は じ め に

　線形行列不等式 （LMI ； Linear　Matrix　Inequality）

で 記述され る 数値最適化問題 は ，内点 法 に 基 づ く凸計

画 法に よ り効 率良 く解 くこ とが で きる こ とが前回 示 さ

れ た 13）．した が っ て ，種 々 の 工 学上 の 問題 を 解 くに

は ，それ ら を LMI 問題に 帰着 さ せ れ ぽ 良 い が，　 LMI

問題 に 帰着可 能 な 工 学 問 題 と そ うで な い もの とが あ

る ．そ こ で ，LMI を 工 学 上 の ツ ール と して 役立て る

た め に 重要な こ とは，どの よ うな ク ラ ス の 工 学問題が

LMI で 取 り扱 え る の か を 見 極 め ，ど の よ うに し て

LMI 問題 に 帰着 さ せ る こ とが で きる か を 明 らか に す

る こ とで あ る．

　今回 は ，特に 制御工 学 の 分野 に お け る LMI の 応 用

に つ い て 考え る．す で に ， 第 1回 の 講座
6）で 制御系の

解析問題 の 多 くが LMI 問題 に 帰着 で きる こ とを示 し

た （Bayd らに よ る文献
2〕も参 照 され た い ）．そ こ で こ

こ で は ，LMI の 概念 を ど の よ うに 制御系設計 に 応用

す る か に つ い て 説 明す る こ と に す る．まず，最 も簡単

な安定化問題を，状態 フ
ィ
ードバ

ッ ク と動的出力 フ ィ

ー
ドバ

ッ ク の 場 合 に 分 け て 詳 し く取 り扱 う．次に ，よ

り複雑 な 設計仕様を もつ H 。。 制御問題 の 解法に つ い て

解説 し，最後 に，ゲ イ ン ス ケ ジ ュ
ーリン グ コ ン ト ロ

ー

ラ の 設計条件に つ い て 触れ る，

　以 降本 稿 で は ，次 の よ うな 記法を 用 い る．行列 A

Semidefinitc　Program （SDP ）
− LMI 　ApproaCh 　to　Control　Sys−

tem 　Design
− 、　By　Tstsaya　lω asaki （Dept．　of 　Control　and 　Sys−

tems 　Engineering，　Tokyo 　Inst．　of 　Technology ）and 　Shinji　Hara

（Dept，　of 　Computational　Inteligence　and 　Systems　Science，
Tokyo 　Inst．　of 　TeChnology 〕，

＊

東京工 業大学制御シ ス テ ム 工 学科
＊ ＊

東京工 業大学知 能 シ ス テ ム 科学専攻

の 転置を A
’
で 表す．また ，対称行列 オ に 対 して A ＞0

は 正定性 を意味す る．す な わ ち A の 最小固有値 は 正

で あ る．与 え られ た行列 B ∈R ”XP 　VL対 し て ，　 B ⊥ は 次

の 条件 を 満 た す行列 で あ る．

　　B ⊥
∈R 〔”一「）x ・、B ⊥ B − o

，
　B ⊥B ⊥

尸
＞ o

こ こ で，r は B の ラ ン ク で あ る ．行列 A とB の 線形分

数変換 （LFT ： Linear 　Fractional　Transformatioll） は

　　A   B ：＝B22十 B2IA（1− BllA）
−1B12

で 定義 され る．た だ し，B
ウ （伴 1，2；　J

’＝1，2）は 行列

B を適当なサ イ ズ で 分割 して得られ る ブ ロ
ッ ク 行列で

濁り，Bl1の 次元 Vt　A
’
の そ れ と同

一で あ る．信号 x の

L2ノ ル ム は

　　l　lx亅　EL2　　：　一　　　　　　∫『　　　　（　t　
）
　−　　（　t　）　　

で 定義 される ． また，
L2 ノ ル ムが有限 となる 信

の 集
合
を L2 で

す． 2 ． 安 定化コ
ントロー

の設計 　 2 ，
1 状態 フ

ィ ー

バ・vク 　連続時間線 形 時 不 変

の プラソト 　 　 di

＝Ax 十 Bu に定数 ゲ
イ
ソによ

る 状態フ

ー ド バッ ク制御

　u 　 ： ・ 　 Kx

  {した閉ルーゾ 系 　　1 ＝（∠［十」蟹1（）x　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　 　 　　（ 2 ． 1 ） を考 え る．

こ
こ での 目標 は

こ の 閉ル ー プ
系が安

定
と な る 状 態フ ィ ー ドパ ッ

ゲ イ

K を 求 め る こ と であ る． 　リ ア ゾノ ブの 安定 条

6 ） よ り ， 閉 ループ系が 安定

なる ための必要 十 分条件は， 　丿r＞
0
，　（ A

十
B 丞「）X十丿r（∠d一

BK
）
厂 O 　　　

　
　 （ 2 ．2 ） 一 30

シ
ミ
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を 満 た す対称行列 X が 存在す る こ とで あ る ．した が

っ て ，安定化 ゲ イ ン を求め る に は （2．2）を 満 た す X と

K を計算すれ ば良い こ とに な る．しか し，こ の 安定化

問題 を ，（22 ）を 用 い て 直接解 くこ と は 困難 で あ る ．

な ぜ な ら，（2．2）は X と K を変数とす る行列不等式で

あるが，特に数値計算ト都合の良い性質 （線形性，凸

性 な ど）を 持た な い か らで あ る．

　LMI に 基づ く制御系設計法 で は ， 不等式 （2．2）に あ

る操作 を 施 す こ とに よ り線形 な 行列不 等式を 解 く問題

（LMI 可解問題） に 帰着 さ せ る．こ こ で ，
“
あ る 操作

1’

に は 大 まか に 分 け て 2 通 りあ る一す な わ ち，変数変換

と変数消去である．

　 変 数 変 換 に よる 方 法 は，特 に こ こ で 考 え る状 態 フ ィ

ー ドバ
ッ

ク 問 題 の 場 合 に は ，非常に 単純で あ る 1W ．

新 しい 変tw　G ：
＝1（X を 定義す る と，（2．2）は 等価的に

　　X ＞ 0．AXtXA
’
十 BG 十 C

’
B
’
〈 0　　　　　　　　　（2．3）

の よ うに 書 け る ，こ こ で ，（2．2）に お け る 変 数 X と K

は 新 し い 変数 ．Y と σ に 置 き換 えられ て い る こ とに 注

意する ．明らか に 不等式（2．3）は こ れ らの 新 し い 変数

X と G に 関 し て 線形 で あ り，LMI と な っ て い る．し

た が っ て ，（2．3）を 満 た す X と G は LMI 可解問題 を

解 くこ と に よ り求 め られ る．さ ら に ，安定化 ゲ イ ン は

K ＝cx − 1 か ら計算で ぎる，こ の 変数変換 が 有効で あ

る の は X の 正 則 性 が 条 件 X ＞ 0 に よ り保証 され て い る

か らで あ る．

　変数 消去 i．こ よ る方法 J）・1°）は ， リ ア ゾ ノ ブ 不 等式

（22 ）か らフ ィ
ードバ

ッ
ク ゲ イ ソ K を 消去 し，X に 関

す る LMI を 導 出す る方法 で ある．こ こ で ，次 の Fin−

s1er の 定 理 が 有 用 で あ るア〕・1°〕・m ．

定理 1（Finslerの定理）あ る 行列 B と対称行列 φ が

与 え られ た とす る，こ の と ぎ，以下 の 3 つ の 条件は 等

価 で あ る．

　　（i）ヨC ：Bσ＋ G
’
B
’
＋ φ 〈 0

　　（ii）　　　　B ⊥　φB ⊥
．
〈　0

　　（lii＞　iμ ＞ 0： φ 〈psBB
’

こ れ ら の 条件 が 成 り立つ と き， （i）を 満 た す G の
一

つ

は 6ii）を満 た す 任意の μ を 用 い て

　　　・一一1・B’
で与え られ る （証明 は 文Wt　7）を参照）．

　 さて ，固 定 され た κ に 対 して ，不 等式 （2．2）を κ に

つ い て 解 く行列代数問題を考え る．こ の と き，（2．2）

を満 た す K の 存在条件が（2．3）を 満た す C の 存在条件

と等価で あ る こ とに 着 目 し，φ＝AX ＋ trA
’
と置 ぎ，

Finslerの 定理 （（1）⇔ （ii））を 用 い る と，

　　≡レヒ「＞ 0，B ⊥

〔Aじr十丿己4
’
）B ⊥

’
＜ 0　　　　　　　　　　（2．4＞

が K が 存在す る た め の 必要十分条件 で あ る こ とが わ

か る，こ の と き，（2．2）を満た す安定化 ゲ イ ソ K は ，

　　K ＝＝一
αμ＊

B
’
X1 ；α ＞ 112 　 　 　 　 （2，5）

に よ り与えられ る ．た だ し

　　μ＊
！＝ inf｛μ＞OIAI一トX』

’
＜μBB

’
｝　　　　（2．6）

　 し た が っ て ，安定化 コ ソ ト ロ ーラ の 設計手 順 は ，次

の よ うに なる．まず LMI （2．4）を解 い て κ を 求め る．

こ れは LMI 可解問題 で あ り，凸 計画 ア ル ゴ リズ ム に

よ り計算 で ぎる ，こ の よ うに して 求 め た X と十分大

きな α （＞ 112） と を 用 い て 公式 （2．5）に よ り状態 フ
ィ

ードパ
ッ ク ゲ イ ソ K を 計算す る．こ の 場合，変数変

換 法 と比 較 して 変 数 パ ラ メ ータ の 数 が 少 な い の で ，変

数消去法の 方が 計算効率 の 面 で 優 れ て い る と考 え られ

る．

　 −E記 の 導 出 よ り，（2．4）を 満た す κ が 存在す る こ と

は ，（A ，B ） が 可 安定 で あ る た め の 必 要十 分条件 と な

っ て い る こ と がわ か る ，条件（2．4）に お け る B ⊥
に は ，

A の モ
ードの うち B か ら可 制御な もの を リ ア プ ノ ブ

の 安定性条件か ら 除外す る 働 ぎが あ り，結果 と し て

（2．4）は 不可制御 モ ードが安定，すなわ ち （A，B）が 可

安定 で あ る た め の 条件 とな っ て い る．

　最後に ，2 次形 式評価関数

・
−！l［x ’・・）・・… ）・ u

’
（・）u ・t）］・dt　 … 7・

を 最小 に す る LQ （Linear　Quadrat孟c）最適制 御聞題

と条件（2．4）と の 関係 に つ い て 考察 し よ う．

定理 （（iO⇔   ） よ り，条 件 （2．4）は

　　X ＞ 0，AX 十 ．￥A
’
〈μBB

’

Finslerの

（2．R）

を 満た す μ＞ 0 が存在す る こ と と等価 で あ る．すな わ

ち，あ る κ に 対 して ，（2、4）h：成 り立 つ な らば （2，8）を

満 た す μ ＞ 0 が 存在 し，ま た そ の 逆 も真 で あ る．

　い ま，（2．8〕を満 た す X ，μ に 対 して ，状態変数 に 対

す る重み 行列 Q＞ 0 を

　　（〜：＝μ．と「
．1 （μβB

厂一
ん Y− XA

’
）。￥

− J

と置 くと，（2，8）の 条件は

　　丿ど＞0，一（≧
＝

μλ厂
一1（∠しど十 」己4

厂一1‘BB
’
）X

−1
〈 0

と書け る，こ こ で ，新 しい 変数 P ：＝
μ．￥

’1 を 定義 し，

上 記条件を 変形す る と

　　P ＞ O，PA ＋A
’
P − PBB

’
P＋ Q＝ O

を得る．こ れ は ，2次形式評価関数（2，7）に 対す る Ric−

cati 方程式 で あ り， 最適状態 フ
ィ
ードパ

ッ
ク ゲ イ ン

K 。Pt は

　　瓦
μ

＝− B
厂
P

で 与 え られ る こ とが 知 られ て い る．こ の 瓦 μ
は ，

平成 9 年 6 月 一 31 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　Servioe

．一．’」」一L」　　　　　　▼．
「
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（2．5）式 に お い て α
＝1 と置 い た 場合 に 相当 し，μ は

μ 〉μ ＊ と選 ぽ れ て い る の で ，こ の 最適フ
ィ
ードゐミ

ッ

ク 系 は （112，。 。 ）の ゲ イ ン 変動 に 対 して ロ バ ス ト安

定 で ある こ とが わか る，

　 2，2 動的出力 フ ィ
ー

ドバ ッ ク

　 こ こ で は ，連続時間線形時不変系 の ゾ ラ ン ト

　　  一（
ABCO

）（；），
・ ERn

と動的 コ ン ト P 一ラ

　　（1）一 （芻：）（1）… ERnt

か ら な る 閉ル
ープ系

　　（1）一 （響
゜

  ）（lc）
A ．t

に 対して，安定化 コ ン ト卩
一

ラ を設計す る問題 を考え

よ う．以 下 で は ，簡 単 の た め コ ソ ト ロ ーラ は フ ル オ ー

ダ （n ＝n、） で 厳密に プ ロ パ ー （D 、

＝・O） と仮定す る．

　閉ル ープ 系が安定 とな る た め の 必 要十分条件は ，リ

ア プ ノ ブ の 安 定 条 件 よ り

　　X．t＞ 0，　A ‘？Cel一トXcA二t＜ 0　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

を 満た す対称行列 Xd が存在す る こ とで あ る．こ こ

で ，コ ソ ト 卩 一ラ と プ ラ ン トの 次数 が 等 しい と 仮定 し

て い る の で ， コ ソ ト ロ ーラ の 状態変数を適当に 選ぶ こ

とに よ り，一
般性 を 失 うこ とな くX，t の 形 を

x・r− （
xzzz

）　　　　 （・・1・）

に 限定す る こ とが で きる．なぜ な らば ， （2．9）式を満

た す 凡 ，が

x・t　＝＝（鍛 ）
の 形 を して い た と き， コ ソ ト ロ

ー
ラ の 状態 x、に 対 す

る 座標変数 T。：＝駅
一

！

を施す と，

・・t− （
100T

，）（鍍 ）（謝
・ 一（

　 Xp　　XPtX．
一
　
ix
；i

Xp．．￥JiXk ろ〆 「
1X

ん）
とで きる か らで ある．した が っ て ，安定化 コ ソ ト ロ

ー

ラ 設計 問 題は （2．9）を 満た す X ，Z，　A。β、お よ び Ciを 求

め る 問題 と等価 と な る ．

　状態 フ x
一ドバ

ッ ク の 場合 と同様 に ，変数変換また

は 変数消去 を 行 うこ と に よ り，こ の 問 題 が LMI 可 解

問題 に 帰着 で きる こ とを 以下 に 示 そ う．

　変数変換 に 基 づ く方法 は ，リ ア プ ノ ブ 不 等式（2．9）

に合同変換を行 っ た 後，新 しい 変数を 適当に 選 ぶ こ と

に よ りLMI を 得 る方法 で あ る 8）・1：）．ま ず，− ．t＞ 0 で

あ る の で Schur　Complement6 ）よ りX ＞ Z＞ 0 とな る こ

とに 着 目す る と，Z を置 き換 え る新 しい 行 列変数

V＞ 0 が

　　y ：； （x − z ）
−1

に よ り定 義 で き る，こ れ を 用 い て

T：
一 （1∴）

を定義す る と ，
τ は 正 則 で あ り， （2．9）よ り

　　TX
・，
・
’一（f；）・ 。

が成 り立 つ ．次に ，
T に よ る合同変換

　　T（A．pVd ＋凡茜）7 ＜0

を考 え る と、簡 単 な 計 算 よ り

　 　 　．4x 十XA
’
十 BC 十 c

’
B
’

（　 r

　　　　　　　VA ＋A
，
。CL，． びの・ 。

を得る．こ こ で

　　1
一
：
＝Y（AX ＋ Bcz − B。（；x

− Al ）十A
’

　 　 L ：＝− VBv　G ：＝Cl

（2．11）

（2．12）

（2，13）

（2．14）

（2．15）

は 4 ，B、 お よび Ccを置 ぎ換 え る 新 し い 行列変数 で あ

る ．

　 明ら か に 不 等式 （2，13）と （2，14）は 変数 瓦 Y，r，ゐ お

よ び C に 関 し て LMI と な っ て お り，こ れ ら の LMI

条件を満た す変数は 効率良 く計算 で きる．さ らに ， こ

の LMI 問 題 の 解 を 用 い て Z ＝ 　X − 　Y
−1 を 計 算 し，

（2．15）を A
．，
8

、 お よ び C設こ つ い て 解け ば 、コ ソ ト ロ

ー
ラが 求まる．

　一方，変数消去法は ，リア プ ノ ブ 不等式（2．9）か ら

コ ン ト ロ
ーラ パ ラ メ ー

タ 4 ，B、，　 C、を 全 て 消去 し，上

で 定義 され た X と Y の み を 変数 とす る LMI 問題 に 制

御問題を帰着さ せ る方法である
＋）・7），もし（2．14）が成

り立 つ な らぽ ，明 らか に

　 　AX 十 XA
「
十 BC 十 aa く O

　　XA 十 A
’
｝
厂一
トLC 斗

一
σ
厂
L
’
＜0　　　　　　　　　　　　　（2．16）

が 成 り立 つ ，逆 に ，も し こ れ らの 不 等式 が 成 り立 て

ば ，（2，14）を 満 た す 厂 が 存在す る （例え ｝t
’
　r ・＝O）．し

た が っ て，リア プ ノ ブ 不 等式（2，9）と LMI （2．16〕とは

等価 で あ る，こ こ で ，式（2、16）に お い て 変数Ae（また

は 等価的 に r ） が 消去 さ れ て お り，そ れ に よ っ て 2

つ の 独 立 した 問 題 に 帰着 され て い る こ とに 注意す る ．

こ の こ とは ，（A ，B，　C）が可安定か つ 可検出で ある こ

と と安定化 コ ソ ト 卩 一ラ の 存在 が 等 価 で あ る こ とを 示
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して い る ．

　式（2．16）の 最初の LMI ば （2，3）と同
一・一

であり，状態

フ
ィ
ードバ ック 問題 とな っ て い る の で ，前節 の 手 法 に

よ りG を 消去 す る こ と が で きる ．ま た ， （2，16）の 1

番 目の LMI は （2．3）の 双対 と な っ て お り，同様 の 手 法

に よ り L が消去 で きる，そ の 結果，

　　B ⊥

（AX ＋ XA
’
）B ⊥

’
＜ O

　　C
’
⊥
（｝つ4一トA

’
γ）（プ⊥

’
＜ 0　　　　　　　　　　　　　　（2．17）

お よ び （2．13）を 満 た す X と y が存在す る こ とが ，安

定 化 コ ソ ト ロ ーラ の 存在 条件 とな る．こ の と き，一つ

の 安定化 コ ン ト 卩
一

ラ は ，十分大きい ス カ ラ
ー

μ＞ 0

を 用 い て

　　ん
＝A 十 BC

。

− B
、
c −」θ

　　B8＝＝μY一L
（γ

　　σ、＝
−
paB

’
z− t

に よ り与 え られ る，こ こ で

　　θ：
＝y−L

（Y4 一
トA

’
v− PtC

’
c）y

一且z −1

で あ る ，

は，

　　s，＝Ax，＋ Bu ＋B、（y
−

　Cx
、）→＋　ex

、

　　u 　・＝ 　c．xc

の よ う な 構造 を 持 っ て い る ．す な わ ち ，

（2，18）

こ の よ うに し て 得られ る コ ン トロ
ー

ラ （2．18）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 コ ソ ト卩
一ラ

の 状態 x
，
が あ る 意味 で 制御対象の 状態 κ の 推定値 と

な っ て お り，オ ブ ザ ーバ を基盤 と した制御器構造で あ

る と解 釈 す る こ とが で き る ，

　 こ こ で は ， 変数変換法の 結果（2．14）に 墓 つ い て変数

消去 法 を説 明 した が ，直接 リ ア プ ノ ブ 不 等式（2．9）か

ら コ ン ト ロ ーラ パ ラ メ ータ を ワ ソ ス テ ッ プで 消去す る

こ と も で き る 蚋 ．こ の 方法 を 用 い る と，コ ソ ト ロ
ー

ラ の 次数 を 低次元 （η．〈 n ）に 固定 した 場合 も取 り扱

う こ とが で きる．

　な お ，変数消去法 の 利点 は 変数変換 法 に 比 ぺ て

LMI 問題 の パ ラ メ
ー

タ の 数 が 少な く計算効率が 良い

こ と や ，従 来 の Riccati方程 式な ど に 墓つ い た 制御理

論 との 関係な ど理 論的な考察が 可能 で ある こ と等で あ

る．一方 ，変 数変 換 法 は 全 て の コ ン ト ロ ーラ を 凸 な パ

ラ メ
ー

タ 空間 と対応 させ て い る の で ，多くの 設計仕様

を 考 慮 しや す く，多目的制御に 適 して い る．

3， H ．制御

　与 え られた 安定な伝達関数 τ（s）の H ．ノ ル ム は

　　11T目oo
：．・　＄up 　llT（∫）11；sup 　llT（yto）11

　 　 　 　 　 SEc ＋　　　　　　　 ω ∈R

で 定 義 され，制御 系 の 性 能指 標 の
一

つ と し て 重 要 で あ

る．こ こ で ，C〒は 複素平面上の 閉右半平面 で あ り，

117
「
（∫）IIは T （∫ 〕 の 最大特異 値を 表す ．

y

図 1　フ
ィ
ー

ドパ
ツ ク シ ス テ ム

w

　Hpn 制御問 題 は ，与 え られ た 制 御 対 象 P（∫） に 対 し

て ，コ ン ト ロ
ー

ラ （）（s ）を，閉ル
ープ 系が 内部安定か

つ 17」，」1。。＜ 1 が 満 た さ れ る よ うに 設計す る も の で あ

る．こ こ で T
．．

（s） は信号 w か ら z へ の 閉 ル
ーゾ 系伝

達関数 で あ る （図 1参照）．

　3，1 解析 （H ．ノ ル ム 条件）

　まず，内部安定性 と H 。e ノ ル ム 条件か らな る設計仕

様 が満 た され るた め の 必 要 十 分 条 件 を示 す ．閉ル ープ

系 伝達関数 Tt　e’（s） が そ の 状態空間 実現

　　（
s，t

ω ）（鵠 ）（め
を 用 い て

　　T、，（s ）＝C、1（sl − A 、t）
−IBd

＋ D、t

（3．1）

（3．2）

で 表 され る とす る と，以 下 の 補 題 が 成 り立 つ
1＋］．

補題 3，1 （有界実補題）（3．1）式 の 伝達関数 ℃。，とあ

る ス カ ラー7 が 与 え られ た とす る．こ の とき，以 下の

S つ の 命題は 等価 で あ る．

（i） Ad 安定 か つ 1…7』，vlloo く γ

（ii〕 11D．‘11く y で ，　 Riccati不 等式

　　A ，−x，t＋x，rl：t＋ （x ，，Cl，＋ B，tD ；t）

　　 （γ
2i − D 。ID ：t〕　

”
　
コ

（x，iCf，！＋ 8、ρ ；ガ

　　十 β圃 ，
〈 0

を 満 た す 正 定 対 称 行列 X 。t＞ O が 存 在す る ．

  　線形行列不等式

〔攣 鷺）〈・

を満た す正定対称行列 X，t＞0が存在す る ．　　　 コ

　命 題 （U）の Riccati 不 等 式 と   の LMI と は Schur

Complement に よ り関係 して い る，

　3．2　状態 フ ィ
ー

ドバ ッ ク

　まず，状態 フ
ィ
ー

ドバ
ッ

ク の 場 合 に つ い て 考 え よ
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う．連続時間線形時不変系の ヅ ラ ソ ト

c）一騰 ）〔・〕 （… ）

に 対 して ，状態 フ ィ
ードバ

ッ ク za＝庶 を施 した 閉 ル

ープ 系

　　c）一 （
A 十 B2K 　Bl

Cl＋D 且1K 　DII）（二）　 （… ）

が設計仕様 （安定性 と H 。。ノ ル ム 条件）を満た す よ う

に 状態フ ィ
ードバ

ッ
ク V イ ン K を 求め る問題 で あ る．

簡単 の た め，

　　1）n ＝0，D12（Cl　DL2）＝＝（0　　1）　　　　　　　　　（3．5）

を 仮定す る ．

定理 2 式（3，3）で 与 え られ る
一

般化 プ ラ ン トを 考 え

る ．こ こ で ，（3．5）が 満た さ れ る と仮定す る ．こ の と

き，以 下 の 3 つ の 命題 は 等価で あ る ，

（1） 閉 ル ープ 系が 内部安定 で か つ ！17｝訓。。＜ 1 と な る状

　　態 フ ィ
ードバ

ッ
ク 制御則 u ＝魚 が 存在す る．

  　次 の Riccati不 等式 を満 た す正 定対称行列 X ＞ 0 が

　　存在す る，

　　　 ∠4X十XA
’
→−X（著（71丿く「十 BIBI− B2Bi〈 0　　　（3．6）

（iiO 次 の LMI 条件 を 満 た す正定対称行列 X ＞ 0 が 存

　　在す る．

　　　　（
蟹 十 XA

’
十 B

，
Bl − B2B ｛XCI

　　　　 CIX 　　　　　
− 1 ）・ ・ ・・…

　　 ま た，条件（ii）ある い は   が 成 り立 つ と き，（i）の 条

　　件を満 た す フ
ィ
ードバ

ヅ
ク ゲ イ ソ の

一つ は

　　　　K ＝− BPr −i
　　　　　　　　　 （3．8）

　　で 与え られ る ．　　　　　　　　　　　　　 口

証明　（i）が 成立 す る た め の 必要十 分条件は ，有界実補

題 よ り，

　　（A 十 B2K ）X 十X （A 十 B2K ）
’
十BIBl

　　十X （q 十 D12K γ（C 止十 DnK ）．Y〈 0

を満 た す正 定対称行列 − ＞ 0 が 存在す る こ とで あ る．

仮定（3．5）よ り，上 記 の Riccati不等式は

　　AX 十 JL4
’
十xcr，C ，X 十 BIBI− B2B｛

　　十 （X ズ 十B2）（κY ＋ B ；）＜ 0

と書 き直せ る．した が っ て ，（3 ．6）を 満 た す X ＞ 0 の

存 在 が ，H ．状 態 フ ／
一

ドパ
ッ ク ゲ イ ン の 存在 の た め

の 必 要条件 と な る ，逆 に ，その よ うな X が 存在すれ

ぽ ，状態 フ
ィ
ー

ドバ
ッ ク ゲ イ ソ K ＝一

β 
一h

に よ り設

計仕様 が 達成 さ れ る こ とが わ か る ．こ の よ うに ，式

（3，6）”S　H ．制御問題 の 可解性 の 必 要十 分 条 件 とな る．

ま た ， Riccati不 等式（3，6）は Schur　Complementを 用

い て LMI 条 件 （3，7）に 等価変換 で き る．

3．3　出力 フ ィ
ードバ ッ ク

次に ，出力 7
イ
ー ドバ

ッ
ク の 場合に つ い て 説明 しよ

う，連続時間線形時不 変系の プ ラ ソ ト

G）一縢 ）G）7xeRn

と動 的 コ ソ ト 卩
一

ラ

　　（1）一 儲 ）（｝），  ・
・

か らな る 閉ル ープ 系 （3．1）を考え る

（3、9）

（3．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　簡単 の た め ， コ

ン ト P 一ラ は 7 ル オ ーダか つ 厳密 に プ 卩 パ ーと して い

る．さ らに ，
プ ラ ソ トは標準仮定（3．5）お よび

　　1）！1 （B｛ D ；，）＝（0　∫〕

を 満 たす とす る ，こ の と き，

Ad − （
AB2qe

B ‘c2　 A、）・均
一砿 ）

　　C．
＝（Ci　I）nCe ），1〕。t＝ O

とな り，以下 の 定理 が 成立す る．

定理 3

（3，1ユ）

　　　 式 （3．9）で 与 え られ る一
般化 プ ラ ン トを 考 え

る．こ こ で ，（3 ．5）お よび（3、11）が 満 た され る と仮定

す る，こ の とぎ，以 下 の 3 つ の 命題 は 等価で あ る，

（i） 閉 ル ープ 系が内部安定 で か つ ll7二訓。。＜ 1 とな る

　　 （厳密に プ ロ パ ー
か つ 7 ル オ

ーダの ） コ ソ ト ロ
ー

　　 ラ （3．10）が 存在す る，

（ii） 次 の 3 つ の 不等式を満たす （正定）対 称行列 X

　　 お よ び y が 存在す る ．

　　P ：＝ AX 十 XA
’
十 XC ；C謬 十 BIBI− B2Biく O （3．12）

　　Q ：＝YA 十 A
’
Y 十 YB

，BIY 十 CICi − CIC2〈 0 （3．13）

　　（i；）・ ・　　　　 （・・1・）

  　次 の 3 つ の LMI を満 た す （正定）対称行列 κ お

　　 よび y が存在する，

eκ刪

膨
一
曜

勤 ・・

（
｝
「A 十．4

厂
y十 C ；C1

− CsC2 ｝
「Bt

　　　　　Bly 　　 　　
−

！）・ ・

（X）・ ・

（3．15）

（3、16）

条件（ii）あ る い は伍Oが成 り立 つ とき，（i）の 条件 を満 た す

コ ン ト 卩 一ラ の
一

つ は

　　A、＝ A 十 B2Ce− B、c2＋ Y
−1

（r，（］1 − y
−iQ

（」
− xy ）

『1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．17）

　　B。＝’Y
−1Cf2 ，　C．＝Bly（1− xy ）

…1
　　　　 （3、18）

に よ り与え られ る．こ こ で ， Q は （3．13）で 定義 さ れて

い る．　　　　　　　　 　　　　　　　　　　 口
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証明　設 計 仕様 が 満 た さ れ る （す な わ ち ，（i）が成 立す

る）た め の 必 要十分条件は ，有界実補題 よ り，

　　θ ：＝イ4‘kly　cr →−X，〆11r十丿CctCelPcpX≧i十 丿3
．
B；‘＜ 0　　（3．19）

を 満た す 正 定 対 称行 歹r］　X ，t＞ 0 が 存在す る こ とで あ る，

こ こ で
，

コ ン ト ロ ーラ と プ ラ ソ トの 次数 が 等 しい と仮

定 して い る の で ，コソ ト ロ ーラ の 状 態変数を 適当に 選

ぶ こ と に よ り，一般性 を 失 う こ とな くX 、rの 形 を

（2，10）に 限 定 す る こ とが で きる，ま た ，正 定行列 γを

（2，11）で 定義 し，（2．12）で 与 え られ る 正 則行列 T を 用

い て Riccati不 等式（3．19）に 合同変換を 行 うと，

　 　 7 ：＝ τθプ く 0

を 得る ．こ こ で ，

　　尹1i ：＝，4，
・X ＋XAk・＋x （lsCxX＋ BIBl

　　晦 ：＝ YAF ＋ AFY ＋ VBFB ｝Y＋ aiCi

　　V21：
＝y（A − B ．C2）X ＋A

’
＋ YB

，
B1

　　　　 ＋ 頓OiX＋ y（BL，c，
− A、）z

　　AA−：＝A 十B2K ，　K ：；　CIZI
−1

　　4〆
＝A 十 FC2，　F ：

ニーBF

で あ る ，式（3．20）よ り明 らか に ，

（3．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．22）

　　　　　　　　　　　　　　　Vll〈 0 お よび 勤 2

＜ 0は H 。。補償器 が存在す る た め の 必 要条件 で あ る ．

こ こ で ，Vll＜ 0 が 状態 フ ィ
ードバ

ッ ク H 。。制 御 問 題

で あ る こ と に 気付 く と，Ψ11＜ 0を 満 た す K は （3．12）

が 成 り立 つ と き存在 し，そ の よ うな κ の
一

つ は

　　K ＝ 一β 
一1　　　　　　　　　　 （3，23）

で 与 え られ る こ と が わ か る ．ま た ， 勤 2 ＜ 0 は Ψ u ＜ 0

の 双対問題な の で ，同様 に して （3．13）お よび

　　F＝− y
」．

五
（ち　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．24）

を 得 る．また ，茂 1＞ 0 よ り TX 。，T ＞ 0 で あ り，（3，14）

を得 る．以上 よ り， Riccati不等式〔3，12），（3，13）お よ

び LMI （3．14）を 満た す ー と γが存在す る こ とが，　 H 。。

問題 の 可解性 の 必要条件 で あ る こ とが わ か る．逆に ，

も し その よ うな X と y が 存 在 す れ ば ，（3．21），（323 〕

よ り Cc，（3．22），（3．24〕よ りBcを （3．ユ8）の よ うに 求 め

る こ と に よ り，Vl1＜ O，　V22く 0 が 満 た さ れ る ，さ ら

に ，A、を （3 ．17）の よ うに 選べ ば，　 ur11・・O とな り（3．20）

が 満た され，H 。。補償器を得 る ．条件（iii）は Schur　C 。m −

plement よ り明 らか で あ る．

　最後に ，良 く知 られた Riccati方程式に 基づ くH 。。

制御 問題 の 解
・3） と比較 す る た め i・c ，Riccati不 等 式

（3，12），（3，13）お よ び LMI （3，14）を

　　xA　＋ A
’
X＋ X （BIBI− B

，
B｛）X ＋ CliCi＜O

　　Av ＋ yA
’
＋ γ（CliCi− c〜c2）γ＋B

、
Bl＜ O

　　X ＞ 0，V＞ G，　P（XV）＜ 1

と書 き直 して み る．こ こ で
， x ：

＝X ．1
， y：＝Y

− L
で あ

り，ρ（
・） は ス ペ ク ト ラ ル 半径 で あ る．文献 3）の 解

は 上 記 Ri ［ ［ ati 不 等式 の 不 等号 を 等号 に 置ぎ換 え た も

の で ある こ と が 確か め られ る ，ま た，式 （3．12）お よび

（3，13）を等 号 と し て 解 い た 場合 に ，（3．17）お よ び

（3．18）に よ り得 ら れ る H 。。補 償 器 は 3）の 中心 解 （の

双対〕 と
一

致 す る．

　 こ こ で は ，有界実 Ric⊂ ati 不 等式 に 現れ る コ ン ト ロ

ーラ 変数 4 ，B、お よび C、を順に 消去 して い くこ と に

よ り，可 解性条件を LMI に 帰着 させ る と と もに コ ン

ト ・ 一ラ の 具 体的表現を 導出 した ．他の 方法 と し て ，

変数変換 に よ る もの
8 ］・12）や，ワ ソ ス テ ッ ヅ変数消去

法
｛）・7］な どが あ る ，

　 3．4 数値例題 （状態フ ィ
ー

ドバ ッ ク H ．制 御 ）

　1 次の 不安定系 11（s − a），a ＞ 0に 対 して，一
般化 ゾ

ラ ン トが

〔三〕一〔謝G〕
で与え られ る場 合 の 状態 フ ィ

ードバ
ッ ク 遅＿制御問題

を 考え る．

　 u ＝ke と置 くと，簡単な計算 に よ り，閉 ル
ープ 系

Tru，（s）は

　　　　　（1）・y

　　  （s ）；
　　　　　 ∫

一
（a ＋k）

と書け ，そ の H 。。ノ ル ム は

　　　　　　　　　　　92十 k2
　　1［  II乱＝11　T．． （O）　112＝
　　　　　　　　　　 y2（a ＋k）2

とな る．しか る に ，閉 ル
ーゾ系 の 安定条件 a ＋ kく 0 よ

り，（a ＋ S）2〈 斥2 が 成立す る の で ，上記 H ．ノ ル ム が

1 未満 とな る た め に は，

　　A ：；γ
！＞ 1

が必 要 とな る．

　以下 で は こ の 仮定の もとで ，Riccati方程式

　　xA 十 A
’
X 十X （B ，

Bi− B2Bl）X 十 criCl＝0

　 ⇔ 2aX＋ （1！λ一Dx2＋ 9
？＝O

の 正 定解に 基 づ く状態 フ
ィ
ードベ

ッ ク ゲ イ ソ

　　　　　　　 a λ＋ a2 λ
2
＋gL

’

λ（λ
一1）

　　kRi、　＝　
’
X；

−
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A− 1

と，（3 フ〕式の LMI 条件

〔響
”

瓢）〈 ・

に 基づ く フ ィ
ードバ

ッ ク ゲ イ ソ   ，と の 関 係 に つ い て

調 べ て み よ う，

　 上 記 LMI 条 件 は，　 Riccati不 等式
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　　2aX ＋ （11λ一1）＋ q2x2〈 o

と等価 で あ る．よ っ て ，X ＞ 0 の 条件 と併 せ る と，

　　　　　　　
−

a ＋ a2 ＋92（1
− 11λ）

　　0＜ X く凡 ：
＝
　　　　 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9

を 得 る．また ，こ れを （3．8）に 代入 す る と，状態 フ ィ

ードパ
ッ ク ゲ イ ン 垢 に 関す る不 等式

　 　klmiく 一X 証 竺左品 ．

が 求 ま る．

　以上 の こ とか ら，Riccati解 とLMI 解 を 比較 す る

と，以下の よ うに な る．

　 。唯
一

解 を 持 つ Riccati解 は ，領域 解 を与 え る

　　 LMI 解 の 境界上の
一

つ の 解 とな っ て い る．

　 。LMI 解は 領域解とな っ て い る の で ，他 の 設計仕

　　様 と組み 合 わ せ る こ とが数値最適化の 枠組 で 可 能

　　で あ り，多 目的制御系設計 に 適 して い る．

歹

（
2

w

 

賀

図 2 　ゲ イ ソ ス ケ ジ ＝一
ル された 制御系

4．　 ゲ イン ス ケジ ュ
ー リン グ制御

　本節で は ，ロ バ ス ト制御の
一つ で あ る tr

’
イ ソ ス ケ ジ

ュ
ーリ ソ グ制 御 問 題 の 可 解性 が LMI 条 件 と して 定式

化 で ぎる こ と を 示す．

　状態方程式 （3、9）お よ び

　　ω （t）ニA （i）z （t）　　　　　　　　　　 （4．1）

で表 され る シ ス テ ム を考え る，こ こ で κ は 状態，μ お

よび 丿 は それ ぞれ 制御 入 力 とセ ソ サ 出力 ， ω お よび 1

は 時変パ ラ メ ータ 」 （’）が こ の ツ ス テ ム に 及ぼす影響

を 考 慮 す る た め に 導 入 さ れ た 信 号 で あ る ．ま た ，

∠ω は 各時刻 に お い て 次の 集合 に 属する と仮定す

る，

　　∠L：
＝｛∠ ∈ RmXmlA ＝diag（δ且111ヂ ・・，δ」，．），

　　　　 il∠1［1≦⊆1｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）
こ の よ うな プ ラ ソ トは 時変パ ラ メ

ー
タ A （t）と線形 時

不 変系 P （s ） の LFT 　il  P で 表す こ とがで ぎ （た だ し

P（∫） は （3 ．9）で 与 え られ る シ ス テ ム の 伝 達 関数 〕，

LPV （Linear　Prameter・Varying） シ ス テ ム と呼ぽ れ

る，

　 こ の プ ラ ン トに 対 して コ ソ ト ロ ーラ を 設計 し，すべ

て の 起 こ り得 る A （t）∈ Ziに 対 して ，閉 ル ープ 系が 安

定 と な る よ うに し た い ，こ の 問題 は ，も し A （t）∈∠

以 外 に は A （t）の 値 に 関 す る 情 報 が 知 られ て い な い と

す る と次 回 に 紹 介 す る予 定 の ロ バ ス ト制 御 問題 とな る

が，こ こで は A （t） を オ ソ ラ イ ン で 測定可能である場

合に つ い て 考 え る．こ の 場 合，コ ソ ト n 一ラ が制御入

力 翼 を決め る際 に セ ン サ 出 力 丿 だ け で な く時変 パ ラ メ

ータ A （t） の 情報 も使用で ぎる こ とに な る．た だ し，

設計 の 段階で A （t） の 値 が すぺ て の 1に お い て わ か っ

て い る わけで は ない こ とに 注意す る、

　 こ の よ うな状況 に 適 した コ ン ト ロ
ー

ラ の 構造 の
一

つ

と して 次の よ うな もの が 考えられ る．

〔i）一（搬）ω・

　 di｛t）＝A （t）2（t）　　　　　　　　　　　 （4．3）

つ ま り，コ ソ ト ロ
ー

ラ に プ ラ ン トと 同様 の LPV 構造

A   G （た だ し C（∫）は 上 の 第 1式 で 与 え ら れ る 線 形

系 の 伝達関数）を持た せ るこ とを考え るわけで ある．

こ れ は ，プ ラ ソ トパ ラ メ
ー

タ A （t）の 変化 に 応 じて コ

ン ト ロ ーラ の パ ラ メ ータ 　（ゲ イ ソ ）を 調 整 （ス ケ ジ ュ
ー

ル ）す る こ とに 対応す る．以 上 の よ うな プ ラ ソ ト と

コ ン ト P 一
ラ か ら構成 され る フ

ィ
ードバ

ッ ク 系 の ブ 卩

ッ
ク 線図を図 2 に 示 す．

　 さ て ，こ こ で 正 確に 問題 を 掲げ て み よ う，

　ゲ イ ン ス ケ ジ ュ
ーリン ゲ問題 ：式 （4．2）で 定義され

　 る 集合 A に 対 して A （’）∈ A と な る 時変 パ ラ メ
ー

タ

　A （t）を 含む LPV シ ス テ ム が（3．9）と（4．1）で 記述さ

　れ る とす る．こ の とぎ，（4．3）の よ うな LPV コ ソ ト

　 卩
一

ラ を 設計 し，図 2 に 示 され る閉ル ープ 系がすぺ

　 て の ∠ （‘）∈ A に 対 して 安定 とな る よ うに せ よ，

　 こ の 問題 は ス ケ
ー

ル ド U 。。制御問題 の
一

つ と し て 定

式化で き，その 解は 次 の 定理 で 与えられる （離散時間

系 に 対す る 結果 が 文献 9）で 与えられ て お り，以下 の

定理 は 本質的 に は それ と同 じで あ る）．

定理 4　ゲ イ ン ス ケ ジ ュ
ーリソ グ問題が 可解 で あ るた

め の 十 分 条 件 は ，

一 36 一
シ ミュレ

ー
シ ョ ン 第16巻第 2 号
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（i；）… （1，L）・ ・

（
B21

）12 ）
L

［（
』

儲 勤
・ （i）V （瓦y］（窺）

「

く ・

（
ciDl

，
）

⊥

［（畷
y

甥）

　　　　　　　　8i，）］（鼠

（4、4）

（4．5）

　　　・ （甜畷　　 ）
⊥
尸
く ・ ・… ）

を 満 た す実対称行 列 X，YJV ∈ D お よび W ∈D が 存 在

す る こ とで あ る．た だ し P は 」 と可 換 な ス ケ ーリ ン

グ行列 の 集合

　　D ：＝｛diag（Dl，…　，1））tt　Di＞0｝

で あ る ．　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 口

　 こ の 定理 の 条件は LMI で記述 され て お り，それ を

満た す 行列 X，y，　 r お よび 躍 は SDP ア ル ゴ リ ズ ム を

用い て 求め る こ と が で ぎる．また ，これ らの 行列を 用

い て ，ゲ イ ソ ス ケ ジ ュー
リ ソ グ 問題を解 く コ ソ ト ロ

ー

ラ を計算す る こ とが 可能で ある ．

5．　 お わ り に

　本稿で は ， 制御工 学上 重要で あ る安 定 化問題 と H 。。

制御問題を 例 に と り，LMI に 基 づ く制御系設 計法 に

つ い て 解
．
説 した．特 に ，こ れ．ら の 制御問題 が LMI 可

解問題に 帰着で きる こ とを述べ
， 具体的に どの よ うに

そ れ を 行 う こ と が で きる か に つ い て 説 明 し た ．次 回

は ，ス ケ ール ドH 。。制御問題 お よ び次数を固定 し た 制

御系設計問題 に 焦点 を 当て ，
LMI 条件 に 帰着 で きる

問 題の ク ラス とで きな い 問題 の ク ラ ス を分類 す る．ま

た，後者 に 属す る 問題 の 中で ，行列 の ラ ン ク拘束条件

（非 凸 拘束条件） 付きの 最適化問題 に 帰着で きる 設計

問題の ク ラ ス を明らか に し ， その 解法 を幾つ か 紹介す

る．
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