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　ABSTRACT 　General　nonconvex 　probiems　are 　extremely 　di出cult
，
　whiie 　a　restricted 　class 　of　nonconvex 　problems

n 巳 ed 　not 　be．　In　this　articlel 　we 　show 　tha し certai 皿 design　problems　arising 　in　control 　engineering 　can 　be　rcduced 　to　op ・

timizatien 　preblems 　involving　linear　matrix 　inequalities　and 　a　special 　nonconvex 　constrain し Several　algorithms 　to　ad −

dress　these　non ⊂onvex 　problems　are 　introduced，　and 　their 　characterisIics 　are 　illustrated　by　numerical 　examples ，

1． は じ め に

　様 々 な 制御系解析
・
設 計 問 題 が 線 形 行 列 不 等 式

（LMI ： Linear 　MatriX 　lnequality〕 で 記述 され る 数値最

適化問 題 に 帰 着 で き る こ と を前 回 まで に 示 しtc9・1°，．

ま た，そ の よ うな LMI 最適化問題を効率良 く解 くた

め の 内点法に つ い て 第 2 回 の 講Ptt6）で 解説 し て い る ．

こ の よ うに ，現 場 で の 問題 を定式化 した もの が LMI

最適化に 帰着可 能 な制御 問題 の ク ラ ス に 含 ま れ て い れ

ば，前回 まで の 制御理論を用 い て 解析
・
設計 が 行え る

わ け で あ る．しか しなが ら，そ の よ うな制御問題 の ク

ラ ス は 限 られ て お り， また 現場 で の 実際問題 は バ ラエ

テ ィ に富 ん で い る．例え ば，コ ソ ト 卩
一

ラの 複雑さや

制御対象 の 変動 を考 慮 した 低 次元 ・卩 パ ス ト制 御 問 題

は 実用上 重要 で ある が，こ れ ら を LMI 問題に 帰着さ

せ る 方法 は 知 られ て い な い ．

　今回は ，前回まで に 扱 っ た LMI 問題 を 拡張 し，取

り扱 うこ との で ぎる 制 御 問 題 の ク ラ ス を広 げ る 方 法 1・r一

つ い て解説する．具体的 に は ， LMI に よ る 制約条件

の 他に 非凸 な制約条件あ る い は 目標関数 を持 つ 最適化

問題 の ク ラ ス を 考 え，前述の 低次元 ・ロ バ ス ト制御 問

題 が そ の よ うな ク ラ ス の 最適化問題 に 帰着 で きる こ と

を示す．残念なが らこ の よ うな非凸最適化問題 の 大域

的 最適解を 効率 良 く計算す る こ とは 非常 に 困難 で あ

る．本稿 で は ，大域的収束の 保証は ない が 少ない 計算
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量で 近似解を得 る ア ル ゴ リズ ム を 幾 つ か 示 し，さ ら に

大 域 的収束を保証す る ア ル ゴ リズ ム に つ い て 簡単 に 紹

介 す る ，

　以降，次 の よ う な 記法 を 用 い る．行 列 A の 転置 を

A
’
で 表す．p （A ）は 行列 A の ス ペ ク トル 半径を 表す ．

また A＿（A ） お よ び λ皿；。（A） は そ れ ぞれ 最大 お よ び

最 小 固 有値 で あ る．た だ し λ（・） の 定 義 域 は 全 て の

固有値 が 実数 とな る 行列 の 集合 とす る．nXn の 実対

称 行 列 の 集 合 を Sn で 表 す ．ま た，対称行列 温 に 対 し

て A ＞ 0（A ≧ 0）は （半）正定性 を 意味す る ，す な わ

ち A の 最小固有値は 正 （非負 ） で あ る．与え られ た

行列 B ∈R ・” P に 対 して ，B ⊥ は 次 の 条 件 を 満 た す 行列

で あ る，

　　Bl ∈ RCn
−「〕x ”

，B
⊥ B＝o，B

⊥ B ’ 厂
＞ o

こ こ で
，

r は B の ラ ン ク で あ る．行列 A とB の 線形分

数変換 （LFT ： Linear 　Fractional 　Transfnrmation 〕 は

　　漣歯8 ：
＝B22＋ BxA （／

− B
． A ）

−IB

！2

で 定 義 さ れ る．た だ し ，Bij（i＝1
，
2”

’＝1
，
2〕 は tナ列 B

を適当なサ イ ズ で 分割 して 得 られ る ブ ロ
ッ ク行列 で あ

り，B11 の 次元 は ゴ の そ れ と 同
一

で あ る．

2．　 非凸最適化 と制御 系設計

　2．1 低次元 コ ン トロ ー
ラ に よ る 安定化

　状態方程式

　　（1）一 儒）（：）　　　 ・21 ・

で 与え られ る π
ρ
次 の 線形時不 変系 の ゾ ラ ン ト と

（1）一儲 ）（ ）　 　 ・…

で 表 さ れ る nc 次 の コ ン ト ロ
ー

ラ に 対 し て 次の 制御系

設 計問題を考え る，
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　低次元 安定化問題 ： np 次 の プ ラ ン トが （2，D式で 与

　 え られ た と き，閉 ル
ー

プ 系 を 安定 化 す る n、次 の コ

　 ソ ト ロ ーラ （2．2）を 設計せ よ．た だ し n、は nt＜ np を

　満 た す固定 され た整数で あ る．

　 こ の 問 題 の 可 解 条 件 は 次 の 定 理 で 与 え られ る ．

定理 112） 低次 元安定化問題が可解で あ る た め の 必要

十分条件 は ，次 の 不 等式 を 満 た す実対称行列 X と y

が存在す る こ と で ある．

　　 B ⊥

（AX ＋XA
’
）B

⊥ ’
＜ O

　　 C
’
⊥

（YA ＋ A
’
y）び

⊥’
＜ 0

　　（f；）・・

　　rank 　（i　；）・ np ・ nc 　　　 （2・・）

　 定理 1 を 用 い て 低 次 元 の 安 定 化 コ ン ト ロ ーラ を設 計

す る 際，定理 工の 不 等式条件 を 満 た す X と y を 計算

す る 必要があ る ．そ の 計算方法 に つ い て 考え て み よ

う．まず ，定理 1 に 与 え られ て い る X と y に 関す る

条件 の うち ，ラ ン ク条件以外は す べ て LMI で 記述 さ

れて お り計算上都合が良 くな っ て い る，しか し こ の ラ

ソ ク 条件 は 凸の 制約を与 え る もの で は な く，計算上非

常 に 厄介 で あ る ．こ の よ うな非凸問題 を解 くた め の ア

ル ゴ リズ ム の 幾つ か を 後で 紹介す る ，

　特 に， コ ン ト ロ ーラの 次数を プ ラ ン トの 次数と等 し

くす る と （nt＝np ），こ の ラ ソ ク 条 件 は 自動 的 に 満 た

さ れ （サ イ ズ 2npの 行列 の ラ ソ ク は 常 に ≦ 2np で あ

る）， 前回
10）示 した 安定化コソ ト ロ

ー
ラ の 存在条件を

得 る，こ の 場 合 ，X と γは ラ ソ ク 条件 を 無視 し て 残

り の LMI を 満 た す よ う に 選 べ ぽ 良 い が ， こ れ は

LMI 可解問題 で あ り効率良 く計算 で きる．

　 な お ， 後で 示す補題2．1を用 い る と， コ γ ト 卩
一

ラ

の 次数 が 零 （n尸 O），す な わ ち定数 ゲ イ ソ 出 力 フ
ィ
ー

ドバ
ッ

ク の 場合 に は ， 定理 1 に お け る 条件（2．3）を

　　丿「＝Y
一

且
＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

で 置き換 え る こ とが で ぎる．こ の 置き換え に よ っ て 問

題 自体の 難し さが変わ る わ けで は な い が ， 異な っ た 条

件式を使 うこ とに よ っ て 異な っ た 数値計算 ア ル ゴ リズ

ム を 構築す る こ とが で き，計算効率を 改善す る の に 役

立 つ 可 能 性 は あ る ．こ の タ イ ブ の 問題に 対す る ア ル ゴ

リズ ム もま た 第 3 節 で 紹 介す る，

　さて ，条件（2，3）と （2．4）の等価性は次の 補題
14）を用

い れ ぽ簡 単 に 確 認 で き る，

補題2．1 整 tu　m ＞0，た≧ 0 お よび mXm 実対称行列 X

お よび y に対 して，以下 の 条件は等価で ある．

　（i） 次 の 性 質 を 満 た す 実 対 称 正 定 行 列 P ∈

　　　 RCm ＋ 1）　X 〔nt ÷ めが存在す る．

　　P − （il），　P
−一

・一（i：）
　 （ii） 次の 条件 が成 り立 つ ．

　　（
xJJY

）・・，　・ank 　（i　’y）・ m ＋ k

証明　 まず（Dが 成 り立つ とす る ．k＞ o の 場合 に 行列

P を

　　P ＝＝ （
Pll　P12P

｛2P22 ）
と分割 す る と，

　　x ＝P11，　 y ＝（PlrP12P 熏
Lp

｛2）
−1

で あ る こ とがわ か る．こ こ で ，P は 正 定なの で P22＞ 0

お よ び y＞ 0 で あ る．また

　　X − y
− 1＝Pl2P愛

1

瑞 ≧ 0

とな るが ，P22 ∈RtXk な の で

　　 rank （x
− Y

− 1
）≦ k

を 得 る ．k＝・O の 場合 に も，　 X 三y
−1 な の で 上 記 の 不 等

式 が 成 り立 つ ．以上 を 用 い て

　　（il）一（1∵）σ∵
−11

）（1　
y

；
’

）
’

に 着目す る と  が 成 り立つ こ とが わ か る．な お ，（ii）

“ （i）は，P を適切 に 選 ぶ こ とに よ り確認 で ぎ る．すな

わ ち，k＝O の 場合 に は P ＝X ，　k ＞ 0 の 場合 に は

・一（
xFF
’
1）

とすれば よい ．た だ し F ∈Rmxk は X − y−1；FF
’
を 満

た す行列 で あ る．　　　　　　　　　　　　　　 ■

　 2．2　 ロ バ ス ト制御

　 不 確定性 を 含む プ ラ ン トが LFT 」  P （∫） で 与 え ら

れ た とす る 22）．た だ し A は 既知 の 集合

　　Zi ・＝ ｛A ＝ di・g （δ、
1

・，
…δ

、
1
、，Al

…4）・

　　　　 i：∈ c ，∠」、∈ ci・＋1
・xt・＋1

，　II∠111≦ 1／7｝　　　 （2．5）

に 属す る不 確定要素 （γ＞ 0 は 与え られ た実数） で あ

り，その サ イ ズ は

　　・ ． c
・・ 1

， 1 、 一 営1h
　 　 　 　 　 　 　 　 k＝且

で あ る．また ，P （s ） は 次 の 状 態空 間 実現 で 与 え ら れ

る n
ρ
次の 線形時 不 変系の 伝達関数 で あ る．

〔∋一〔欝〕（i〕　 （… ）

こ こ で ，A   P（s ）は 上記 の 状態空間 シ ス テ ム に お い

て w ＝加 と して フ ィ
ードパ

ッ ク ル
ープ を 付け加え た

と ぎの ，u か ら丿
へ の 伝達関数を表す こ とに 注意す る

一 36 一 シ ミュレ
ー

シ ョ
ン 　第16巻第 3 号
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（図 1参照）．

　 さて ，こ の プ ラ ン トに 対 して （2．2）で 与え られ る nc

次の コ ソ ト 卩
一

ラ C （∫）を 設計 して ，図 1 の 閉ル ープ

系を安定化 した い ．つ ま り，次の 問題を考え る．

　 ロ バ ス ト制御問題 ： （2．5）の 変動集合 d と （2，6）の
一

　般化 プ ラ ン ト P（s ）の LFT で 記述 さ れ る不 確定系

　∠  P （∫）が 与 え られ た とす る ．こ の と ぎ，図 1 の

　閉ル
ー

プ 系 が す ぺ て の A ∈d に 対 し て 安定 と な る よ

　 うに ，（2．2）の コ ソ ト 卩 一ラ C （s ）を 設 計せ よ，

こ の 問題 は 卩 バ ス ト安定性 を設計仕様とするが ，A の

中に 性能 ブ ロ
ッ ク を 含 ませ て お けば ロ バ ス ト性 能 の 仕

様 と な る
22 ）．

定理 2　33・ID 　 ロ バ ス ト制御問題が 可解 で あ る た め の

十分条件 は ，次の 不 等式 を 満た す 実対称行列 X ，y，　L

お よ び R が存在す る こ とで あ る．

 憚 鞠   渇

〔雛 學雛〕
上
’

・ ・

　　（f；）・ 。・ rank （膏）・ 凾

　　L ＝R
−1E

＠　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

こ こ で rzは ∠ と可換な ス ケ
ー

リ ン グ行列 の 集合

　　9 ・
＝＝｛di・9 （D ，，…・　D 、，　dll・．＋1，

…
〃 ら。

）・

　　　　d
，∈ R ，　D ，∈ R ”

Xi ，，　Di＞ o
，
　d

，
＞ o｝

で あ る，

　定理 2 で 与え られ る可解条件 は ，X ，　V に 関す る ラ

ン ク 条件 と （2．7）の 制 約 条 件 L ＝R
− i　b／外 は す べ て

LMI で 記述 され て い る ．前節 で 説明 した よ うに ，コ

ン ト U 一ラ の 次 数 を フ ル オ
ーダ （n，＝n

ρ
） とす る と こ

野

△

P （s）

0 （s）

図 1　 ロ ．パ ス ト制 御系

叨

の X ，V に 関す る ラ ソ ク 条件 は 自動 的 に 満 た され る ．

しか し， 条件 L ＝R ”］

は 非凸 で あるた め ，こ の た め に

フ ル t 一ダの 場合 で も可 解条件を チ ェ ッ ク す る （す な

わ ち X ，y，　L お よ び R を求め る ） こ とが非常に 困 難 と

な っ て い る．

　 さ て ，次節 で 示す よ うに ，非 凸条件で あ る （2．7）を等

価的 に 異 な る方 法 で 表す こ と に よ り，そ れ に 対 応 して

種 々 の ア ル ゴ リズ ム を考える こ とが で きる．以下で は，

（2、7）と置ぎ換 え る こ との で ぎ る 2 つ の 条 件 を示 す．

　
一

つ 目の 条件は ，L ，　R ∈9 お よ び

　　Cl）… ran ・　（1　1）・ t

で あ る．す な わ ち，ス ケ ーリ ソ グ行列 L お よ び R に

対す る 非 凸 条件（2．7）を ，低 次 元 コ ン ト ロ
ー

ラ の 設計

問題 で 現れる よ うな ラ ソ ク条件で 表す こ とがで きる の

で ある ．こ の こ とは ，補題2．1を 用 い て 確 認 で き る．

　も う
一

つ の 条 件は L，R ∈−
t

お よ び

　　 ρ（LR ）≦ 1

で あ る
15）．こ の 条件 と（2．フ）とは 等価 で は な い が ，一

般 性 を 失 うこ とな く条件（2．7）を こ の 条件 で 置 き換 え

る こ とが で きる．こ の こ とは 次の 補題を 用 い て 証明で

きる ．

補題 2，2 対称行列を値域 とす る 行列 関数 φ （t，

・
）

・）

に つ い て 考え る．こ の 関 数 が 次 の 性 質を 持つ とす る ．

す な わ ち，も し行 列 ル∫お よび対称行列 L ，R ，L ，R に

対 し て

　　φ（L ，R ，M 〕く O，ゐ≦ 五， 丑≦ 芹

な らば，

　　 φ （L
’
，R，M ）〈 0

が 成 り立 つ ．

　 こ の と ぎ，次の 条件は 等価で あ る ．

　（i） L，R ∈9 お よび M が 存在 し て 次 式 を 満た す．

　　φ （L ，R ，M ）＜ o，　 L ＝R　
1

　（li） L ，　R ∈ S お よ び M が 存在 し て 次式を 満た す ，

　　Φ（L，R，M ）〈 0，ρ（LR ）≦ 1

証明 　（i）⇒   は ，L ＝ R
− 1 な ら ば ρ（LR ）＝ 1 な の で 自

明 で あ る ．逆 を 示 す た め に ，L ：＝R → ，R ：＝R と お く．

する と ， L ；　R − i
∈9 で あ り，また ム〉  ，R ＞0 に対 して

　　ρ（LR ）≦ 1 ⇔ λmax（LR ）≦ ］

　　　　　　 eA
。 ．．

（RII2（LR ）R
’一

’i2）≦ 1

　　　　　　 ⇔ 」Lmzx（R ”i2LRI ／2
）≦ 1

　　　　　　 ⇔ R1／2
〃 〜

L！2
≦1

　 　 　 　 　 　 ⇔ L ≦ R
−i

で あ る の で ，L ≦ £ ，　R ≦充が成 り立 ち ，φ（i，　fi，　．V ）

＜ 0 を得 る．したが っ て （ii）⇒ （i）で ある．　　 　　 矚
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　2．3　数値計算問題 と して の 定式化

　前節 まで に ，低次元 コ ン ト ロ
ー

ラや ロ パ ス ト制御系

の 設計問題 が あ る種の 非凸問 題 に 帰着され る こ とを 示

した，こ こ で は，そ の よ うな非凸問題の ク ラ ス を 明 ら

か に し，次 節 で そ れ らに 対 す る数値計 算 ア ル ゴ リズ ム

を紹介す る，

　次の 問題 は ，LMI に よ る凸 な 制約条件 と非凸 な ラ

ン ク条件か らな る もの で あ る ，

問題 1　 次 の 条 件 を 満た す行列 X ∈9 ，y ∈  お よ び Z

を 求め よ．

　　φ （X ，Y，Z ）＞ 0

　　（x）… ra ・・k （聾）・ ・

た だ し ， φ： s、× Sn× RmXA → Slは 与 え られ た ア フ ァ イ

ン 関数で あ る．

　問題 1に お け る 最初 の 2 つ の 条件 は LMI で 与 え ら

れ 凸で あ るが，最後 の ラ γ ク 条件 は非凸で あ る．こ の

ラ ソ ク条件が 問題を難 し くして い るの で ある．ただ し，

も し r≧ 2η な らば ラ ソ ク 条件 は 自動的 に 満た され ，問

題 1 は LMI 問 題 とな り容 易 に 解 く こ とが で き る．

　さ て，もし問題 1 に お い て r＝n な らば，補題 2，1よ

り最後 の 2 つ の 条件は X ＝　Y
−i

＞ 0 と等価 と な る ．次

の 問題 は こ の 場合に 対応す る ，

問題 2　次 の 条件 を 満た す行列 X ∈9 ，y ∈9 お よ び Z

を 求め よ．

　　Ω（X ，y，Z ）＞ O

　 　X ＞0，y＞ O，　xy ・＝1

た だ し，9 ： S。× S。× Rmxk → Srは与え られ た ア フ
ァ イ ソ

関数 で あ る．

　前述 の よ うに ，こ の 問題が問題 1 の 特別 な 場合

（r・＝ n ）で あ る こ とは 明 らか で あ る ．実際 に は 逆 も成

り立ち 注 1），問題 1 と問題 2 とは 等価で ある．た だ し ，

これ らの 問題を 解 くた め の 数値計算 ア ル ゴ リズ ム は 異

な っ た ア イ デ ア に 基づ く こ とに な る．

　最後 に 掲げ る 問 題 は ，LMI 制約 条 件 と ス ペ ク ト ル

半径条件 とに よ り定式化 され，問題 2 と非常 に 似た も

の で ある．しか しなが ら，数値計算 ア ル ゴ リズ ム を構

築す る うえ で 重要 とな る 違 い が あ る ．す な わ ち，問 題

2 の 制約条件を満たす集合は xy ＝ 1の た め に 内点を 持

た な い が，次の 問題の 制約条件を 満た す集合 は 内点を

持つ ，

問題 3　 次 の 条 件 を満 た す行列 X ∈S ，y ∈＠ お よ び Z

を求め よ．

　　望（x ，r，　z ）＞ o

　　X ＞ 0， y＞ O，　 P （XY ）≦ 1

た だ し，Ψ ： S。× S．xRm
” k→ Slは 与え られ た ア フ ァ イ

ン 関数 で ある ．

　 こ の 問題 を 難 し くし て い る の は ，最後の ス ペ ク トル

半径条件 で あ る ，こ の 制約条件は 非凸 で あ り ， 他の 制

約条件は すべ て 凸 （LMI ）で あ る．前節で 示 した よ

うに ，ア フ ァ イ ソ 関数 Ω お よび ア が補題2．2で 仮定 し

た性質を 満た す な ら ば，問 題 2を 問題 3 に 帰着 させ る

こ とが で き，また そ の 逆 も可能 で あ る．こ の 意味 に お

い て これ らの 問題は 等価 で あ る．

3． 局所的最適化ア ル ゴ リズ ム

　本節 で は，前節 に 掲げられた 種 々 の 数値計算問題を

解 くた め の ア ル ゴ リ ズ ム を紹 介 す る．前述の よ うに ，

こ こ で 考 え る問題は一般 に 非 凸 で あ り，少 な い 計算量

で 大域的な収束を保証す る こ とは 非常に 困難 で ある．

そ こ で ，こ れ まで に 提案され て い る ヒ ＝
一

リス テ ィ ッ

ク な （つ ま り大域的収束 の 保証 の な い ）数値計算法 の

幾つ か を まとめ て 示 し，それ らの 特徴お よ び 問題点 な

どを 明 らか に す る注 2＞，

　3，1 座標降下法

　 こ こ で は 問 題 2 を解くた め の ヒ ューリス テ ィ ッ
ク な

方法
13）に つ い て 述 べ る．問題 2 に 対す る ア ゾ 卩

一
チ の

一
つ と して 次の 最適化問題 を考え る，

  ・

  鯉 ♂一（xy ） （3．8）

・ ・
一
｛・x ・・・・ … ：

　　　　・ ・x ，・ y・・z ）・ ・《弩）・ ・｝
こ の 最適化問 題 と問 題 2 との 関連性 は，以 下 の 等価性

を用 い て 説明 で きる ．すなわ ち，正 定対称行列 X ＞ 0

お よび y＞ 0 に 対 して

　　（
xIly

）2 ・ ⇔ x ・ Y
−i

　　　　　　　 ⇔ y 且！2xyit2
≧1

　　　　　　　 ⇔ λ。in（r
’12xy ’！2

）≧ 1

　　　　　　　 帶 λmm （xy ）≧ 1

が成 り立 つ ．した が っ て ，問題 2 が 可解な と きは 必 ず

集合 暫 は 空集合 とな ら な い ．さ ら に ，問題 2 が 可解

で あ る た め の 必 要十分条件は 最適値 A。p，
・＝1 が 集含 9

注 1） 厳密に は ， 逆 も成立するた め に は 問 題 1 の ラ ン ク 条

　　件 を ブ ロ
ッ

ク 対 角行列 κ お よ び y の 各 ブ ロ ッ ク 毎 の

　 　条件に 修正す る必要 が ある．

注 2） 各節 の ア ル ゴ リズ ム で の 探 索 空 間 は す べ て 異 な る

　 　 が ，すぺ て 凸集台 で あ る とい うこ とで 同 じ記 号 y を

　 　 用 い るの で ，注意 され た い ．
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の （境界上 で な く） 内部 で 達成 され る こ とで あ る，残

念なが らこ の 最適化問題 は 凸で は な い ．なぜ なら，制

約 条件 ifは 凸 で あ る が 目標 関 数　Am。；（xy ）は 非凸だ

か らで あ る．

　 こ の 非凸問題を 解 く上で 次の 事実が有用 で あ る ．固

定 され た行列 y＞ 0 に 対 し て 関数 φ（X 〕：＝ λ．。．（XY ）

を 定 義 す る と，φGx） は 凸 関数 で あ る．同 様 に X ＞ 0

を固定 して も凸関数が定義 で きる，した が っ て ，関数

λmax （Xy ）を X と y を 交互 に 固定 し て 最小化す る こ

とを 繰 り返せ ば ，各最小化問題 は 凸 計 画 問 題 とな り し

か も 目 標関数 の 値 は 減少す る （最悪 の 場合 で も増加 す

る こ とは ない ）．た だ し，大域的最適値に 任意 の 初期

値 か ら収束す る保証 は な い こ とに 注意す る ．こ の よ う

な 反復法 を座 標 降下 法 とい う．

座 標降下 ア ル ゴ リズム

　　初期化 ：k；1，（Xu，　Yi）∈ V

　　＆ ・
＝argmin ｛λ＿（X 幻 ・ （X ，ゆ ∈ 9 ｝

　　 Y、＋ 1 ・
＝・a・gmin ｛λ＿（濁 y ）・ （Xt，　y）∈ 留 ｝

　 こ の ア ル ゴ リズ ム に お い て ，各凸最適化問題 の 最適

値 は 実行領域 9 の 内 部 で は 達成 され な い ．す な わ ち，

最適値 を 与 え る Xk お よび Yk＋ 1 は 留 の 境界 上 に 存在

す る，した が っ て ，すべ て の kに 対 して （Xh ｝1）∈ if

を 保証 す る た め に は ， 十分小 さ な ス カ ラー
ε ＞ 0 を 用

い て 集合 9 を近似す る こ とが必 要で あ る ．また ，初

期値 を （X 。，｝つ ∈ V と 選ぶ こ とに よ り各 凸 最適化問

題 の 実行領域 が常に 空集合 とならない こ とが保証で き

る．さ らtra，目標関数の 値 は 各 ス テ
ッ

プ で 増加す る こ

とは ない ，す なわ ち

　　λ＿（澱 幻 ≧ λ＿（孟 ＋ IYk ． 、）

が 成立 す る ．制約条件 よ り λ
m 。x （＆ ｝つ の 値は 1以上

で あ るの で ，こ の 目標関数値の 数列 は 必 ず 収 束 す る ．

　 こ の 単純な ア ル ゴ リズ ム を用い て 問題 2 の 解が求 ま

る 場合 もあ る が，収束が 遅 い ，収束値 と λ。PL と の ギ ャ

ッ プ が 大 き い な どの 問題 が 生 じる場 合が 多い ．

　次 に 示 す ア ル ゴ リズ ム は ， 上 記の 座標降下 ア ル ゴ リ

ズ ム の 各凸 最適化問題を解析中心 の 計算で 置 き換え る

修正 を 施 した もの で ，よ り最適値 に 近 い 解が よ り少な

い 計 算量 で 得 られ る 場合 が 多 い ，な お，LMI 　u （X ）

＞ 0 の 解析中心 を次の よ うに 表記
・
定義す る （e．g．［1⊃．

　　 ac ｛u （め ＞ o｝

　　　：
＝argmin ｛log　det　u （X 〕

］

： u （X ）＞ O｝

中心 化反復 ア ル ゴ リ ズ ム

　 1． パ ラ メ ータ θを 0 〈 θく 1 の 範囲か ら選ぶ ．

　2．k＝1 と し て y
］お よ び β」 を （戈，　P）∈留 を 用 い

　　 て 次の よ うに 初期化する．

　　 Yl；
＝V，　β1＞ Amax〔λry）

　3 ，解析中心 駈 を 計 算 し，α忌 を更新す る．

　　＆ ・
＝

・・ ｛yl／
2xri ／2

＜β、1，（瓦 幻 ∈ if｝

　　 crk　1
＝（1一θ）A

。，。．
　（Xi　Yi）＋ θβ疋

　4 ．解析中心 Ylを 計算 し，β乏 を 更新す る．

　　 Yh
． 、

1 ＝ ・ ・ ｛え ｝〆
2
職

！2
〈 α 」，（x ，，　Y）∈ 9｝

　　βξ ：
＝（1一θ）λma ．（Xt　Yh＋ 1 ）＋ θαk

　5・も し （Xk ．Y厂
且

）∈ 暫 ま た は （｝智 b 敦 ＋ 1）∈留 な

　　　らぽ ス ト ッ プ．そ うで なけ れ ば κ← k＋ 1 と して

　　　 ス テ
ッ

プ 3 へ ，

　 こ の ア ル ゴ リ ズ ム に お い て ，初期化 パ ラ メ ータ

（2，9）∈9 は LMI 問 題 を 解 く こ と に よ り求 め ら れ

る 、も しそ の よ うな 行列が 存在 し な け れ ば （つ ま り

留 が 空集合 な ら ぽ）問題 2 は 解 を 持 た な い ，望 が 空

集合 で ない 場合 に は ，ス テ ッ
プ 3 お よ び 4 の ac ｛

・
｝

の 括弧の 内部で 定義 さ れ る集合 は空 で な くか つ 有界 で

あ り，す べ て の k≧ 1 に 対 し て 解析中心 が 存在 す る ．

さ ら に ，λ＿ （憩 幻 に 対 す る上 界値 α 疋 お よ び β斥 は 減

少数列 で あ り，か つ 常に 1以上 で あ る．

　　β士〉 α 産〉βよ＋1≧ 1，　 ∀k≧ 1

した が っ て そ の 収束 は 保証 され る．

例 1　 次 の 問題を考 え る．

　 　 mm 　 Xl

　 　 〔x，」 ）∈v
こ の 問題 の 大域的最適解は 1 で あ り，そ れ を 与え るの

は x ・＝）’＝ ・1 で あ る ．こ こ で 中心 化 反 復 ア ル ゴ リ ズ ム を

適用す る と以下 の 結果が 得られた ．

　　初 期値 ：
コ。
＝・2，β。

＝5，e ＝ O．2

　　収束値 ： （x ，丿〕＝ （1．0230
，
0．9886）

　　　　　　Xl 　＝：1．0112

点列 嫉 ，ノ∂ を図 2 の r フ 平 面 上 に 示 す，

　図 2 に お い て 実行領域 9 は 点 （x ，」）＝（1，1） で 交

y

t．5

゜・B．5 15

図 2　 中心化反復 ア ル ゴ リズ ム の 振 る舞 い

2
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わ っ て い る 2 つ の 直線の 上側 の 領域 で あ る．また，図

中 の 曲 線 は XJ ＝orlお よ び XJ ＝β鳶（ゐ
＝1，2，＿）で 表 さ

れ る双曲線 で あ る．与え ら れた ノk に 対 して解析中心

Xk は 次 の よ うに 与 え られ る．す な わ ち，直 線 厂 鋸，集

合 吼 お よ び 双 曲線 拶
＝
蕉 の 下側 の 領域 の 交わ りで

定義 され る線分 の 中点 の x 座標 が Xt で あ る．

　 も し座標降下 ア ル ゴ リズ ム を 同 じ初期値を 用 い て こ

の 問題 に 適用 した 場 合 ，1 回 目の 反復 で ア ル ゴ リズ ム

は ス ト ッ
プ し て し ま い ， 収束値 （x ，」）＝（0，8，2）お

よ び Xl　
＝・1．6を 得 る こ とに な る ．　　　　　　　 ■

　 中心化反復 ア ル ゴ リ ズ ム は 座 標降下 ア ル ゴ リズ ム と

異 な り， 問題 2 の 解 を 得 る た め に λm 話 属玲 ＝1 を 必

要 と し な い ．直観的 に は ，こ の ア ル ゴ リ ズ ム は 点

　（澱 ，yD を集合 9 の 内側奥深 くに 保 ち な が ら Xk と

玲
且 〔ある い は 等価的 に 惹

1 と 幻 との 距離を小さ く

し よ うとす る もの で あ る．した が っ て，点 G  ．  り

お よび （玲
ユ，Yk）は 集合 SCの 内部 へ と移動 し て 行 く

こ とに な る．こ の こ とは 次 の 例か ら も理 解で ぎる，

例 2　問 題 2 を考 え る ．た だ し

・ 卿 ・
・《叩 品、）

　　 Ω
．（x ）：

＝− B ⊥

（ん Y十XA
’
）B

⊥
’

　　傷（y）；
＝− c

’⊥
（YA ＋ A

’
Y）c

’i’

（
ABc

＊）一 叫）
で あ る ．こ の 問題 は，定数 ゲ イ ン （nt ＝0） に よ る 出

力 フ ィ
ードバ

ッ ク 安定化問題 を 定式化 した も の で あ

る．上 記 の （A ，B，の は 制御対象 が 2 次積分器 夕
＝

混

で ある こ とを 意味す る．こ の シ ス テ ム を 安定化す る 定

数 ゲ イ ソ は 存在 しな い こ とが知 られ て い る．つ ま り，

問題 2は 解 を 持た な い ．

　中心化反復 ア ル ゴ リズ ム を こ の 問題に 対 して適用 し

た ，こ こ で ，パ ラ メ
ー

タ を θ＝0．2 と選 ん だ ．初期値

の 選 び 方 の 詳 細 は 文 献 13）を参照 さ れ た い ．

　図 3 に 中心 化反復ア ル ゴ リズ ム の 振 る舞 い を示す．

た だ し α 是 お よ び 燕 は λ＿しど函 ） の 上 界 で あ る が ，

収束状況を 直観的 に 視覚化す るた め に β．
の 代わ りに

β厂
1 を プ ロ

ッ ト して あ る ．こ うす る こ とに よ り，α
疋
お

よび β尸 の 2 つ の 曲 線 間 の 距離 で 澱 と ｝71 との
“
距

離
”

を 視覚的に 測 る こ と がで きる ．同様に ，2 つ の 曲

線一
叺 （｝7り お よ び 一Ω

｝
（詐

1〕 と 横軸 との 距離 は そ

れ ぞ れ （yr1，　Yi） と 留 お よ び （κゐ，惹 1
）と 9 との

“
距離

”
を 測 る 目安と な る ．例えぽ，（y戸 ，YE）∈ 留 で

あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は
一Ω

r （｝ 
1）く 0 で あ る，

1．5

05

ゆ 50
　　　　　　 り 　　　　　15　　　　　　ロ　　　　　ゐ 　　　　　ね 　　　　　お

　 　 Iteration　Nu 皿 ber　k

図 3　 中心 化反復 ア ル ゴ リズ ム の 振 る舞 い

　 　 （定 数 ゲ イ ン 出 力フ ィ
ードバ ック ）

　問題 2 が 解 を 持 た な い に も関 わ ら ず，行列 XA　Ytは

単 位行列 1 に 近 付 い て い る （あ る い は 等 価 的 に α 露
→

1）．こ れ は 矛盾 の よ うに も見 え る が実 は そ う で は な

く，（斑 ，κ「
1）お よび （YF1，　vD は 確 か に 集合 9 に

近付 い て い る が 留 の 内部 に 入 る こ とは な い ．つ ま り

すべ て の kP こ 対 して Ω
丿 G玲 1

）≦ 0 お よ び 叺 （｝ 
1
）≦ 0

とな っ て い るの である．実際， 33回の 反復 の 後

X − G 潔 1。
一，

一
生

撒
1°
−5

）
・一（

　　　O．64646　　　　− 5．1534 × 10
−6

− 5．1534xIO
−6

　　　0．21144 ）
　　Ω r （X ）＝9・00 ・ 10

』5
，9μ

一1
）＝

− 1．23 ・ 10
』5

　　Ω μ
一

且
）＝− 7・54・ 10

一
鴇 （r）− 1．03 × 10

− 5

　　λ（X ｝う＝1．OOOO8，1．00002

が 得 られ る ．こ こ で ，X 壑 y
−1

で は あ る が （− ，X
− 1 ）

と （Y
−
　
1，y）の ど ち ら も 留 に 属 して は い な い ，こ の

例が 示す よ うに ，・rk→1 で あ っ て も必 ずし も問題 2 が

可解 で あ る とは 限 らな い ．

例 3　 例 2 の 問題を 以下 の デ ータ で 考 え る，

　 　 　 　 　 　

（
ABc

＊ ）
・一

■

こ の 問題 は ，1 次の 動的出 力 フ ィ
ードバ

ッ
ク に よ り 2

次積分器 i＝u を安定化す る こ と に 対応 して い る ．こ

の 場合，そ の よ うな安定化 コ ン ト 卩
一

ラ が存在す る こ

とが わ か っ て い る．つ ま り問 題 2 は 可解 で あ る ，

　 こ の 問題 に 再 び 中心 化反 復 ア ル ゴ リ ズ ム を 適 用 し
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1七eration 　Number 　k

図 4　中心化反復 ア ル ゴ リズ ム の 振 る舞い

　 　 （1次 動 的 出 力 フ ィ
ードバ

ッ ク 〕

た ．パ ラ メ
ー

タ は 例 2 の 場合 と同 様 に θ；O．2と選 ん

だ ．図 4 に ア ル ゴ リズ ム の 振る 舞い を 示す．安定化 コ

ン ト ロ
ー

ラ を設計す る た め に は 斥＝4 で （澱 ，燈 り∈ if

お よび （VkL；，　Vt）∈ifな の で 4 回 の 反復 で 十分 で あ る ．

k＞ 4 で ア ル ゴ リ ズ ム を 継続 して 実行す る と，点 （斑 ，

XFi ） お よ び （玲 1，　Yk）は 集合 9 の 内側深 くへ と移

動して 行 く．こ れは 中心化反復 ア ル ゴ リズ ム の 典型的

な 振 る 舞 い で あ る．17回 の 反 復 の 後

一 ・C懃 ii鑓ぎ〕
・・− Y）一｛iiiiiii

を得 た ，した が っ て，問題（3．8）の 大域的最適解 が 許

容誤差 1λmaA （xy ）− A。p、1≦ 5 × 10
− s

の 範 囲 で 求 ま っ た

こ とに な る．　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■

　 3．2 線形 化法

　本 節 で 述べ る数値計算法 は 問題 1 に 対 す る もの で あ

り，文献 5）の 結果 で あ る ．こ こ で は ，問 題 1 の 制約

条件 の もとで ラ ソ クの 上 界 r を最小化す る こ とを考え

る ．問題 1 の ラ ン ク は ，実行可 能領域 に あ る X と y

を 2 番
・目の 不 等式 条 件 の 境 界上 へ と押 し て や る こ と に

よ り減少す る，こ の た め の 自然な方法 の 一つ と して ，

次 の 最適化問題を考え る．

　　φ．Pt ・
＝ min φ（X ，　y）

　 　 　 　 　 帆
「ty）e9

・ ・
一｛（・，・y）・ 卿 ・

　　　　・ （… y，・z ）… （i；）・ ・｝

た だ し φ： V →R は 以 下の 性質 を持 つ 関数 で ある ．

（a ）

（b）

（c ＞

（d）

最初 の 2 つ の 性質 は ，

が 存在す る こ とで あ る．

2 番 目の 不 等式 が 成 り立 つ た め の 必 要 十 分 条件 は ，行

列 XY の すべ て の 固有値 が 1 以 上 で あ る こ とで あ る．

もし X と y が ち ょ うど こ の 不等式の 境界上 に あれぽ，

λi（XY ）　・・　1 が 幾つ か の f に つ い て 成 り立 ち，そ の 数 だ

け 問 題 1 に 現れ る ラ ン ク が落 ち る こ とに な る ．特に ，

すべ て の ゴに つ い て 成 り立 て Vt
“
　xy ＝ 1 とな り，ラ ソ ク

は 最 小 とな る ．し た が っ て ， 性質 （a）と （b）を もつ 関

数 φを 最小化す る こ と に よ り　xy ＝ 　1　pc近付ぎ，ラ ン

ク の 減少 が 期待 で きる ．こ の こ と か ら ，関数 φは

‘CAttracting
　Function”

と呼ばれ る．

　次 の ア ル ゴ リズ ム は ，上 記の 最適化問題 の 局所解を

求め るの に 有効で あ る．

線形 化 ア ル ゴ リズム

　 1，　初其月イ匕： k＝O，（M 。，Yo）E9

　 2．行列 Vt と 畷 を 計 算 す る ．

　　v・ 1一震崛 ）， Wk ・
一券（x… Yt）

　 3， LMI 最適化問題 を 解 く．

　　（Xi． T，｝Y、， t）：
＝

・・gmin　t・ （V
，
X ＋　W 、

　Y）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 （A

「，Y）E 望

　 こ の ア ル ゴ リ ズ ム に お い て ，上 記 の 性質 （a ）一（d）を

持つ 関数 を 具体的 に 指定す る 必要 が あ る．そ の ひ とつ

と し て 次 の よ うな もの が 考 え られ る．

　　φ（X ，め ＝2t， （XV ）
’！2

ス テ ッ
プ 2 で 必 要な グ ラ デ ィ

エ ン ト 吸 お よ び 峨 は ，

こ の 関数 に 対 して は

　　F ＝ H
− 1

（HYH ）
且i2H 　

l

　　　　　　　　　　　　　H ：
＝xlt2

　 　 　 　 　 1　　　　　　　　　　　　
，

　 　 Iv＝v

で 与 え られ る，

　 さ て ，も し性 質 （a ），（b）お よ び （d）が 満 た さ れ る な

らぽ 数列 φ（濁 ，yP は 下 に 有界で あ り しか も単調減

少す る こ と を証 明 で き る の で ，線形化 ア ル ゴ リ ズ ム の

収束は 保証され る．こ の 証明の 鍵 とな る ア イ デ ア は ，

凹 関数が そ の 線形 近似関 数 の 下 側 に 常 に 位 置 す る，と

い うこ とである．

φGヒ，y）≧ φmim ∀（x ，　 r｝∈ 9

φ（X ，
Y）＝φmin

⇔ xy ＝1

φは 囓 で 微分可 能

φは 留 で 準凹 関数

　　　　　　　 （a ）と （b）を 満 た す ス カ ラ
ー

φmi 。

　　　　　　　　 前 に 示 した よ うに ， 問題 1 の

例 4 　問 題 1 を 以 下 の データ で 考え る．

・ 鴎 … 一（
¢ 〆（X ） 0

  φ
丿
（y））
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　　 Φ
r （X ）：； − Bi （醍 ＋ XA

’
＋ O．Ctr）B ⊥’

　　φ
」
（y）：

＝− c
’⊥

（YA ＋A
’
Y＋ o．4Y ）c

’1 ’

　　　　　　　　
　　（

ABc

＊）・
一

　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　

こ の 問 題 は ，閉 ル ープ 系 の 極 が ｛A ∈c： Re（A）
〈
− 02 ｝の 領域に 入 る よ うに コ ン ト ロ

ー
ラ を 設計す

る 問 題 に 対応 して い る．た だ し，Re （・） は 複素数 の

実部を表す．こ の 極領域制約条件は，初期値応答の 収

束 の 早 さが 一
定の レ ベ ル 以 上 に な る よ うに 要求する も

の で ある，また，問題 の デ
ー

タ （A ，B，　C）は 物理 的

な意味 を持ち ，2 つ の 台車が バ ネ で 繋が れ た 機械系の

状態空間実現 とな っ て い る Is）．こ の 機械系は 2 次元 の

コ ン トロ ーラで 安 定化 可 能で あ るが ，1 次 元の コ ソ ト

m 一ラ で は 安定化で きない こ とが知 られて い る．した

が っ て ，問題 1は r≦5（＝＝4十 1） の と き解を 持た な い

こ とがわ か る．

　関数 φを上 記 の よ うに 選 び ，線形化 ア ル ゴ リ ズ ム

を こ の 問題 に 適用 した．図 5に 線形 化ア ル ゴ リズ ム の

振 る舞い を示す，

　5 回 の 反復 の 後ア ル ゴ リズ ム は 収束 し，以 下 の 結果

を得た ．

イ：；ii；撫ii；liillii；ii〕
Y＝〔纛鰈iliii；

：iiiii）
　　λ（X ｝つ＝1．OOOO，　　1．OOOO，　8．9248，　21．7285

行列 xy の 固有値か ら，問題 1 に 現れ る ラ ン ク が 2 減

っ て い る こ とがわ か る．こ の よ うに して ，r＝ 6 の 場

合の 問題 1の 解が得 られ た ．r≦5 の と ぎに は解が存

在 しない こ とがわ か っ て い るの で．線形 化 ア ル ゴ リズ

ム に よ りラ ソ ク の 大域的最小値が 達成 さ れ た とい え

る．　　 　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　 ■

　3．3 射影 法

　本節で は再び問ee　1 を考え る．こ こ で紹介す る射影

法は文献 7），
8）ec よ る．

　こ の 方法 に お い て は ，問 題 1 を以 下 の よ うに 定 式化

し直す．条件

　　Q ，．．∈ 9 ∩de

2D2e2

ア

2625242a212120

tr（VkXk＋1 ＋ WkYk ＋1）

igt
　　　 1．b　　　 2　　　 25　　　 3　　　 3．S　　　 4　　　 4、5　　　 5

　　　　　　1teration　Nu工nber 　k

図 5　 線形化 ア ル ゴ リズ ム の 振 る 舞 い

を満た す行列 Q。、を計算せ よ．た だ し

・ ・
一｛Q一σ；）IQ ・ ・

　　　　・・… y
・
・z）・ ・

，… ，・… ｝
　　齠 ：

＝｛q ： rank （q）≦ r ｝

こ こ で ，催 は閉 じた 凸集合で あ り，露 は 閉 じた 集合

で は あ る が 凸で は な い ．これ らの 集合が 閉集合で あ る

こ とは ，射影法を適用 す る うえ で 重要 で ある．問題 1

に お い て ，¢ （X ，Y．　Z ） に 対す る不 等式 は 等号を 含 ま

ない が ，上記の 定式化 で は ¢ （X ， y，　Z ）≧0 の よ うに

条件が 弱 め られ て い る．も しこ の 変 更が不 都合で あれ

ば，十 分小 さい ス カ ラ
ー

e ＞ 0 を用 い て 問題 1 の 実行

可 能領域 を閉集合 で 近 似す れ ば 良い ．

　 以 下 に 示 す ア ル ゴ リ ズ ム は ，2 つ の 集合 9 　and 　St

の 交わ りに 局所的に 収束す る．

反復射影 ア ルゴ リズ ム

　1，初期化 ： 斥；0， 

　 2．Q ＋ 1：＝ Octh

　3．　 （）」 ＋ 1：
＝ eStQ

＋ 1

こ こ で 屮
ジ は 集合 9 （＝齧 また は 副 　へ の 直交射影

を表す．

　　Oy （〜D ：＝ arg 皿 重n ｛卩」（〜
− QollF：Q∈i　5ρ｝　　　　（3．9）

た だ LI卜11Fは Fr。benius ノ ル ム で ある．

　 こ の ア ル ゴ リズ ム は，一
つ の 集 合 内 の 点 か ら別 の 集

合 へ の 直交射影を繰 り返 す こ と に よ り行列 の 数列  

を発生する （図 6の 直観的な ス ケ ッ チ を 参照）．初期

値 Qoは 任意に 選ぶ こ とがで きる こ とに 注意する．

　も し集合 5尸 が 凸な らば
， 直交射pa　9yQo は 唯

一
に

定まる．すな わ ち，式（3．9）で 表 され る最適化問 題は
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唯
一

の 最適解を持 つ ，実際，も し仮 に 集合 9 と eeの

両 方が 凸 で あ っ た な らぽ ，反復射影 ア ル ゴ リズ ム の 大

域的収束が保証され る．つ まり，初期点 （〜o に 関わ ら

ず，集合 9 ∩Stが 空で な い と ぎは 必ず Qf。。、に 収束す

る．また ，9 ∩ Stが 空集合 の とぎに は 平衡状態に お い

て ifと de との 最短距離 を与 え る 2 つ の 点の 間を 往復

し続け る こ とに な る．こ の よ うに，凸性 の 仮定 の もと

で は ，大域的収束が保証され る が ，問題 1 で は ue は

凸 集合 で は な い の で 局所的収束 しか 保証 されな い ．

　直交射影 侮   は LMI 問題を解くこ とに よ り求 め

られ る ，ま た ，直交射影 9Pst（21＋ t は 唯
一

で は な い が，

そ の うち の
一つ は 魚 ＋ エ の 2n− r 個 の 小 さ い 特異値 を

零 で 置ぎ換 え る こ と に よ り得 られ る 8）．

例 5　 例 4 で扱 っ た 問 題 を考 え る．図 7に 反 復射影 ア

ル ゴ リ ズ ム の 振る舞い を 示 す．こ こ で λ
」（xy ） お よ

び λ
，（xy ） は 行列 xy の 最 も小 さ い 固有値 と 2 番 目

に 小 さ い 固有値 を 表す．曲線は デ ー
タ Q，∈留 を 用 い

P

a5

z5

1．5

o．5

図 6　 反復射 影ア ル ゴ リズ ム の 概念図

D20 　　　　　 40　　　　　 60　　　　　 80　　　　　100　　　　 120

　 　 1teration　Number 　k

図 7　 反復射影 ア ル ゴ Vズ ム の 振 る舞 い

て プ 卩
ッ ト され て い る．最 も小 さ い 固有値 λ1（xy ）

は 常 に 1 で あ る こ と に 注意す る ．こ れ は ，直交射影

％   が （Zk¢V の ときは 常 に 集合 ifの 境界上 に くる

こ とに よ る ．こ の 例題 に 対 し て は ，反復射影ア ル ゴ リ

ズ ム は 線形化 ア ル ゴ リ ズ ム よ りも多くの 反 復回数を 必

要 と した が，幾何学的 な情報 を 活用 す る こ とに よ り収

束の 速 さを改善す る こ とも可能で あ る
17 ）．

　130回 の 反復 の 後以下 の 値 に 収束 し た ．

　 　 　 　 　 2．864S　　　1．8096　− 0．7312　− 1．5714

　 　 　 　 　 1，8096　　 4，5226　　 0．8893　
− 0．9077

　 　 　 　
− O，7312　　 0，8893　　 王．8242　

− 0．2438

　 　 　 　 − 1，5フ14　− 0．9077 　− O．2438　　3．0529

　 　 　 　 　 3．0529　− 0．2438　− 0．9077 　− 1．5714

《
叢i灘
λ（丿『y）＝0．9990，　　」．0024，

　　　　　　　〕
｝｛iii遡
13．7234，　　25．6750

し た が っ て ，プ
＝6 の 場合 の 問題 1 に 対す る 解 が 得 ら

れ た わ け で あ る．こ の r＝・6 は 達 成 可能 な 最小 ラ ソ ク

で あ る ．　　　　　　　　　　　 　　　　　　 ■

4． 大域的最適化 ア ル ゴ リズ ム

　前節 で は ，局所最適解 を与え る 3 つ の ア ル ゴ リ ズ ム

を 紹介 した．しか し，当然 の こ とで あ るが大域的な最

適解 を 与 え る ア ル ゴ リ ズ ム が 望 ま れ て い る ．こ こ で

は，そ の 方向 に 沿 っ た 研究 の 2 つ を 簡単 に 紹介 し よ

う．

　
一

つ 目 の 方法 は ，問題 3 に 関連 す る もの で ，LMI

制約 条 件 の も とで 2 つ の 正 定行列 の ス ペ ク トル 半 径 を

最少化す る 問題 ：

　　 minimize ρ （XY ）

　　 sub ．　t・ P （X ，｝〜Z ）＞ O，X ∈ e ，　y∈ 9

で あ る ．文 献 20），21）で は 9 が 対角行列 に 限 定 さ れ

る 場合 に つ い て ，文献 19）で は
一

般 の 場含 に つ い て 議

論 し，い ずれ の 場合 も最適値か らの 許容誤差 ε ＞0 を

指定 した とき許容誤差範 囲 内 の 大域的な 最適解 を 見付

け る ア ル ゴ リズ ム を 提案 して い る ．また，最悪 ケ
ー

ス

の 計算量 の 解析を 行 う こ とに よ り，提案ア ル ゴ リズ ム

が 11e に 関 して 多項式オ ーダ の 計算量 で 大 域 的収束 を

保証 す る ア ル ゴ リ ズ ム と な っ て い る こ とを 示 して い

る．

　一
方，Goh ら 6）

は 上 記 の 問 題 を そ の 特殊 ケ ース と し

て含 む BM 工（Bihnear　Matrix　lnequality）最適化 と 呼

ば れ る非凸 最適化問題を 定式化 し，分枝限定法に 基 づ

く大域的最適化 ア ル ゴ リ ズ ム を提案して い る．BMI
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最適化問題の
一つ の一般形は

　 　 minimize λ

　　sub ，　toλ∬
− F （x，丿）＞0

で 表 され る．こ こ で，F（x，1）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　
n・　　　　　　　

nJ
　　　　　　　

ni
　

n！
　　F（x ，ノ）・

＝F 。。＋ Σ　・、F ，。＋ Σ乃殉 ＋ ΣΣ ・の 馬
　 　 　 　 　 　 　 　 　 i；1　　　　 丿

＝1　　　　 ゴ
＝1丿

＝1

で 定義 され る変数 x，」 に 関す る 双線形関数 で ある ．こ

の 方法 は ，問 題の ク ラ ス が一
般過ぎ る た め ，最適解を

得 る ま で の 計算量 を 前 も っ て 見積 も る こ と は で きな い

とい う欠点 は あ る も の の ，実 用 的 な方法 の
一

つ と して

幾つ か の 改良法が提案され て い る．詳 し くは，解説記

事 2）を 参 照 され た い ，

5．　 お わ り に

　本講座 で は ，近年注 目を浴 び て い る半 正定値 計 画 法

（SDP）を紹介 した．第 1 回 目とag　3 回 目 とに 示 した

よ うに，制御系解析 ・設 計問 題を 含む 多 くの 工 学 の 問

題が SDP と し て 定式化 で き，第 2 回 目 の 講座 で 紹 介

した 内点法 に 基づ く数値最適化 ア ル ゴ リ ズ ム に よ っ て

高速 に 解 くこ とが で きる．しか し，今回 制御系設計問

題を 例 に と っ て 示 した よ うに，少 し
一

般的な問題を考

え る と，LMI で 表現 さ れ る 凸制約条件に 幾 つ か の 非

凸制約条件 の 加 わ っ た 問題 に な る こ とが 多 い ．今 回

は ， こ の よ うな問題 の 特殊 な 問題に 対す る最適化 ア ル

ゴ リ ズ ム の 幾つ か を紹介 した が，実用的 な 問題を含む

適切 な問 題 設 定で ，よ い 性質 （高速性，大域性 な ど）

を 持つ ア ル ゴ リズ ム の 開発が 望 まれ る ，
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