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《講 座》

精度保証付 きシ ミ ュ レー シ ョ ン ［3］
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常微分方程式の精度保証
一
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　ABSTRACT 　Two 　numerical 　methods 　are 　introduced　to　prove　the　existence 　of 　the　solution 　of 　ord 三nary 　differeritial
equations 　and 　to　gUarantee　the　accuracy 　fbr　a 　giv   appToximate 　solution ．　One 　is　based　on 　Taylor　expansien 　method ，
wh 玉ch 　is　one 　of 　single 　stcp 皿 ethods 　for　initial　value 　problems．　The 　other 　is　based 　on 　Newton 　method 　on 　functional

spaces ・

1．　 ま え が き

　今回は 常微分方程式の 解の 精度保証付 き数値計算 に

つ い て 述ぺ る．数値 計算に よ る微分方程式 の 求解 の 難

し さは，数値計算が数値演算を重ね る こ とに よ っ て 何

らか の 数値結果を得 る の に 対 して ，解が 関数 で ある こ

とに あ る ．解が siu （t）で あ る何らか の 微分方程 式 に

対す る数値計算 の 末，
“
解 は sin （t）で あ る

”
とい 5結

果を導き出す こ とは 難 しい ．そ こ で ，解を x （の とし

た ときに ，tl，t2，…，t，の 有限個 の 点 に お け る x （t）の

値 x （tt），
　 x （t2），

…，　 x （tn）を求め よ うとした り， 解

x （t）が 照 ∈｛0，い ・
， n ｝）や ・・p（Akwt ）（k∈

｛
−

n，−
n ＋ 1，・tt，　 n

− 1，　 n ｝）な どの 有限個 の 関数 の 1

次結合 で 表 され る と仮定 して その 係数を 求め よ うとす

る こ とに な る．しか し，解 x （t）とは 無限 に あ る tに

お け る x （t） の 値であり，それが有限個の 関数の
一

次

結合 で 表 され る こ とは稀 で あ り，ど う して も無理 が 生

t る．こ の 無理は ，数値計算 に よ っ て 得られた結果に

離散化誤差 と して 入 り込む，常微分方程式の 解の 精度

保証は ，こ の 離散化誤差 を ど う評価す る か に 懸 っ て く

る．もち ろ ん 前回 ま で の 解説 の 様 に ，通 常の 数値計算

で 用 い られ る浮動小数点演算 を用 い れ ば丸 め 誤 差が 混

入 し，反復法を 用い れ ば 打 ち切 り誤差 も混入 す る．

　常微分方程式の 解 の 精度保証に 関す る 研究は 元 々 数
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値解析 に お け る 誤差解析 の 主要な テ ーV の 一つ で あ

り， そ の 歴史 は 長 い ．特に ，1940年代 tlc　Kanter・ vich 　Vl

NeWton 法 に 対 す る収 束 定 理 と誤 差評価 を 提案 した ．

ま た 日 本 で は Urabe　hS1960年代 に Newton −Kantoro−

vich の 定理を数値的に 確認す る方法 を提案して い る 1）．

さ ら に ， 区間解析 と絡 め て か らそ の 発展 は著し く，

Moore −Shen，　L ・hner などは 初期値問題の 近似解法の

一つ で あ る，Tayl。 r 展開法を基 に し た 精度保証付 き

数値計算法 を 提案 した 2・3），ま た ， 王（aucher
−Miranker

は ，精度 を保証 し な が ら桁 の 爆発を 抑 え る機械 区 間演

算と同様 に ， 関数 が あ る基底 の
一

次結合 で 表 され て い

る と ぎに ，精度を保証し なが ら， 基底 の 数を抑え る

Ultra　Arithrneticを提案 し た
番〜6｝．ま た ，　 OiShiは ，有

限 次 元非線形方程式 の 解の 精度保証付き数値計算法と

して 有名 な KraWCZIkの 方法を関数空間 に 拡張 し，非

線形常微分方程式の 解の 精度保証付ぎ数値計算法を提

案 した
7）．

　本文で は そ の 全 て を述べ る訳に は い か ない の で ，初

期値問題，境界値問題 それ ぞ れ に 対する基礎的な 方法

を一つ づ つ 紹介す る ．

2． 初期値問題

　非線形常微分方程 式 の 初期値問題

　　dr（’）

　　τ r〆（x （・））， x （・・）＝x
（°）

　　　 （1 ）

を考え る，こ こ で
， x （の お よ び ／（x （t））は π 次元 ベ

ク b ル 値関数である．こ れ は 自励系だが，非自励系

撃禍 ），・），　 … 。）
・… ）　 （・）
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・ ・ た ，響
‘L1

− （t、）一・。 な ・方 程 式 ・ 元 ・

方程式に 追加する こ とに よ っ て ， 自励系と考え る こ と

が で きる．

　常微分 方程 式 の 初期 値問 題 の 近 似解法は 数多 く提案

さ れ て い るが ，最 も基礎的 な 方法 の
一

つ に Tayl・ r 展

開法が あ る．

　2，1Taylor 展開法

　x （の h：　toの 周 りで P 階微分可能ならぽ Tayl。r の 公

式 よ り

・ … ＋ ・）一・ …）・がlll
）

誰
　　　・ （

dP

≡i；／’￥tt）1、．e （論環1頚噛

　　　・

，lr；ii）。

…・1
♂1；1昏の1

馬 ，蒼｛）が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3 ）

と表 され る．た だ し ， （
…）t「

は 転置 を 表す．剰余項に

お け る t の 値は一般ec　x．ご と に 異な る た め ， 最終項

を 成分 ご と に 表 し た ．式（3 ）の 右辺 最終 項 を 無 視 し，

（to，　x （to））か ら，ち＋ んに お け る x （t。＋ h）を

　　・・t・
＋ ・）・ ・ ω ・皇≒｝1

）L芸　 （・）

に よ っ て 求 め る の が ρ次 の Tayl・ r 展開法 で あ る．式

（4 ）の 右辺を ， x （te＋ h）の 近似 で あ る と言 う意味を

こ め て 1（to＋ h） と表す こ とに す る ．実際に は ，

　　i（to）＝x （to）　　　　　　　　　　　　　　　　（5 ）

f …＋ （1＋ 1）鳳 蹄 嵩
d

芸乳 ＿

　 　 　 　 hk

　　　 x − （1∈ ｛1，2，…｝）　 　 　 　 　 （6 ）
　 　 　 　 k！

に よ っ て 次 々 と1 （t。＋ th）を 求 め て い く．常微分方程

式の 初期値問題の 数値解法の 内，
1段法と呼ばれ る も

の は，こ の Taylor展 開法 を 基礎 と して い る．

　 2．2Ta1 ・ r 展開法の 計算

　p次 の Taylor展 開法 の 具 体的 な 計算の た め に は，

・ ・

♂

組 、

・ （・・ ｛1・・， ，…

が 必要で あ る．h
，p は 勝手に決め れ ば良い ．

’

凱 ・ （・・ ｛1，・・…・P・・

を数値的に 求め る こ と は そ う簡単 で は な い ．こ こ で

は，自動微分法 と同 様 の 技術 を用 い て ，

♂

乳 ・ （・・ ｛1… …・P・・

を 計算す る方法 を紹介す る．ス カ ラー値関数 Xl （t），x2

（t） が そ れ ぞ れ

　　　　　　

　　Xl （t）一Σ ・
」（t

− t
。）

」

，　　 　　 　 　　 （7）
　 　 　 　 　 丿

＝o
　　　　　 oo

　　κ
，ω

＝Σむ（t
− t

。）
J
’
　　　　　　　 （8 ）

　 　 　 　 　 」＝o

と表さ れて い る とす る，こ の とき，表 1の 第
一

コ ラ ム

に あ る 基 本 演算 に よ っ て 得 られ る 結果 i （t） の （t
−

‘oンの 係数 廓よ表 1の 第ニ コ ラ ム の よ うに なる．

　 さて 今，方程式（1〕と等価な積分方程式

x ・幟 ・・∫：ル ω ）・t 　 …

を 考 え る．x （t）が形式的 PC　 to の 周 りで巾級数 展 開 さ

れ て い る と して，

　　・ （t）；Σ（aj（t
− la）丿）　　　　　　　 （10）

　 　 　 　 ノ
＝0

と す る ．こ の 内，a
）

・
　 ： （ブ∈｛0，1，2，…，k｝） ま で 既知

で ある とす る．こ の と ぎ，表 1 を見な が らf の 計算過

程を 追 うこ とに よ っ てf（x （’）） の toの 周 りで 展開 し

た 巾級 数

　　　　　　 oe

　　f（x （t））＝・Σ （bj（t− t。）
i）　　　　　　 （11）

　 　 　 　 　 　 」
＝o

の 第ゴ項 目の 係数 b
，
を 得 る こ と が で きる ．式 （9 ）の 右

辺 の 通 り，
こ の 第碩 目妙 を t

。か ら t ま で 積分し た

表 1 墓本演算 とそ の 巾級数 の 第 k 項 目の 係数

基本演算 Ψ その 巾級数の 第 j 項 目の 係数

・  罕魂 ｝士 ∬〔の

　　　　　　　　　　　　　　｝
c7 ＝α

コ
＋ b

丿

2 〔オ1＝蝋 オ） c
ゴ
＝α α

丿

濫（り二τ（f｝× μ〔の

　 　 　 丿

・广 Σ・，δ，
一、

　 　 　 5；0
　　 　　 コP 它

窓（の＝
　　　　鯉ω

　 　　 　　　 　　 　　　 α【〕

　　　　　　　　
c°
＝
冨

・
一静

一
罍殉 ・ …

z （り＝CXp （エ〔f）） 　　　　　鉛 喟exp 〔α o ｝

帰 書一 〔ゴ≠0＞

S 〔つ＝ID9〔X 〔つ）　　　　　　　　　　　　 CO 二109（α0 ）

　　　　　　・
一嵩（・

一
罍鳳 （・≠・・

e（t］＝v 厠 　　　　　　　　Cu ＝画

　　　　　　・誌 ←
−i11（cicj 一川 ・ ≠・・

織
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もの は畜（・一・O）・＋ 1
　t な り， ・ の 項 目以外 ・ t− ・・

の 次数 は た十 1 で は な い ．し た が っ て ，x （t）の 第

k＋ 噸 目の 聯 一 ・幽 に 等 ・・… う して，・ ・
，

・：

（j∈ ｛0，1，2，…，k） か ら bj： （ゴ∈｛0，　 1，・2，…，
k）を 通

して ak＋ t を得る こ とがで きる．　 ao　IX　x （to）に 等 し く，

x （t。） は 問題中に 与えられ て い るか ら，a。か ら任意の

数p ま で aj ： （」∈ ｛0，1
，
2，…，p）を 得 る こ と が で き

る．

　関数や演算子 の 多重定義 が で ぎれ ば，fの 計算過程

だけか ら比較的簡単に 計算機上 で 自動的 に 上 の 計算 を

行 うこ と が で きる，

　2，3Taylor 展開法 を 基 に した精度保証付 き数値計

　　 算

　さて ，前置きが長 くな っ た が，本文は精度保証付き

数値計算 の 話 で あ り，上 の よ うに 計算で きた だけで は

意味がな い ．まずは 局所打ち切 り誤差 x （to＋fi）− M（t。

＋ h）を 評価 した い ，式（3 ），（4 ）よ り局所打 ち 切 り

誤差は

　　x （to十h）　− 1（to十h）

　　　一（
♂1；1≒￥）

L 、At｛）ilE！1
“

iXfixt）1
、
，e！

　　　　・

（葺｛）！
±・… 9P≡i；／l　fl（

，

t）

L （詈｛）が
　　　一（

d筝（x （t）

　　　dtρ
）

L蒜 響
’））L

　　　　・ 轟 ・…・響
の）

L 、詈｛）i）
tr

　　　　（ξ一∈ ［t。，　t。＋ h］，m ∈ ｛1， 2，

…，n ｝）　 （12）

と表 され る．しか し κm （ζm ）の 値が 不 明で あ る 以上，

式（12）の 値は 分 か らな い ．Xm （ξ．）は ［‘。，　to＋ h］内 の

1点 乾 に お け る κ肌ω の 値で あ り， 今まさに ，fPよ

り大 きい 値 で の x （t）を求め よ う と し て い る の だ か

ら，Xm （ζ。）が 分 か る は ずは な い ，そ こ で ， 大雑把 に

（
“
い い 加減 に

”
で は な い ）｛x （t）ltE［ち，　to十 h］｝を 見

積もる，

　 ま ず ， 元 の 方程式 （1）を等価な 積分 方程 式 に 変換 す

る ：

… ）一… ＋∫1… ）・t・

X （‘）の あ る有界閉凸 集合 σ に 関して ，

｛・
・

＋∫i
’ ‘

・… ，））・tl… ）・ u｝・ ・

（13）

（14）

が 成 立 すれ ば ， Schauder の 縮小写像 の 定理 よ り，集

合 u 内に方程式（1 ）の 解が唯一存在す る．こ れを数

値的に 確か め た い ．そ こ で 区間値関数 を導入する．関

数 Z の 定義域 内の 各 tに 対 して ，関数値 X （’）が区間

で あ る よ うな関数 κ を 区間値関数 とい うこ とに す る．

前 回 ま で の 解説 に あ る区間写壕 とは 異 な る こ とに 注意

し て ほ しい ．xeRn を 匚x，　x ］な る 区間 とみ な せ ば，

い わ ゆ る 関数 x （‘） もまた一種の 区間値関数 で あ る．

区 間 ［x。，Xt］： Xa，　Xs ∈R に 対 し て ，κ。，　Xb を それ ぞれ下

端 ， 上端とい うが，これ と同様に ，定義域内の 各 ’に

対 して，区 間値関数 − （t）の 下端を対応 づ け る関数を

下端関数 とい い ，X （t） で 表す．上端関数も同様に 定

義 し，ざ（‘）で表す．また ，定義域内の 各 ttc 対して ，

関数値X （‘）が η 次元区聞 ベ ク トル で あ る よ うな関数

X を n 次 元 区 間 ベ ク ト ル 値関数 とい うこ とに す る．

　 Xats　XSk∈R ： （kE ｛1， 2，

…，n ｝）に 対 し て ，n 次 元 区

閭 ベ ク トル （［x。1，　XSt ］，［κ凸 鞭 ］，…，［Xd。，　 x ｝n ］）
宦「
もま

た ，す べ て の ‘に 対 し て ，同 じ区 間 を 対 応 づ け る n 次

元 区 間 ベ ク トル 値関数 で ある．こ こ で 注意すべ きは，
こ の 関数 が 定数関数 の 集合で は な い こ とで あ る，こ こ

で は こ の よ うな区間値関数に 限 っ て 用 い る．

　今，

　　B ＝（［− el，＋ el］，匚
一

e
！，＋e2］，…，［

−
el，＋ et］）tr，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　　Xo＝x （o）十 B 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

とす る と，

　　 ｛ノ（x （t））lx∈X 。｝⊂ X
、 　 　 　 　 　 （17）

な る関数集合 塒 は ，ノの 計算過程 に し た が っ て 区間

演算 を 行 うこ とに よ っ て 得 られ る 区間拡張ノ（X 。）を

計算する こ とに よ っ て 得 られ る （もち ろ ん，平均値形

式など他 の 集合演算を 用 い て も良い ），すな わ ち，

　　Xt　＝f（x 。）．

積分 の 性質よ り，

∫1
＋ A

　… 1⊂ ［∫r墨 ・・∫r祠
　　　　　　 ⊂ ［x ，

　h
，
．x

，
　h］

で ある ．

　　［xlh，　x ，
h］⊂ B

す な わ ち，

　　B く IVk　t，

　 　ltx1く B

を 確 か め れ ば良い ．

（18）

（19）

した が っ て ，条 件 （14）を 確か め る た め に は ，

（20）

（21）

（22）

　今，条件 （21），（22）が成立 して い る とす る と，Xo 内

に 方程式 （1 ）の 解 x （の を含 ん で い る．こ の 各成 分 は

勿論，　 （x
【（ζ1），　 x2 （ξ2 ），…，　x。（ζ。））t「

も含 ん で い るか ら，

　　（
　　1

（P＋ 1）i9
’

≡；1…1
のL ，S． i）iE1≡；1峯！

’）

」…
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　　　、，ま1），

♂1；舞亊’IJ・

、＃i），

d

釜｝瓠
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23）

が成 立 し，式 （4 ）と合 わ せ ，to＋ h に お け る 方程 式 （1 ）

の 解 x （to十 h）は

・・撫 ω ・ ・観、、峯1），

d

楽
の 1…

　　　・ 轟 ，

d

誓楚
’1

＿ 　 ・・4・

内に 存在す る ．

、，÷1）iW
”

、

（

，

” ’1．．。 ，

は ，f の 計算過程 に 対 す る 入 力変数 x を Xo と して ，前

項 で 述 べ た

煮
♂1碧）

L
の 計算法を 区間演算 を用 い て 行 う こ とに よ っ て 得 られ

る．

　 こ こ まで 丸 め 誤差 に 関して は 何の 議論 も して い な い

が ， 上 で 述べ た 演算 を 機械区間演算 で 行うこ とに よ

り，丸 め 誤 差 を も考慮 した 評 価 を行 う こ とが で き る．

　式（24）は ，x （t。＋ h） の 存在範囲 を 示 して い る が ，

式 （20）が 成立 し て い る とき，0≦ t≦ h な る ‘に お い て

も式 （20）が成立 して い る の で ，Xo は io≦ t≦ to十 ゐな る

す べ て の ’に お け る x （t）を含ん で い る，よ っ て ，区間

演算の 性質か ら

、X． il）iE！！
”

11；2”
，

‘
、

”11
．．x，

は，t
。≦ t≦to＋ h な るすべ て の tbこ お け る

，、ま1）i
・！：

’

lii・LflpX）

［．1 ．，

を 含 ん で い る ．し た が っ て ，式（24）右辺 の h を tlこ置

ぎ換 え た

・ 恥 観論
dケ

劉 …

　　　・

，諾，，

d

釜笋
1L

　 ・25・

は ，t
。≦ iEt

。＋ h な るす ぺ て の ！に お け る x （‘）を含 ん

で い る，

　今ま で説明 して ぎた手法は，一
段法の 第一ス テ ッ プ

に 対 応 す る．　 te＋ h よ りも大 きい ’に 対す る x （t） の 精

度保証 を行 うに は，第
一

ス テ
ッ

プ で得た 区間（24）を初

期値 （区間）xC
°）t！L して，同様の 計算を行えぽ 良 い ．

　 しか し，こ の よ うに ス テ ッ
プ を 重ね て い くと，最終

的 に 得 られ る 区間幅は 悲観的なまで に 大 きく膨 らむ の

が一
般的で あ る ，平均値形式や 他の 手法を 用 い て こ の

区間幅の 爆発を抑える手法も提案されて い る
9・3）．

3． 境界値問題

　本章で は ，非線形常微分方程式の 麑界値問題

　　万ゴ （x ，‘），　 t∈ 匚
一1，1］

　　g（x 〕＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

を 考 え る ．た だ し，κ は π 次元 ベ ク トル ，f（x ，
t） は

n 次元ベ ク トル 値関数，g は境界条件を表す n 次元 ベ

ク トル 値汎関数で あ る ．例えば 多点境界値問題 の 場

合，− 1＝t。く tl＜ t
？
く
…

く tN−1く tN＝1 とす る と g は

　 　 　 　 　 N

　　9（x ）＝E］　B 、
X （の

一b　　　　　　　 （27）
　 　 　 　 　 i＝e

の よ うに 表現 で き る．こ こ で B
，（i＝ 0，1，2，…，N ）は

n × n 行列 ，bは n 次元 定 ベ ク トル とす る．以下 OiSh“）

の 方法を紹介す る．

　X ＝C （［
− 1，1］；R・）で 区間 ［

− 1，1］上 で 連続 な

実 n 次元 ベ ク ト ル 値関 数 x （t）＝（κ 1，κ 2，
…，κ n ） の f乍

るバ ナ ッ
ハ 空間を表す とす る ， ノ ル ム は 以下に 示す ス

ケ
ー

リ ソ グ最大値ノ ル ム

　　11・1L＝，． E｝｝？，、凶 ）1・　 　 　 （28）

で 与え る．た だ し

　　　　　　　1Xi（t）1
　　岡 。＝max　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （29）
　 　 　 　 ［≦ 1≦ ri　　 Ul

　　u＝（Uli
…，Uri）ER

”
，　 za＞ o 　 　 　 　 　 （30）

とす る ．また ，y＝X × Rn とす る ．D ＝Cl（［
− 1，1コ；

R °） を 実 n 次元 ベ ク トル 値 ee数 x （t）＝（Xl ，
x2

，

…
，
x。）

で x ∈c （匚
一1，1コiR

”
）か つ dU！dtEC （［

− 1
，
1］；R「i）と

な る もの の つ くる バ ナ ッ
ハ空間とす る，

　 こ こ で ，作用素 F ： D ⊂ X → y を 以下 の よ うに 定義

し，（26）式を作用素方程式 で 表現す る．

　　F（・）一（窰ゴ （x，t），・（・））
　　　　 ＝0　　　　　　　　　　 　　　 （31）

た だ し，f ： − → X ，　g ：X−→ Rn は x で Fr6chet微分可 能

とす る．こ の と き F は κ に つ い て Fr6chet微分可能 で

DF （x ）： D ⊂ − → Y は

麟 一（髪榔 棚 り　・・2・

とな る ．た だ し，hED
，
　fx（x

， の は ／の x に 対す る ヤ コ

ビ 行列，Dg （x ）は g の Fr6chet導関数 と す る．こ こ

で ，（31）式の 近 似解 ‘ （t）が 得 られ た とす る．こ の と

きfx（‘，　t） と Dg （c ）の 近似と して ，区間 ［
− 1，1］ 上
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で 連続 な実行列値関数 A（t）と ベ ク トル 値線形汎関数

tを用 い る と，DF （の の 近似と して 線形作用素 L は

　　Lh − （
dh
− − A （t）・…h）　　　 （33）

と定義で きる．さ らに ， 以下 の 線形斉次形 の 基本解行

列 を di（t）とす る 。

　　万
＝A （t）i 　　　　　　　　 （34）

　　φ （
− 1）＝ 」　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

　 こ の とき，
L の 逆作用素か 且

は 次 で 与えられ る こ と

が，σ励 ‘ に よ っ て 示 され て い る．

　まず ，φi（t）（i＝エ，2，
…
，n ） を φ （t） の ゴ番 目 の 列

ベ ク トル と し 、C ＝1［φ （’）コを 列 ベ ク トル t［φ、（‘）］

で 構成 され た 行列 とす る．G が 正 則 で あ る ならば ，

L− 1
は

L ”

　（…n・＋ φ・t）c
−

’1）・・（t・∫1鯛 ζ・

　　　　　　　 X ゐ ＋ di（t）C
±i

η　　　　　　（36）

と表され る．

　こ の L −1 を用い て Newt ・ n 作用素 k ：X → X は

　　k（x ）＝L
− 1

（L − F ）x

　　　　＝L
一且

（f（x，t）
− A （t）x ，　t（x ）

−
9（x ））　（37）

で 定義 され る ．Newton 作用素 の 定義 と して 上式を 用

い れ ば ， dU！dt　”：打ち消され て な くな っ て い るた め，

微分 不 可能な 点 を 持 つ 近似解に 対 し て も Newton 法を

適用 す る こ とがで ぎる，

　次 に ゐ の 不 動点の 存在を検証す るた め に Krawczyk

作用素 を 導入 す る．近似解 c （t）を 中心 とす る 区 間値

関数 丁 （t）を 入 力 した と きの Krawczyk 作 用 素は

　　K （T ）＝k（c）十M （T − c）

で 定義 され る．た だ し

　　M ＝L
−1 （L − DF （T ））

　　　＝ L 一且（fx（T ，　t）　− A （t），t− Dg （T ））

である．

（38）

（39 ）

　 こ こ で ，前々 回に 紹介 した有限次元非線形方程式に

対す る KraWZCIk の 方法 と同様 の 定理 が成 立 す る．

定理 3．F） T （t）を有界 な 区間値関数 とす る．もし

　　K （T ω ）⊂ T （t）　　　　　　　　　　　 （40）

　　 lIMIluく 1　　　　　　　　　　　　　　（41）

の 両式 が 成立す る ならば ，Newt ・ n 作用素 kの 不動点

x
＊ th：　T （t）⊂ X 内に 唯

一
存在する．さらに ，こ の X

＊
は

D に 属 し，Fx ＊ ！・O を満た す孤 立 解 で ある ，

　 こ の 定理 で は ，Newton 作用素 k の 不 動点 x
＊

∈X は

実は微分可能で あ り，も との 微分方程式（26）の 解とな

っ て い る こ とが示 され て い る．

　 で は ，実際に 近似解 c （t）が 与え られ た とき，区間

値関数 丁 （t）を ど の よ うに 選 べ ぽ 良 い か とい う こ と

を 含 め ，真の 解の 存在検証を行 う手順を以下 の ア ル ゴ

リズ ム に 示す．

ア ル ゴ リズ ム 3．17）

step 　1 ゐ（‘（‘），’） の 近似関数 π（’）を選 ぶ．

step 　2　次 の 線形 斉 次系 の 基 本解 行列 の 近似関数

φ （の を計算す る，

　 　 de

　　涜
＝オω ・ 　　　　　　　　 （42）

た だ し ， ¢ （
− 1）＝1で 区分的に 滑らか な関数とす る．

stcp 　3　次の 関数 を 計算す る．

　　　　　 ゴφ （t）

　　オ ω ＝
dt　　　　　　　　 （44）

8tep 　4　 Dg （c ） の 近似ベ ク ト ル 値線形汎 関 数 1を 選

び，つ ぎの 定義 を す る．

　　L ・一 （
dh
− − A （tdt）・，・1（・））　　　  

step 　5　 C＝ 1［¢ ω ］ を 計算す る ，も し，こ れ が 特異

で あれ ば失敗．そ うで なければ G 』
エを 計算す る．

step 　6　 L− IF （の の 区間包囲を次に よ っ て 計算す る．

　　L
−IF

（‘ω ）

　　　一
一
（・一・・（・）c

−
・1）・ ω Lポ

1
ω   ）、　・）

　　　　
− A （∫）c（∫））dS一φ （t）G

− i
（t（c）− 9（c））

一
‘（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

また は，‘ が 1 回連続微分可能 で あれぽ

　　L
− iF

（c （t））

　　　一 （1− di（t）C
− il

）・ （・）SL、 ・・
一・

，・）（穿

　　　　ゴ ・ω小 ＋ φ ω 碗 ω （…

を 用 い て も よ い ．S （t）を計算 の 結果 え ら れ た L
− 1

F （の の 区間包囲とす る．

step 　7 ρ を 1 よ り大 きな定数 と し，

tt＝ max 　IS（t）1
　

− 1≦ t≦ 1

と ス ケ
ーリ ン グ ベ ク トル を選 ぶ．そ して

　　T （t）
−

c （t）＝ P［
−

u，u ］

と とる ．

（48）

（49）

step 　8　M ＝L −1（ft（τ （t），t）− A （の，’− Dg （τ （の））

とお ぎ，次の 条件 を検証す る．

　　ヱ｝
　127（c ）十M （T− ‘ ）⊂：T − ‘　　　　　　　　　　　　　（50）

　　 lIMIlu≦ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）
も し ， これ らの 条件 が成立 して い る こ とが確認 され れ
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ば ，（26）式 の 孤 立解 が T （t）内 に た だ
一

つ 存在す る

こ とが わか る．

　 step 　2 に お い て 求 め た 基本解行列 φ （t）は 計算誤差

が 混入 し，そ の 誤差を把握す る こ とは 困難 で あ るた め

πω に 対 して 正 確 な基 本解行列 とは な らな い ．そ こ

で step 　3 に お い て ，φ （t）を 用 い て 再度 近 似 関数

A （t）を 精度保証付 きで 計算す る こ と に よ り，
¢ ω

と A （t） の 関係 を 正 確なもの と し て い る ．こ れ に よ り

L に 対 して L
一

且が 正 確 に 求 め られ ，Newton 作用素 k

の 計算が 正 し く行わ れ る 仕組 み とな っ て い る ．

　以 下 に ア ル ゴ リズ ム 3，1を 用 い て 真 の 解の 存在検証

を 行 っ た例 を 示 す ．

　Van 　der　Polの 境界値問題

　　　i−t・1ザ ・窪・素・
一 ・，t・ 卜 1，1コ

　 丿（
− 1）＝O，　？（1）＝2

に 対 して 真の 解 の 存在検証を行 う．

　　
Xl＝11　 x2二

翫

慣∵

た だ し，

（52）

（53）

（54）

に 直 して 計 算を 行 っ た ，境 界条 件 を表す作用 素 g は 以

下 の よ うに な る．

・ω 一 （1：）c：1：1）・ （？1）（：：lll）
　　　　　一（1）　 　 　 ・55・

ま た ，近似解 c （t） は Chebyshev 多 項 式 で 表 現 され た

　　sl （の＝1．034033620−←1．023980688T ，

　　　　　
− 0．032794611T2− O，024B55758Ts

　　　　　
− 0，001366850T

，

一
トO．OOO901078Ts

　　　　　 十 〇．000136532Tfi− O．000026“ 3T7

　 　 　 　 　
− 0．OOOOO8690Ts十 〇．OOOOOO433Tg

　　　 十〇，0000003977 o

c2 （の＝O．953737608− O，140605977T ，

　　　
− 0．140486160T2 − 0．OO9427530T3

　　　 十 〇．008648387T ＋
十 〇．0015072フ67「5

　　　
− 0．OOO362400Ts− 0．000131112T7

　　　 十 〇．000007807Ts一ト0 ．OOOOO7941Te

（56）

（57）

を用 い る ．た だ し ，
Ti（i＝1，2，…） は Chebyshev 級

数の 基底である，これ に対して，S（‘）を計算 し，

　　 u ＝ max 　 ls（t）［
　 　 　 − 1≦ ’≦ 1

　　 ＝（0．OOOOOO773963，0．OOOOO2377556）

とな っ た．次 に 区間値関数

　　T （t）＝c （t）十ρ［
−

u，u ］，ρ ； 2

に 対 し て 真の 解の 存在検証を行っ た結果，

　　 max 　 IM（T − c ）1
　 　

−1≦ 1≦ 1

　　　 ≦ （0，000000033491，0．000000024860）

とな り，

　　 max 　 IM（T 一の1く u
　 　

−
：≦ t≦ 1

（58）

（59）

（60）

（61）

よ り step 　8 の （50）式を満 た す こ とが 確認 で き る．ま

た ，11M［luを 評価す る と

　　 IlMIL〈 0，11627364175 　　　　　　　　　　　　　　　（62）

とな り，（51）式が満た され る，よ っ て 区間値関数

　　T （t）＝ c （‘）＋ ｛x ∈ xi　 rnax 　lx（t）1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −1≦ ’≦ 且

　　　　　≦ （0．000001547926，0．OOOeOW5sl12 ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （63）

の 中に 真の 解が 存在す る こ とが 確認で ぎる．

　 さ らに ，こ こ で 得 られ た 区間値関数 に 対 して 再度

Krawczyk 作用素 を 適用 し，反復改良を行 う方法 も提

案され て い る
IS）、

　 4，　 あ と が き

　本解説 は ，常微分方程式 の 解 の 精度保証付き数値計

算法 の 中で ，区間解析を 使 っ た 最 も基 礎的な 方法 を 二

つ 紹介 した，一つ は 初期値問題 の 近似解法の 一つ で あ

る Tay1。r 展開法を基に した 手法 で あ り，も う
一

つ は，

関 数方程 式 に Newton 法 を 適用す る こ とを基に した 手

法で あ る，

　 こ れ らの 変種
2〜且4＞や ， こ れ ら が抱え る 問題 を 解決

し よ う と し て い る 多 くの 手法が提案 され ，複雑 な 方程

式 に も適用可能 に な りつ つ あ る．
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