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《論　文》 國

弾性波の FD − TD 法解析におけ る 自由境界条件の 設定に つ い て
†

佐 藤 雅 弘
＊ ・西 塚 典 生

＊

ABSTRACT 　We 　have　proposed　a 　new 　setting 　of 　the　elastic　free　boundary　in　numerical 　analysis 　of 　elastic 　waves 　by

FD −TD 　method ．　When 　we 　only 　let　the　stress 　be　zero 　at　the 　discretized　points　on 　the 　free　surface ，the 　velocity 　of 　the 　sur ・

face　acoustic 　wave 　dioes　not 　correspond 　te　the　analytica ユ山 eory ，　We 伽 nd 　out 　that　it　is　necessary 　to　decrease　the　density

factors　in　the　neighborhood 　of 　the　points ．　This　conception 　is　interpretcd　by　the 　analogy 　with 　electric 　distributed　circuit

止 eory ．　Using 　this　setting ，　we 　have　successfully 　calculzted 　a　surface 　wave 　by　FD −TD 　method ．

1．　 ま え が き

　最近，電磁界の 分野 で FD−TD （finite　difference　time

domain ）法 を 用 い た 非定常数値解析 の 試 み が 増 え て

い る
1）、弾性波 の 解析 は ，」．Virieuxら lcよ っ て 地震波

解析 の 手段 として提案され て い る 2）．筆者の うち佐藤

は ， 弾性体だ け で な く
S）

， 新た に 圧 電 体の 数値解析 に

も，FD −TD 法を適用 した の．

　FD −TD 法は ，次 の よ うな特徴を持つ ．即ち ， 陽的

解法で あ る こ と， 定式化 が簡単で ある こ と，すべ て の

変数 を 用 い る の で 境界条件 の 適用 な容易に な る こ と，

等価回 路 ア ナ ロ ジ
ー
を当て は め やす い こ と等 が あ る．

　 本報告で 我 々 は ，FD −TD 法 に お け る ， 自由境界条

件の 設 定 に つ い て 考察 して い る．従来 の 弾性波解析に

用い る差分法は，容量節約の た め 変位 の み の 波動方程

式を 解 くもの で あ っ た ，その 際，自由境界条件 は ， 解

析領域 の 外側 に 仮想 の 離散点 を設け，境界 上 で 応力が

零とな る よ うに ，仮想境界上 の離散点 の 値を決め る と

い う方法 で 設定 され る 5），しか し，そ の 場合，仮想境

界 上 で ，角 に 位置す る 格 子 点 の 値 を 決 め る の が 難 し

い ．また ，余分な 記憶容量を必要 と し ， 定式化 も煩 雑

で あ る．その 点を改良す るた め ，バ ネ と重 りの ア ナ ロ

ジ ーを 利用 し た モ デ ル （質点系 モ デ ル と呼 ぶ）6）や ，

境界上 に の み，有限要素法を利用 した もの
7）な どが提

案され て い る ．しか し，質点系モ デ ル は ，物理 的に 明

確 な対応をつ け に くく，ま た，有限要素法 を 使 う方法

は ，定式化が最 も煩雑 で ある．

Setting　 or 　Free　Boundaries 　in　Numerical 　Analysis　 of 　Elastic

Waves 　by　FD −TD 　Method ，　By 　Masahiro　Sato　and 　Norie　IVishisu−

ka （Faculty　of　Eng 血 cering ，　Toyama 　University）．
＊

富山大 学工 学部電気電子 シ ス テ ム 工 学科

†1999年 10月 12日受付　2000年 1月 13日再受付

　本報告で 我 々 は ，
FD −TD 法に お け る 自由境界 条 件

の 設定法 に つ い て述 べ て い る．FD −TD 法 は ，全変数

を定式化 に 利用す る ．従 っ て，自由境界条件は ，自由

表面上 に あ る 応力格子点 の 値を零 に すれば よ い よ うに

思われ る，しか し，その よ うな設定は ，表面波速度が

遅くなる な どの 不 都合性を 持 つ
e）．

　そ こ で ， FD −TD 法 に お い て ，物理 構成式 の 全変数

を利用す る点と，等価 回 路表示が可能な点を利用 し

て ，我 々 は 新た な 自由鏡界の 設定法を提案す る．すな

わ ち ， 我 々 は，弾性 波動場 を 電気的分布 等 価 回路 網 と

して と ら え，モ ビ リ テ ィ 類推 に お け る L 形 回 路 を利

用 して，自由境界条件を満足す る よ うに 設定 した．そ

の 結果，解析的予測 と一
致す る 計算値 が得 られ た ．

2． FD −TD 法 に よる定式化

　固体内弾性波の 基本式は，フ
ッ ク の 法則 と運動方程

式 で あ る 9），こ こ で，我々 は ，2次元半無限問題を使

っ て ，FD −TD 法 の 定式 化 を 説 明 す る．半無限面 は 」

方向 に
一

様 ts　x−x 面 とす る．但 し，固体 は 等方 体 と

し，等価回 路表示 の た め，応力に 負号を付けた もの を

変 数 と して 持 つ 10｝．

　次に 示 す式（1）は フ ッ クの 法則 を表 して い る．そ の

第 1 式 は ，FD −TD 法 に よ り式 （2 ）の よ うに 定式化 さ

れ る．
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こ こ で ，ti，の は ， κ お よび x 方向の 粒子速度，　 Tl，　T3

は 垂 直応 力 ，纂 は せ ん 断応力 を 示す．こ れ らは ，応

力 テ ソ ソ ル と Tl＝T
．．，

　T3＝T
． ，

　T5；T
．

と い う関係を

持 っ て い る．i
，
んは 整数 で それぞれ x，− 方向 の 離散点

の 番号，n は 時間 ス テ ッ
プ，　 rid，　At は そ れ ぞれ 空間離

散間隔 と時 間 離散幅 で あ る．また Cl
）は ス チ フ ネ ス で

そ の 下 つ き数字は ，ス チ フ ネ ス の 行列要素番号 を 表

す．

　 また，次に 示 す 式 （3 ）は 運動方程式 で ある ，その 第

1式 は，（4 ）の よ うに 定式化 さ れる ．

壕［− 1：鐸：1
　2Ad
ρ
函

｛di
隠

（i，　k）イ
ー2
（らk）｝

（3 ）

　　　 ＝ 一
［｛− T ：

−1

（汁 1
，
k）｝一｛− Tri （i− 1

，
k）｝コ

　　　　
ー
［｛
− Tl

−1
（i，　k＋1）｝一｛一麗

一
’

（i，　k− 1）｝］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4 ）

式 （2 ）， （の と残 りの 1 座標方向の 式 か ら ， 我 々 は ，

応力お よび粒子速度を At ご とに 交互に 計算で きる．

3．　 自由境界の設定法

　自由境界の 設定 に つ い て ， 本報告は ， 等価回路 を も

とに 議論 を進め る，等価回路 に よ る考察は，数学的考

察 よ りも直感的 に 理 解 しや す い ．しか し，こ の 方法

は ，数学的厳密 さに 欠け る 点は 否 め な い ．数学的考察

は ，後 日報告 した い ．

　フ
ッ ク の 法則 と運動方程式は ， 電信方程式と相似な

形を し て い る．従 っ て ，それ らの 法則 は ， 分布等価回

路表示が 可 能で あ る．そ し て ， その 基本回路要素は ，

図 1の よ うに な る
10）．図中 s、）

’は ，コ ン ブ ラ イ ア ン ス

で ，ス チ フ ネ ス の 逆マ ト リッ ク ス 要素で ある，図 1 の

各節点お よび枝に ， そ の 点の 電圧に当た る弾性波 の変

数 と，弾性体の 定数に 対応す る回路素子を示す．こ の

回 路 は，弾性波を解析す る 基 に な る 微分方程式（1），

（3 ）の 空間微分を ， 中心 差分で 近似 して い る．

　κ お よび x 方向の 離散間隔は ， 任意に とれ る
t°）．し

か し こ こ で は 簡単 の た め ，離散間隔 は ，み な 同 じAd

の 正方格子 と して い る．また ，節点間に ジ ャ イ V 一
タ

を挿入 し，粒子速度を 電圧と して 持つ
‘
粒子速度節点

’

ρ（2

纛 署
　　　　　 Mutual　capacitance

図 1Fundarnental　unit 　of 　the 　2−dimensional　di3tributed　cir・
　 　 cuit 　for　an 　elastic　wave ．　Here，　thc　solid 　is　assumed 　to　be

　 　 isotropic　and 　to 　be　placod血 ax
−t　plane　strain 丘lcd，

側は ，モ ビ リ テ ィ 類推，応力 を 電圧 と して 持つ
‘
応力

節点
’
側 は，イ ソ ピーダ ソ ス 類推 となっ て い る．モ ビ

リテ ィ 類推 とは，粒子速度を電圧 に ，応力を電流 に 対

応 させ て 等価回路表示 す る こ とを い い ，イ ン ピーダ ン

ス 類推とは ，逆 に 応力を電圧 に ， 粒子速度 を 電流に 対

応 させ る こ とを い う．ま た ， ジ ャ イ レ ータ は，片方 の

電圧を も う
一

方の 端子電流 に ，また 電流 を 電圧に 変換

す る素子で あ る．隣り合 う節点の 電圧 に 当た る 弾性波

変数 は，粒子速度 と応力 とい う異な っ た 物理量 で あ

る．従 っ て ，ジ ャ イ レ
ー

タ は ，隣 り合 う節点同士 の 整

合 を と る ぺ く挿入 さ れ た ，以 上 の 等価 回 路上 の 操作

は ， 節点 に 負荷され る回路素子が，全て 容量で 表現 で

ぎ る よ うに し，回 路を見やす くす る た め の もの で あ

る．

　ま ず，自由表面 は，図 1 の 等価 回 路 で 表す．そ し

て，単純に表面上 の 応力節点を短絡する．そ こ で ，
z

方向粒子速度節点 とせ ん断応力節点が 自由表面 に 置か

れ た と する ．そ の 自由表面 で の 様干 が，図 2 に 示 さ れ

て い る．z 方向粒子速度節点は ， 自由表面 とそ の 外側

に 伸び る枝を開放 にする，せ ん 断応力節点は 短絡す る

の で，そ の 下 の x 方向粒子 速度節点 の ，・ 方向 に 伸び

る枝は ，開放 され る．

　次に，基本的な空間 1 次元線路 か らの 類推に よる，

自由表面 の 設定 に つ い て 説明す る．そ こ で ま ず，z 方

向 1次元細捧に 伝 わ る圧縮波動 に つ い て考察す る．こ

れに は 次の よ うな 微分式が成 り立 つ ．

　　∫33

∂（一Ts

∂t

）
一一籌　　　　　　　　　　　　　（5 ）

一 56 一 シ ミュレ
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ョ
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　面
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一
嫣

ρ（2△d ）＿Z
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　゚」
・　　 呂
召

ρ（2△の

図 2 　Setting　or 　a 　fr¢ e　bo覧md 訂 y　in　the　analysis 　by　FD −TD
　　 method ．　The 　stress （

− Ts）node8 　ar 巳shorted 　and 　parti
−

　　 dc　vdoci 璽y　nodes 　are 　opened 　at　 th 巳 fr巳 倉 boundary ．

（a ）

△dT3

→

・
W

L12　 　Ci2

W

工

゜） つ

聯
　　　　　　　 工

T3 →

特
L12

　　　 壷　　　 丁3→ w
　 　 　 　 　 　 　 　 L
（c）

一

環
　　　 工　 　　 　 　 工

五＝2StsM ，　 C＝
ρ2Ad

図 3　Fundarnental　distributed　Clrcuits　ofa 　1−dimensiona1　z
−

　　 direction　compressible 　wav ¢ in　a　thin　bamn 　the　mobili −

　　 tY　analogy ．（a）L−type　circuit，（b）T−type　cireui し．（c ）

　　 π
一type 　clrcuit ．　Cb　is　partiCle　velocity 　in　the　z　dircction；

　 　
− T

，
compressible 　strcss 　in　the 　x　direction；sll 　compli ・

　 　 ance ；ρ density．

　　 ∂ab　 ∂（
− Ts）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6 ）　 　 ρ
一＝一

　 　 　 　 　 　 　 ∂z　 　 　 ∂t

こ れ らの 式は ，電信方程 式 と同 じ形を して い るの で ，

電気的分布等価回路で表す こ とがで きる．式（5），（6）

に 対す る 分布定数 回路の 基本回路は ，図 3 （a），（b），

（C）に ，集中定数回路素子 で 表 わ され て い る ，そ れ ぞ

れ，図 3（a ）は ， 最も基本 となる L 形回路，図 3（b）は，

丁 形 回 路，図 3（c）は ，π 形 回 路 で あ る ．こ こ で は ，

電圧 は 粒子速 度Cb，電 流は 応カ
ー7b に 対応す る ．こ

れ は，先に 述べ た ，モ ビ リテ ィ
ー類推で あ る．それ ぞ

れ が，式（5 ），（6 ）の 空 間微分 を差 分 近似 した も の と

す る と ，
L 形回路は前進また は後退差分で Ad の 1次

の ，T 形
・

π 形 回 路 は ， 中心差分 で ridの 2 次 の 近似

で ある．即 ち，そ れ ら全 て が ，式 （5 ），（6）の 空間近

似 とな っ て い る，

　さて ，それ らをつ なぎ合わせ た 分布回路 の 両端は ，

何 らか の 負荷 で 終端 さ れ る ．開放 の と きは ，終端 は

π 形 回 路，短絡 の ときに は 終端 は T 形 回 路 で あ る ．

もし くは，π 形，T 形は 念頭 に 置か ず ， 終端 に 適当な

L 形 回 路が接続 さ れ る ．こ れ は ，T 形 回 路端子 を 開

放，ま た は π 形 回 路端子 を 短絡す る と，そ の 部分 で

Lf2 ま た は C！2の 素子 が 無効 とな っ て し まい ，端部

で ，式（5 ），（6 ）の 微分方程式 の 近似 と な らな くな っ

て し ま うか らで あ る．固体の 自由境界 は ，T 形
・

π 形

とも開放 とな る．従 っ て ，自由境界 は π 形が 適 して

い る．

　以上 の 1次元分布回路 の 考え方が 2次元 に も成 立 す

る と仮定 して ， 我 々 は 議論を進 め る．そ こ で 例 と し

て ，我 々 は ，等方弾性体の 平面歪 み （jt−／t 平面）問題

を 等価 回路 ア ナ ロ ジ
ー

で 考察す る ．

　2 次元の 場合 ， 回路 の 型 は ， 応力 （− T ）を中心 に

考えれ ぽ π 形，粒子速度 （ti，　Ul）を中心 に 考え れ ぽ，

1次元 の 場合 の T 形 に あ た る ，我 々 は こ こ で ，π 形 ，

T 形 の 基本要素 とな る L 形回路を用 い て 説明す る．

こ の 場合 の L 形 回路 は，図 4に 示 したもの で ある．

これ は ，各節点の 回 路素子を 4等分 （− Tl，− Ts で は

2等分）して，割 り振 っ た分布線路 で ある．こ こ で ，

図 4（a ）は，− Tt，− Tsを含む場合 ， 図 4（b）は ，

− Ts

を含 む 場 合 で あ る．こ れ を x，1 方向に 4 本つ な ぎ合わ

せ て 回路網を構成す る．例えば，粒子速度 abを中心

と した 基本回 路 （2 次元 T 形回 路 に 当た る） は，図 5

の よ うに ，4 本の L 形 回路 を つ な ぎ合わ せ た もの とな

る．こ れ は ，TLM 　（transmission 　 line　 matriX ）法や

SNM （spatial 　network 　method ）　 1こ お い て ，1 次元分布

線 路 を 4 本つ な ぎ合わ せ た もの と等価 で あ り，そ の 妥

当性 は 既に 確認 されて い る
tl〕．とこ ろで ，図 1 の 2 次

元 回路 の 場合 ， L 形回路の 速度 は ， 実際 の 2 次元波動

速度 と 異 な る ．し か し，そ の L 回 路 を 図 1の よ うに

組 み 合わせ る こ とで ，2 次元回路は ， 本来 の 波動速度

に なる lt〕．

　 さて ，2 次元 の 分布等価 回 路が ，先 に 議論 し た 1 次

元 の 場合 と同 じ と仮定すれぽ，図 4 の 半区間 回路 は，

どの 場所 で もフ ッ ク の 法則 とニュー
ト ン の 法則 の 空間

近似 と なる べ きで ある ．但 し，弾性定数や 密度 の 値は

平成 12年 6 月
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図 4　L−type 　drcuit　 d ¢ rncnt 　 of 　the　2−dimenslonal　elastic
　 　 wavc 　shown 　ln　Fig．1，
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図 5　The 　nOde ，　at　wh 弖Ch　the　voltagc 　corresponds 　to　partiCle

　　 velocity ゆ i皿 the　r
−direction，　is　constrllcted 　b》

厂出 e　2｝

　 　 dimension証 L−type　clrcuits 　in　Fig，4・

異 な る．従 っ て ，自由境界条件は ，モ ビ リテ ィ 類推に

お け る粒子速度節点を，開放 とすれ ば実現で ぎる．

　自由境界を実現す る と き， L 形回路の 粒于速度節点

が ，自由表面 に 置か れ る ．従 っ て ，図 5 の よ うに L

形回路を と りは ず した もの が，図 6で ある．こ の 場合

の ，粒子速度節点 の 容量 は ，di節点で （1！4）x ρ2∠d，

ti節点 で （314）x
ρ2Ad （L 形回路が 3 つ つ な が っ て い

る．） と なる ，従 っ て，自由表面 の粒子速度節点 は ，

次 の よ うに 定式化 され る．

　　丑些 髄 ＋ 1，。）一一
．
　、、

n−z
（i＋ 1

，
。）｝

　 　 42 ∠1t

　　　！一
匚｛
− T9

− 1
（i＋ 1，1）｝］　　　　　　 （7 ）

　 　 　 　 2Ad　 　 3
　　一

ρ
一

｛グ（i，　1）一一ti
＃
−2

（ゴ，1）｝
　 　 　 　 2At　 　 4

　　　；一
【｛
− Tl

−t
（i＋ 1，1）｝一｛− T：

−1
（i− 1

，
1）｝］

　　　　一［｛− Ts（i，2）｝］　　　　　　　　　　　　　　　　（8 ）

　一
方，先 に 述ぺ た，た だ単 に ，応力節点の 値を 零 と

し，粒子速度節点を短絡 した もの は，図 2か ら以下 の

よ うに 定式化 され る．

　 　 　 2Ad

　　ρ1痂 ｛ガ （汁 1・°）イ
ー2

α＋ 1
・°）｝

　　　＝一［｛
− T9

’i
（什 1，1）｝］　　　　　　　　　（9）

　 　 　2Ad

　　ρ
薀

嫌 1）イ
ー
’

（i，・1）｝

　　　＝一［｛− T：
一1

（i＋ 1
，
1）｝一｛

− T 「
’

（i− 1，1）｝］

　　　　 一
［｛
− Tl

−1
（i，2）｝］　　　　　　　 （10）

　す な わ ち ，自由表面上 の 粒子 速度節点 diと tiの 容

量 は ， と もに ρ勉 4 の ま ま で あ る ．従 っ て ，L 形 回 路

に お け る微分式の密度定数は，図 4 で 仮定 した 値 よ り

も大きくな る．弾性波 の 位相速度は ，（ス チ フ ネ ス ÷

密度） を 1／2乗 し た 形 とな る の で ，表 面 付近 で は ，位

相速度は ， 解析的 な値よ り遅 くな る と予測 され る ．

4．　 自由表面におけ る弾性表面波の解析

　自由表面の 境界条件設定の 結果 を確認す る た め，我

々 は ， 図 7の よ うな設 定 で 計 算 を 行 っ た ．解析領域

は ，半無限平面歪 み 場と し，左辺 は対称面 ， 上 辺は 自

由，右辺 と下辺は 1次の 吸収境界で あ る，入 力正弦波
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図 7 　Analysis　modcl 　to　cenfirm 　the　validity 　of 　our 　proposal

　 　 on 　frec　boundary．

表 1　 解析に 用 い た 媒体定数 と計算 した表面波速度

σ P／03c ヨ／c5

解析値 誘 0．9194

図 8 （a） 蒋 0．8868

図 8 （b） 毒 0．9076

信号 は ，自由表面上 の ab節点の 1部 に 加 え られた．

波源 は ，自由表面 の 対称面上か ら向か っ て 右側の 5 カ

所 に 入 力 され ， 全 て 同 相 で あ る．振幅は 対称面 か ら

1．O，0．85，0．5，0．15，　O，Oである．こ れは，入力点の 最後

の abと，そ れ と隣 り合 う 自由表面 の abの 値 との 間 に ，

ギ ャ ッ
プ が少なくな る よ うに設定され た もの で あ る．

　媒質定数 は ， 表 1に 示 さ れ て い る ．表 の Cp，　Cs，　 CR

は それ ぞ れ 縦波，横波 お よび 弾性表面波 の 速度 で あ

る．粒子速度に 癒 をか け て 規格化し た た め ，密度

は 計算 に 入 っ て こ な い ．ま た 計算条件 は 曜 （AdfZit）
＝0，5で あ る．

　 こ こ で ， 解析領域et600zidx600 　Ad，入 力正 弦波 の

周期 は 100Atで あ る．表面波速度 は ，そ の 最初 の ピ

ー
ク を 時 間 ご とに 追 っ て い くこ とで 求め られ た．

　 そ の 結果 は ， 解析値 とあ せ わ て 表 1に 示 され て い

る．図 8 （a ），（b），図 9（a ），（b）は 自由表面上 の 粒子

速度 tiと abの 計算結果で あ る．図 8，図 9 とも，（a ）

が 自由表面 上 の 応力節点 を 短絡 し た だ け で ，隣 り合 う

粒子速度節点に その まま ρ （2∠の を残したもの ， （b）

が 図 4 の L 形 回 路 を 念頭 に お い て ，設定 した もの で

ある．

蝿II置 嫻

1吶
11ノ

（b）
血rl転　　　1

澱
4°°

　り

図 8　Galculated　results 　of 　the　particle　velocity 　ti　and 　ab　on 　the

　　 fre巳 surface ，　when 　one 　period　sinnsoidal 　particle　veloci−

　 　 ties 山
∫

are 　induc巴d　 on 　the　frec　boundary ．　The 　time

　　 period　of 　the　input　signal 　is　100　Zit、　Time 　step 　is　1200．
　 　 Anumber 　of　disc鵬 tized　points　on 　2−dimensional　field
　 　 is　600　x 　600．
　　 （a ） Ts　 str 。 ss　 nod ¢ s　arc 　sh ・ rt 。d　on 　the　free　 surface

　　　　 （Fig，2）．
　　 （1】）　Partide　veloclty 　nodes 　il　and め arc　opened 　on 　the

　 　 　 　 frce　surface 　shown 　in　Fig，5．
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図 9 　Calculated　results 　of 血 e　p罎 ide　velocity 産鋤 d加 n 　th 。

　 　 丘ee　surface ．　The　solid 　l血 e　is　2，　and 　the　dotted　l重n じisの，

　　 The 　input　Slgiial　is　a　sinusoidal 　partlcle　velocity め∫，　the

　　 重血 eperiod 　is　100∠jt
，
　being　induced　on 　the　I｝ee 　sur 藍ace

　　 for　25　per正od 　times ．　Time 　step 　is　1200．　The 　number 　of

　　 discretizcd　points　on 　2−d   ensLσnal 　field　is　600　
x
　600．

　　 （a ）　　Ts　stress　nodes 　are 　shor にd　Dn 　the　free　surface

　　　　 （Fig．2）．

　　 （b）　Pa 虞 id巳 velocity 　nodes 　di　and め arc 　opened 　on ヒhe

　 　 　 　 free　surface 　shown 　in　Fig．5・

　図 8 （a ），（b）は ，leOAt の 正 弦波 1 周 期分 の パ ル ス

を 入力 した ときの 解析結果で ある．表面波速度は ，表

1 よ り図 8（a）の 場合 の 方が明らか に 遅く　（解析値 の 約

3．5％），ま た，立 ち 上 が り時間も遅 い 上 に ，長 く尾 を

引い て い る．一
方， 図8（b）の 解析結果 に おける表面

波 の 速度は，表 1 よ り解析値 の 約 1．3％の 違い に お さ

ま っ て い る．また，波形も他 の 文献の 解析結果に よ く
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似て い る
5）．

　
一

方，図 9（a），（b）は ，周 pm100　Atの 連続正 弦波 を

25周期分入力 した ときの解析結果である．図 8 と同様

に ， 図 9（a）の 方が，表面波の 位相速度が遅 い ．また，

立 ち 上 が り時 間 も大 きい ．更 に ，図 9 （a ）の 粒子速 度

abの 定常部 に お け る振幅 は，図 9（b）に 比 べ 大きい ，

こ れ らの 現象 は，図 9 （a ）の 方が，慣性が大きい た め

と考え られ る．従 っ て ，図 9（a）に お い て，そ の 表面

波 の 位相速度が 解析的予 測 とあ わ な い 原因 は ，表面 上

で の 質量が 大きすぎるた め で あ る と予測され る．

5．　 む　 す　 び

　我 々 は ，FD −TD 法に よ っ て弾性波を解析す る場合

の 自由表面設定の 仕方に つ い て 考察 し た ，即ち，そ の

設定法は，分布等価回路 ア ナ ロ ジーか ら， 自由表面上

に L 形 回路 の 粒子速度節点を 配置 し ， そ の 節点を開

放する こ とで あ る．その 結果，表面波 の 挙動が，理論

的予測 に 近づ い た．

　分布定数回 路 と FDLTD 法 の 関連性に つ い て有益 な

御示唆を頂 い た北海道大学電子科学研究所永井信夫教

授 並 び PC同大学院工 学研究科吉 田則信助教授 に 深謝申

し上 げます，
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付録 ：FD −TD 法と他の差分に よる定式化と の 比較

　 こ こ で ，我 々 は ，FI｝−TD 法 と 他の 陽的差 分法 と の 簡単 な

比較をす る．解析空間は 2次元 と し ， 比較対象は，1離散点

の 計算容量 と演算数 とす る ．

1． FD −TD 法

　 1．1 計＃容量

　 HD一皿 ）法は ，1 離散点に 1変数を対応させ て い る，し か し，
4 離散点上に 5 つ の 異 種類 の 変数 ＠，ab，　Tj，　Ts，　T ：）が交互 に

並 ん で い る．従 っ て，その 4離散 点 （5変 数） をあわせ て 考

え る必 要が あ る と思わ れ る．

　時間は，現在 と過去の 2 種類必要 なの で，5 × 2＝10個 の 容

量が 必 要で あ る．実際 に は，FORTRAN 等の 計算言 語で は ，
A （t）≡A （t）十

…
と い う演算 が許 され るの で ，最小 5 個 の 容量

で 済む，

　 1，2 計算量

　 こ こ で ，我 々 は ，1 回 あた りの 計算 量を 考察す る．式 （2）

お よび式 （4 ）か ら，左辺 の 定数は 右辺 に ま とめ られ，左辺 の

第 2項 は，右 辺に 移 され る．また，式 （D の 右辺 の 括弧を 1

つ は ずせ ば，T
，，　T ，は ひ と ま とめ に な る．す る と，応力 の 計

算は，か け算 が 2 回，引 き算が 3 回，粒子速度 の 計算は，か

け 算 が t回 ，引き算 と 足 し算 を あわ せ て 4 回 と な る，同様

に ，式 （1）の 第 2，第 3 式，お よび式 （3 ）の 第 2式 が定 式化

され る と，全 体で，か け 算Vt　7回，足 し算，引 き算 は 20回 と

なる．

2． 変位を使 っ た中心差分 に よる差分式化

　2．1 計算容量

　 旧来か ら用い られ て い る，変位 の み の 波動方程式 に 中心 差

分を適用 す る方法 5＞ （簡単の た め 「差 分法」 と表記す る）を

例 に 取 る．u，　w を κ お よ び x 方 向の 変位 とす れば，等方 弾性

体の 2次元波動方程式は 次 の よ う｝こ な る，
∂

2
暫　　∂ 　　 　　 　 　　 　 　 ∂

2
ω　　 　　 　 　　 　 　　 　 　 ∂ 

扉
＝

・  ＋ （・3− ・§）羸
＋帰

∂
2
ω 　　∂

2
尠 　　　　　∂

2
跖　　　　　　　　　　　　　a 

石7
＝

・捗 ＋ （
　 2　 　 2
‘ P
−

Cs ）
羸

＋ ・愉

（A ，1）

（A ．2）

こ こ で ，Cp
，
　Cs は ，それぞれ縦波お よび横波速度で ある，

　こ の 式の 2階 微 分は ，次 の よ うな 中心 差 分で 近似 され る，
∂

’

f。．。　 1

7
＝

（Ak ）
・ （f・・。『紘 ・

＋f−・… ）

∂
2f

。．。　 1

瀟
＝
4（Ah ）

・ （fl・1「f・・一・

一f− 11i＋f−”
一

・）

（A ．3）

（A ．4）

こ こ で ， ん は 、 離 散 点 ピ，∫（整数 ） に お け る値 を示 す．k，t，
跏 は、任意の 座標，∠乃，Ah は 任意の 離散間隔で あ る，以上 の

式 か ら，我 々 は，1 離散点 に 必 要 な 計算容量 を 見積も る こ と

がで きる．1離散点に 2 つ の 変数 u，w が あ り，時 間離散化に

式（A ．3）を使 えば，1 変数当た り 3 つ の メ モ リ が必 要で あ る，

従 っ て，1離散点は ，2× 3＝6 個 の メ モ リが 必要で あ る．FI｝一
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TD 法 で 述べ た ，計算 言語 の 性 質 を 利 用 す る と，時 間 メ モ リ

が 1 つ 減 るの で ，最小量 は 2 × 2＝4個 とな る，

　2．2 演算量

　次 に，1 離散点 で の 計算 量を見 積 もる．す ると，か け算 は

12回，足 し算，引き算 は 24回 と な る，

　2．3　自由境界条件の 設定

　「差分法」は ，応力成分を 計算 しな い ．そ こ で，自由境界

上 で 垂 直応 力 とせ ん 断応 力が別 途，定式 化に 加わ り，それ が

零 となる．例えば，z 方向に 垂直な面 z＝x
。 が 自由 とする と，

自由境界上 で 次の 条件が 成 り立つ ，

　　　Tb（x −Zo ）− Cs5　（
∂u （x，Zo ）　 ∂w （x，lo ）
　　　　　　　　十

　　　∂z 　　　　 ∂x ）− o　　　　（A ・5）

　　　崛 一《
加 （x．．i。）

∂x ）＋・・」（
ew（

劉 一・

　　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 （A ．6）
こ れ に 中心 差分 を適用 すれば ，微分式は ，次の よ うに 近似 さ

れ る．

c5
： （

庶 ψ

昜
幅

一A ’）

ー3‘

ω （x ＋Zix，　io ）
−

w （x − Zix，　Zo ）
十

　 　 　 　 　 　 2」 κ

　u （x ＋ Ax ，　z。）
− u （x −Ax ，　e。）

・ Css （
　 　 　 2∠lx

w （x，Xo ＋Ziz）− w （x，　to − Az ）

O＝う
ー

2∠iz

　
　

0

　
　

＝ー

（A 、7）

（A 、8）

こ こ で，z ＞Zo を 弾性体内部，　 x くZo を 自 由空 間 とす れ ば，　 Zn

− riー は ，自由空間 に 設 けた仮想 点 とな る，こ の 仮想点の 値を

求 め られ れ ば，自由境界条件が実現 され る．

3． FD −TD 法 と 「差分法 」 との 比較

　3．1 計算容量 と計算量

　FD −TD 法 は ，「差 分 法 」 に 比 べ ，必 要 最 小 メ モ リが 5！

4・＝1．25倍，演 算 量 は か け 算 が7112＝i／1．7倍，加 減算 が 20！

24＝・1／1．2倍 と なる ．従って ，FD −TD 法は 「差分法 」に 比 べ ，
必 要 メ モ リ ーは 若 干 大 きい が，演算 量は 少 な い こ と が わ か る

（FD
−TD 法 は ，弾 性 波 の 全 変 数 を 計 算 す る ．そ の こ とか ら 想

像 され る 容量 や 演算よ りは，こ こ で 計算 され た 容 量 や 演算

は ，か な り少 な い と感 じられ る．）．両 者 は ，よ り高次 の 近似

式 で 定式化す る こ と もで ぎる．しか し，必 要 メ モ リや 演算量

は 増 え る ．

　3．2　自由境界の 実現

　H ）−TD 法は，式 （7 ），（8 ）の よ うに ，自由境 界 の 式 の 方

が，弾 性体 内部 の 式 よ り も簡単 で あ る．しか し，「差 分 法」

は，仮想離散点を 自由空 間に 設け る 必 要が あ b，自由境 界条

件 を 実現 す る式 も，弾性 体内 部 の 計 算式 とは 異 な る．更に，
角 の 仮想 点 の 値 を決め る た め に，何 らか の 工 夫が 必要で あ

る．従 っ て ，自 由境 界 が 複雑 な 曲線形 状を して い る 場合，そ

の 形状 近似は 難 しい ，最 近は ，座 標変 換に よ っ て，曲線形状

を直線 状に 変換 して 計算 す る方法 が採 られ る こ とが あ る．こ

れ は，FD −TD 法 に も適 用で き る．しか し，そ の 方法 は ，座

標変換 に 手 間が か か る上．そ れ に よ っ て計 算結果 に 入 る誤 差

は 明 確で な い ．また，曲線形 状を，階段状 に 近似 し て も，十

分 に 離散点 を取れ ば，実用上 問 題の な い 計算結果が得ら れ る

とい う報 告が あ る
12 ，，

　 3．3　そ の 他の 手法

　 「差分法」 に 近い 手法 として，「質 点系モ デ ル 」 に よ る計算

法 が あ る
5｝．これ は，質 点 と バ ネ で，弾性体 を近 似す る もの

で ，内部 の 計算 は 「差 分法 」 に 近 い が ，自 由境 界 は，FD −

TD 法 の よ うに 簡便で あ る．しか し，こ の モ デ ル が正 し く弾

性 体を 近 似 し て い る か は ，明 確 で は な い ．実際，自由 境界上

の 表面波の 計算結果は ，「差分法」 とわず か に 異 なる とい う

報告 が あ る
1コ）．また，境界近傍 で 有限 要素法 （FEM ）で定式

化 し，弾性体 内部 は 「差分法 」あ るい は 「質点系 モ デ ル 」 で

計算 す る方法 が提 案 され て い る
7｝．しか し，FEM の 部 分は，

定式 化に 手 聞がか か り，更に，大 きな 連立 方程式 を解 く必要

が ある．
　 そ の 他 に ，時 間微分 を 陽的差分 で 近似 し た FEM や境 界要

素法が利用 され る こ と がある．両者 とも，境界 をなめ らか に

近 似で き る 利点 があ る が，定式化 は，か な り煩雑 で ，更に 大

規模 な 連立 方程式を 解 く必 要 が あ る．
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