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《小特集》

Ge ・FEM にお ける線形 ソル バ ー
サブ シ ス テ ム と

　　　　　　　　固体地球シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

中　島　研　吾
＊

　ABSTRACT 　In　GcoFEM ，　iterative　methods 　are 　ad 叩 ted 　fし，r　solvlnglargc −s【
・
詛 e　sparsc 　Hl 乱 ［rices 　in　scientific 　cornput −

ingusing　massively 　parallel　computers ．1旧 his　paper ，　distributed　dとLta 　struc ［urc 　and 　paralld 　proccssing　in　GcoFEM 　will

be　descrjbed ，M   reover ，　recent 　progrcs呂 imhc 　prcconditiolling　lnethods 　on 　m −conditioned 　matrices 　in　con 亡a 【lt　problt：rns

正br　solid 　 eε巳rth 　 simulations 　is　described．

1． は じ め に

　有限要素法 （Finke　Elemem 　Methods，　FEM ）を始め

とす る科学技術計算の ブ 卩 セ ス の 大半 は ，線形化 され

た 微分方程式 の 離散化 に よって 得 ら れ る 大規 模 連 立一

次方程式 の 求解に 費や され る．連 立
一
次方稈式の 解法

と し て は ガ ウ ス の 消 去法 な ど の 直接法 （DireCi

Meth ・d）D が 広 く使用 され て ぎ たが ，大 域 的 （Global ）

処 理 が 生 ず る ため ，並 列 計算 に は 適 して い な い ．並列

計 算 に 適 し た 手法 と し て 共 役勾配 法 CCo・）jugate
Gradient）11な ど の 反復法 （Iterative　Me 亡hod） が 注 日

され て い る．

　反復法の 収束特性 は 係数行列の 固有値分布 に 依存す

る た め ，実用的 な 問題 に 適用す る た め に は 前処理

（Preconditioning） を 施 し，固有値分布を変えた 行列

を 解 く手法が一
般的で あ る．反復法 の 前 処理 手法 と し

て は 不 完全 LU 分解 （lnc・ mplere 　 LU 　Factorizatlon，

H ．U ）あ る い は 不 完全 二・ レ ス キ
ー

分解 〔In〔：emplete

Cholesky 　Factorization ，　IC）な どが よ く使用 され る
D ．

ILUIIc （以下 ILU ）は
一
種 の 不 完 全 な 直 接法 で あ り，

大域的な処理 が 牛 じる た め に ，並 列化に 適 した 局所的

な前処理手法が 必要 と な る，

　本稿 に お い て は ，（1）反復法 を 使用 した 有限 要素法 の

並列化，（2）並列計算用局所前処理 手法 に つ い て Geo −

FEM に お け る実 装 例 を述 べ た 後，断 層部接触問 題 な

どに 現 れ る 悪条件 マ ト リ ク X を 対象 と した前処理手法

の 動向に つ い て も説 明す る．

2． 反復法を使用 し た有限要素法の 並列化
2・3｝

　並 列計算で 扱 うデータ の サ イ ズ （メ
ッ

シ ュ 数）は非

常 に 大きい た め ，全体領域 を
・
括 し て 取 り扱 うこ とば

困 難 で ，全体 デ ータ を 部 分 領 域 （局 所 デ ー．タ 〕 に 分 割

す る必 要が あ る、有限要素法は 差分法 な ど と比較 して

並 列 化が 困難 で ある と考え られ て ぎた．間接 デー
タ 参

照 が あ る た め ，1 プ ロ セ
ッ サ （PrQcessing　Elcmcnt，　PE ）

あ た りの 計算効率は 差分法 と比較 して 低い が ，有限要

素法 の 処理 は 某本的 に 要素単位 の 局所的な処理 で あ

り，領域 間 の 通 信 は 図 1に 示 す よ うに 線形 ソ ル バ ーの

部分 だ けで 生 じる．こ の 特性を最大限利用 し，適切な

デー
タ構造 を 設 定，並列 計算 に 適 した 反 復法 を採 用 す

る こ とに よ っ て 後述す る よ うに 95％を越 え る よ うな

並 列化効率を 達成 す る こ と も可能 で あ る．

　 GeoFEM で は 領 域 間 の 通 信 の 記述に は MPI を 使用

し て い る ，差分法 な ど に 使 用 され て い る 構造格子

（Structullcd　Grids ）に 関 して は MPI 固有 の 領域 問通
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図 1　 並列有限要素法の 処理

　 　 有限要素法 の 処理 は要 素 単位 の 局所的 な処理 で ある

　 　 た め 並 列 化 が容 易 で あ る．通 信 は 線形 ソ ル バ ーで の

　 　 み 生 じ る ，
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図 2　 Ge 。FEM の 局所デ ータ ：節点単位の 領域 分割

信用の サ ブ ル
ー

チ ン が 準備 され て い る が，有限要素法

に 代表 され る非構造格子 （Unstructurecl　Grids）で は ，

プ 卩 グ ラ ム 開発者が 独 自に データ 構造 と領域間通信 を

設計 し な くて は な らな い ．

　GeoFEM で は ， 領域間 の 負荷パ ラ ソ ス を考慮 し て

全体領 域 を 「節点ベ ース （N 。 de−Based）」 に 分割 し て

い る．すな わ ち，各部分領域，各 プ ロ セ ッ サ （PE ）

で 扱 う節点数 が均等 に な る よ うに 領域 を分割 して い る

（図 2 （a ）参照）．

　節点ペ ース の 領域 分割で は 各局所 デ
ー

タ は 以下 の 情

報 を含 ん で い る ：

　（1） 本来 そ の 領域に 割 り当 て られ た 節点

　  　（Dの 節点を含む 要素

　    の要素に 含 まれ る節点 の うち（1）に 含 まれ な い

　 　 　 も の

　（4）領域間 の 通信 テ ーブル （Communication 　Table）

　〔5） そ の 他，節点1要素〆面 グ ル
ープ等

上 記 の うち （2），（3）の 情報 は 各領域 に お い て ，要 素単位

の マ ト リ ク ス 生成を実施す る た め に 必 要 な情報 で あ

る ，そ の た め 図 2（b）に 示す よ うに 各領域境界 で は 各

領 域 に よ っ て 共 有 され る オ
ーバ ー

ラ ッ
プ 要素が 生 じる．

　部分領域内の 節点 は 領域 間通信 の 見地 か ら以 下の 3

種類 に 分類 され る ：

　 ・内　点 （lnternal　Nodes ，上 記 の （1））

　 ・ 外 点 （External　Nodes，上 記の （3））

　 ・ 境界点 （Boundary　Nodes ，「内 点」 の うち で

　　　　　　他領域の 「外点」とな っ て い る点）

例えば図 2（b）の 「PE ＃ 2」 の 領域 に 注 目す る と，内

点 ： ｛1，2，3，4 ，5，6｝，外点 ：｛7，8，9，10，11，12｝，境

界点 ： ｛1，4，5，6｝ とな る．

　隣接す る領域間 の 通 信 に 関 して 記述 し て い る デー
タ
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（b）　 「外点」とし て 受信

図 3　 Ge 。 FEM の 局所デ
ー一タ ：通信 テ ー一ブ ル

が 「通信テ
ーブル （Gom 皿 unication 　Tables）」で あ る，

「境界点」 の デ ータ が各隣接領域 に 「送信 （send ）」 さ

れ ，送 信 先 の 各領域 で は 「外点」 デー
タ と し て 「受信

（receive ）」 され る （図 3 参照）、

　Ge ・ FEM で は 全体 デ ー
タ か ら局所 データ を 自動的

に 生 成す る た め の ソ ール と して 領域分割 ツ
ー

ル （Par・

titi・ner ）が 用意 さ れ て い る，利用 者は 実際 に は 上 記

の 通 信 テ ーブ ル に つ い て は 陽に 意識す る こ とな く並 列

有限要素法 コ
ードの 開発，利用が 可能で あ る．

　領域分割に あた っ て は ，（1）各領域 の 負荷 が 均 等 と な

っ て い る こ と ，   領域間の 通信が 少 な い こ とが 重要 で

あ る．特 に 前 処 理 つ き反 復法を 使用 す る 場合 に は 収束

を 速め る た め に   が 重要 な ポ イ ソ トで あ る亀 こ の 両

条件 を 満 た す 手 法 と し て は METIS4 ♪が 良 く知 ら れ て

い る．GeoFEM の 領域分割 ツ
ー

ル で は文献 5）で 紹介

され て い る R．CB 法 （Recursive　Coordinatc　Bisection）

等 の ほ か ，METIS に 関す る イ ソ タ フ ェ
ース も提供 し

て い る ，

3． 並列計算用局所前処 理手法

　図 1 に も記述 さ れ て い る よ うに ，GeoFEM で は 領

域間の 通信 は 線形 ソ ル バ ーの 部 分 で の み 生 じ る．前処

一 36 一 シ ミ ュ
レ ーシ

ョ
ン 　第20巻第 3 号
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理つ き反復法 に お ける 計算 ブ 卩 セ ス は 以下 の 4 種類に

分類 され る ：

　〔1） 行列 ベ ク トル 積

　（2） ベ ク トル 〜ベ ク トル 内積

　（3） ベ ク ト ル （お よ び そ の 実数倍）の 加 減

　（4＞ 前処理

こ び） うち（3）を 除 く各 ブ 卩 セ ス で は領域間の 通信か 発生

す る ．（Dは 計算前 に 2，で 述べ た 通 信 を 実施す れ ば 局

所的 な 処 理 が 可能で あ る．  は MPI − ALLREDUCE

な どの サ ブル
ー一

チ ソ を使用 して 容易に達成可能で ある，

（4）に つ い て は 前 処 理 手法 に よ っ て 異 な る．例 え ば 1．

で もふ れ た ILU な ど の 手法 は 前進1後退代入 に よ り 大

域的な 変数の 依存性 が 生 じるた め ，並列化 が 困 難で あ

る ．単独 プ 卩 セ ッ サ を使用 した 計算 の 場合，Fill−inの

な い ILU （0）法 を 前処理 と し て 使用す る と，前処 理

計算部分が 全 体の 50％程 度 を 占め る た め s，，前進1後

退代入部分 の 並列化 は 計算効率 の 向上 の た め に 不 可欠

で あ る，

　 GeoFEM で は 局所 前処理法 （局所 ILU （｛〕）法 ，

Locali・ ed 　ILu （o））3）を 使用 し て い る ．局所 ILu （D） 法

は
一

種 の 「擬似 」 ILU （0）法 で ある ．局所 ILU （0）法

で は前進f後退代入 計算時 に 領域外か らの 影響 （す な

わ ち 外点 の 影響）を O とす る こ とに よ って ，前 処 理 の

局所化 を 行 い ，並 列 性 の 高 い ア ル ゴ リ ズ ム を 実現 して

い る （図 4 参 照 ）．

　図 5ぱ 三 次元固体力学 の 例題 （
一

様 単純引張）6）を

Hitachi 　SR2201 （東 京 大 学 情 報 基盤 セ ソ タ
ー，　 le24

PE ， ピ ーク 性能 3〔｝  GFLOPS ） を 使用 し た 計算例 で

あ る．各 PE に お け る 自由度数が一
定 とな る よ うな問

題設定 と な っ て い る．こ こ で は SR2201 の 擬似 ベ ク ト

ル 機能 を 利 用 す る た め ，文献 7）に 基 づ い て ，ベ ク ト

ル 化用 の チ ューニン グを実施 し て い る ．最大 2．72 ×

lOe 自 由 度の 問 題を 252 　PE を 使用 し て ，16，2GFLOPS

の 処 理 性能 を 達成 し て い る ，こ れ は ピ ーク 性 能 の 約

22％ lcあた る．図 5（b）は 並 列化効率 （（通 信 お よび そ

れ に 要 す る 並 替計算等 を 除 い た 演算時 間〆全 演 算時

間）） に 関す る デ ータ で あ る，PE 数 が 増加 して も並

列化効率 95％ 以 上 を 維持 して お り，1．で 述べ た デ ー

タ 構造 と局所 ILU （0）法 に よ っ て 高い 並列化効率 が

得 られ て い る こ とが わ か る．

　 局所 ILU （0）法の 問題は ， 本来の 「大域的」 な 前

処 理 手法 と比 較 し て 「弱 い 」前 処 理 とな るた め ，特 に

PE 数 が 増 加 した 場 合 に 反 復 回 数 が増 加 す る可 能性 が

あ る こ と で あ る．表 1は 全体問題 サ イ ズ を固定 して 1

PE か ら最大 64　PE ま で 計算 し た 例 で あ る ，反復回数

［A］ ｛x｝

PE ＃O

PE ＃1

PE＃2

PE＃3

図 4 　局所 ILUCO ）法 に おけ る 前進後退 代 入

　 　 た と え ば PE ＃ G の 要 素 「A 」 に 注 目す る と fi個 の

　　 非対角成分があ るが，二 の うち 4，5，6，は 他領域 に

　 　 属 す る 「外点」 で あ る た め ，局所 ILUCO ） 法に お け

　 　 る 前進後退 代入 に お い て は 〔〕とみ な され る ．
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〔a ）PE数 と GF［DPS 値 の 関係 ：ほ ぼ正 比 例 して い る
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郵
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＊　 706050

　 　 　 40

　 　 　 　 0　　　 50　　　100 　　150 　　200 　　250
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 PE ＃

（b）PE数と並列化効率の 関係 ：充分大 きい 問題規模の 場合，

　 　 　 　 　 並列化効率は 9駢 以 上 で あ る

Hitachi　SR2201 を 便 用 した Ge 。FEM ソ ん バ ー
の 計

算例

三 次元 間 体 力学 べ
ー
／ チ マー一ク 問題 （単純引張）：

Block 局所 IC （〔〕〕CG 法

最大 252PE ，2．72Xl ゆ 自由 度，16．2GFLOPS ，ピ ー
ク 性能び）約 22％

各 PE の 自由 度数 を固定 　■ ： IOi，● ： 2xl 〔｝
’T，

▲ ： 10＋
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表 1　 加法 Schwartz　D ［，main 　DecompositioTi（ASDD ）に よ

　　 る局所前処 理 の 安定化

　　 三 次元 固 体 力学 ベ ン チ マ ・・
ク 問題 （単純引張 ）：

　 　 Block 局所 IC（0）CG 法

　　 全体 自由度数 を 255，552 に 固定，Hitachi　SR2201 使用

　 　 　 　 ASDDな し

P畔 　　反復 回数　　演算時囘 に 基 づ く

　 　 　 　 　 　 Speed−up

八SDDあ ウ

反復 回数 　　　演算 時聞 に 甚 つ く

　 　 　 　 　 融 eed −up
L24

呂

52

　

　

　

　

−

3

045359

叫

皿

6574

22222

ご

2

1，001
，633
．亅56
．3fiL3
．5224
．24356

ら

44554

『

0

4444445 1．00
．993
．9583117s331

．8050
．07

　 　 Ini電ial　Coef，　Matrix　　　　　 Reordered1Blocked　Matrix
tind　strongly 　coupled 　groups　　　　　　current 　version ：2
（each 　small 　square ：3×3）　　　　　　 nodes ／block

図 6　 Selcctivc　Bl・ cking 前処理 の 概念図

　 　 カ
ッ

プ リ ン グ の 強い 成分 （接触 点ペ ア ） を 同 匚ブ 卩

　　 ッ ク （Super 　Nnde ）に 入れ て 完全 LU 分解を 適用す る

は 35 ％程度増加 し て お り，計算時 間 ベ …ス の ス ピ ー

ドア
ッ

プ 効率 も 32　PE で 24 倍程度 に と ど ま っ て い

る，局所前処 理 を 安定 化 させ る た め 文献 8）に 基 づ い

て 加 法 Schwartz 　Domain 　Deco 皿 position （ASDD ）を適

用 した と こ ろ表 1 に 見 られ る よ うに 領域数 の 増加に よ

る 反復回 数 の 増加は わ ずか に 抑え られ ，32PE で は ほ

ぼ 100％ に 近 い ス ビ ードア ッ
プ 効 率 が 得 られ て い る．

4． 接触問題 へ の適用

　3．で 紹介 した 例 は ， 一
様 な 物性 ，箋界条件 に 基 づ

く系 を 対象 と して い た ．係数 マ ト リ ク ス は 固有値分布

の
一

様 な い わ ゆ る 「条件 の 良 い 」問題 で あ っ た ．Ge −

oFEM の 対象 と し て い る固体地 球 シ ミ ュレ ーシ
ョ

ア の

代 表的 な もの と して ，地震発生 サ イ ク ル 予測 の た め の

断層接触 シ ミ ュレ
ー

シ
ョ

ン が あ る
9〕．こ の よ うな シ ミ

ュ レ ーシ
ョ

ン で は 接触面 の 拘束 の た め に ペ ナ ル テ ィ

法 ，拡 大 ラ グ ラ ン ジ ェ法 な ど を 使用 し ，Newton −

Raphson 法 に よ っ て 非線形問題 を 解 く とい う解 法 が

一
般的 で あ る 9）．詳しい 定式化 は こ こ で は 省略す る

が，こ れ ら の 手 法 の 特徴は 接触条件 を適用す る 部分に

大ぎな 定数 （ペ ナ ル テ
ィ 数〉が か か る こ とで あ り，そ

れ に よ っ て 条件数 （Condition　Number ）d）が 増 加 し，

反復法 の 反復 回 数 が 増加 す る．一
例 と して 文 献 9）で

あ げ られ て い る 断 層接触問題 に 関す る ベ ソ チ マ ーク 例

題 （7220節点 ， 2エ660 自由度，1PE ，　 G ・ mpaq 　 Alpha

21164 −600MHz ） の 計 算 例 を あ げ る と ：

1＝lelo

　対角 ス ケ
ー

リ ン グ

IC（0）CG

　 BIock ス ケ
ー

リ ン グ

A ＝10i6

174 回

89 回

165 回

8．9sec．

11．2sec．

11．9sec ．

対角 ス ケ ー一リ ノ グ，IC（0）CG 　 収束せ ず

　 Blockス ケ
ー

リ ン グ 　 　 3727回 268．9　sec ．

と な り，ペ ナ ル テ ィ 数が 増加す る と反復回 数が 爆発的

に 増 加 す る ．こ の よ うな 場合 の 措置 と して ，（1）ブ ロ
ッ

ク 化 ， （2＞Fill−in レ ベ ル の 増加 な どの 対処法が考え ら

れ る．今回 は 三 次 元 固 体力学 を 対象 と し て い るた め 1

節点 あ た り 3 つ の 自 由度 が あ る ．こ の 3x3 ブ ロ
ッ ク

内 に 完全 LU 分解を 適用 し ， さ らに Fill−in レ ベ ル を

増加 さ せ る ILu11c 法 （BILu （o），BILu （1），BILu

（2））を 使用 す る ほ か ，新 た に 図 6 に 示 す よ うに 接 触

点 ペ ア を 同 じ ブ ロ
ッ

ク （Super　Node ）に 入 れ て そ の

ブ ロ
ッ ク 内 に 完 全 LU 分 解を 適用 す る ，　 Selcctive

Blocking 　BILU （O）法 （SB −BILU （0）） を 開発 し た
1°〕

（図 6 参照 ）．1＝IOIe の 場 合 の 計算結果 は 以下 の 通 り

で あ る ：

　Block ス ケ
ー

リ ン グ （前掲）

　BIG （0）CG

　BIG （1）CG

　BIC （2）CG

　SB−BIC （0）CG

ブ 卩
ッ ク イ匕

3727回

1102 回

　 94回

　 33 回

　 82回

268．9sec．

144．3sec ．

21．1　sec ．

15．4sec．

11．1　scc ，

　　　　　　 Fill−in レ ベ ル の 増加 に よ っ て ソ ル パ ーの

性能が大幅に 改善された こ とが わ か る，Fill−in レ ベ ル

の 増加 に よ っ て 必 要 メ モ リ は 1 レ ベ ル 増 加 ご と に 倍に

な る が，SB−BILU （0） の 場 合 は BILU （0） とほ ぼ 同 じ

記憶容量 で 済むた め ，計算，記憶容量 両 方 の 面 か ら効

率的 な手法 と考え られ る．

　現 在 SB −B 乢 U （0） 法 の 並 列化，最適化に 向け た 検

討 を進 め て お り，107 自由度 ク ラ ス の 大規模実用問題

で の 計算 を開 始 した と 二 ろ で あ る，こ の 結果 に つ い て

は い ずれ稿を 改 め て 紹介 した い ．SB −BILU （0）法の

並 列 版 で あ る 局 所 SB −BILU （D）法 は ，従来 の 局所

ILU （0）などと比較 して 直接法 に 近 い 前処理 手法 と考

え る こ とが で ぎる ．局所 SB −BILU （0）法 で は 完 全
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LU 分解 は 各領域 で 独立 に 実 施 され るの で 並 列性能 に

は 問題 は な い ．

5．　 お わ り に

　　 （悪条件問題 と前処理付 き 反復法）

　接触問題に 代表 され る よ うな 悪条件問題 を 反復法に

よ っ て 解 く場合，よ り直接法に 近 い 前処理手法を 適用

す る こ とが最近の
一

つ の 傾向で ある ，Fil1−in レ ベ ル を

深く して い く とい う よ りは ，む し ろ 「不 完全な 」 直接

法 を前処 理 と して 使 用 す る と い う考 え方 で ，そ の よ う

な 場 合 の 収束特性 ，並 列性 能 な ど に 関す る研 究 も進め

られ て い る，筆 者 は 今 年 の 4 月 末 に カ リ フ
ォ

ル ニ ア 州

タ ホ 市 で 開催 され た rPrecenditionin．g　2001 （20011n −

ternati 〔｝nal 　CQnference　 on 　Preconditioning　Techniques

fbr　Large　Sparse　r｝latrix　Problems　in　Industrial

Applicati・ ns ）」
11 ］と い う会議 に 参加 L て 来 た が，同 様

の 傾向の 発表がい くつ か あ っ た．［直接法 に 限 りな く

近 い 前処 理 手法を使用 した 反復法 は ，直接法！反復法

の ハイ ブ リ ッ ド解法 と呼 ん で も よ い の で は 」 と い うよ

う な コ メ ン 1・も 出 て い た ． 一
方 で 伝統的 ts　ILU （O）

が 非常 に 広範 囲 の 工 学的問題 に 適 用 可 能で あ る よ うな

例 も示 され て い た ，

　反復法に お い て ど の よ 弓 な前処理手法を 選択す る か

ば ，今の と こ ろ 解 くべ き問題 に 依存 して お り，万 能 の

前処理 手法 とい う もの は まだ な い ．本稿 で は あえ て 触

れ な か っ た が，最近 い わ ゆ る 多重格子 法 （Multigrid）

と くに 代数 的 な 手法 （Algebraic　Multigrid，　AMG ）
1・21

が特 に 大規模問題向け の 前 処 理手法 と して 注 目されて

い る ．様 々 な 手法 の 長 所 を組 み 合わ せ た 新 手 法 の 研究

が 今後の 課題 で あ る ，
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