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《論　文 》 論 21−2

Trefftz法に よ るボア ソ ン方程式の境界値問題の 解法

　　　（非同次項 に 未知関数の 導関数 を含 む場合）†

池 田 洋 一 ＊ ・北 英 輔
＊ ＊ ・神 谷 紀 生 ＊ ＊ ＊

　ABSTRACT 　This　paper　describes　the　applicailon 　ofTrcfftz 　method 　to　the　boundary　value 　problem　governed　with 　the

two −dimensional　Poisson　equation ．　Trefftz　method 　is　formulated　with 　regular 　Tre冊 z 　functions（T−comp ］ete　functions）
satisfying 　the　governing　equation ，　When 　Trefftz　method 　is　applied 　to　the　Poisson　equation ，　it　is　generally　di幵lcu］t　to

derive　the　Trefftz　functions　for　the　problem ，　For　overcoming 　this　difficuLty，　this　paper　presents　the　fbllowing　scheme ．　A

non −homogeneous　term 　containing 　an 　unknown 　function　and 　it　derivatives　are 　approximatcd 　by　the　poly皿 omial 　in　the

Cartesian　coordinates 　and 　then，　the　solution 　fbr　the　Poisson　cquation 　is　approximated 　with 　the　superposition 　of 　the　Trefftz

function　efthe 　Laplace　equation 　and 　the　particu｝ar　solutions 　related　to　the　approximate 　potynomal ，　Unknown 　parameters
included　inthe　approximate 　soLution 　are 　determined　so 　that　the　solution 　satisfies 　the　boundary 　conditions ．　The　present
scheme 　is　applied 　to　some 　examples 　in　order 　to　study 　the　numerical 　prope面 es．

1． は じめ に

　Trefftz法は，支配方程式を満足する 非特異な Trefftz

関数を用 い た境界型数値解析法で ある
1””7），こ の 方法 で

は，最初に Treffiz関数 を用 い て 問題 の 解 を 線 形近似し，

近似解が 境界条件を満足す る よう に 未知係数を決定す

る．本論文 で は 定式化 に 選点法 を 利 用 す る の で，未知係

数 に つ い て の連立方程式を 導出す る と き に 要素や 要素

積分を 必要 と し な い 解析法とな る．と こ ろ で，Trefftz法

の 適用対象 は ポ テ ン シ ャ ル 問題 や 2次 元弾性 問題 な ど，

主 と して 同次微分方程式 に支配 さ れ た 問題 に 限 られ て

い た。これ は，Treenz法 を ボ ア ソ ン 方程式な ど の 非同次

方程式を 支配方程式 とす る 境界値問題 の 解析 に適用す

る 場合．一
般形 で 与 え られ た非同次項 を含 む支配方程

式に 対す る Trefftz関数 の 導出が 困難な た め で あ る．そ
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こ で ．本論 文で は 非線形 ボ ア ソ ン 方程 式 に 対 す る

Trefftz法 に つ い て 述 べ る．

　非同次項 に 関する問題 は，同 じ境界型数値解析法 で

あ る 境界 要 素法で も 生 じ る．境界要素法で は ，非同次項

を含む支配微分方程式か ら境界積分方程 式 を 導出す る

と積分方程式に 領域積分項 が 含 まれ る の で，解析 に 領

域 メ ッ シ ュ を必要 とし，境界 の 要素分割だけで 解析 で

き る 境界要素法 の 利点 を失う こ と に な る．こ の 問題を

解決す る た め に，境界要 素 法 で は 多重相反法 （MuLtiple

Reciprocity　Method
，
　MRM ）

s・9，，二 重相反法 （Dual　Reci−

procity　Method ，　DRM ）
1°），計算点解析法 ll・12｝な ど が 提案

さ れ て い る．多重相反法で は相反定理を繰 り返 し適用

し，領域積分項 を境界積分 の 無限級数 に変換す る，二 重

相反法で は．非同次項 を 比較的簡単な関数 で 近似 し，近

似非同次項 に 対応す る 特解 と相反定理 を 適 用 す る こ と

で 領域積分 を境界積分 に変換す る．一方，計算点解析法

で は，最初 に 未知関数 を 含 む 非 同 次項 を 直交 座 標系の

完全多項式 で 仮定 し，相反定理 を 適用す る こ と で 領域

積分項 を境界積分に変換す る ．こ れ らの 方 法で は 支 配

微分方程式 か ら導出 し た積分方程式 に 相反定理 を適用

する こ とで，領域積分項 を 境 界 積分 に変換 して い る．し

か し，本 論 文 で 述 べ る Trefftz法 の 定式化 で は 積分方程

式 を 用 い な い の で ，上 記 の 方法 を そ の まま適 用 す る こ

とは で き な い ．

　そ こ で ，Tremz 法を用 い た非線 形 ボ ア ソ ン方程式の
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解法と し て，著者 らは 神谷 ら 川 が 提案した 計算点解析

法をTrefftz法 に 組 み 合わ せ た方法 を 提案 して い る
11｝．こ

の 方法で は．最初に未知関数を含ん だ非同次項 を直交

座標系 に つ い て 完全多項式 で 近似し．境界値問題 の 解

を同次方程式 （ラプラス 方程式） の Trefftz関数 と 近似

非同次項 に 対 す る特解 の 重ね合わ せ で 近似す る．こ の

近似解を用 い て，非同次方程式に つ い て の 境界値問題

を同次方程式 に つ い て の 境界値問題 に 変換す る．そ し

て，同次方程式に つ い て の 境界値問題 を 解 い て 問題 の

解を決定 し，非同次項 を満 たすよ うに 近似多項式 の 係

数 を 更新す る．同様な 目 的 で ，真鍋 ら 14〕は TrefTtz法に

二 重相反法を適用 した ボ ア ソ ン方程式の解法を提案し

て い る．しか し．彼 らの 方法は 非同次項 に 未知関数が 含

まれな い 問題だけ を 扱 っ て い る．こ れ に 対 して，著者 ら

は 先 の 論文で 非同次項が未知関数の 関数で あ る場合へ

の 適用を示 し，本論文 で は非同次項が未知関数を含む

だけで な く，未知関数の導関数に つ い て の 関数として

与 え ら れ る 場合 へ の 拡張 に つ い て 述 べ る ．非同次項 に

未知関数 の 導関数 を 含 む 問題 を 境界要素法 で 解析す る

場 合 に つ い て 二 重相反 法 や 計算点解析 法 を 適用 す る と，

未知関数 の 導関数 を計算す る ためだけ に 別 の 定式化を

必要とす る， こ れ に対 して，Trefftz法で は 未知関数が

Trefftz関数 の 線形結合 で 近似 され て い るの で，こ れを

直接微分す る だけで 未知関数 の 導関数 を 求め る こ とが

で き て，同 じ境界 型 解 析 法 で あ る 境界要 素 法 よ り も定

式化 が 簡単 と な る．

　最後 に，提案す る 方法 を い くつ か の 解析例 に 適 用 し，

解析結果 を厳密解 と 比較す る こ と で 解法 の 特徴 に つ い

て 議論す る．

2．　 2 次元 ラプラス 方程 式の 境界値 問題 に 対

　　する Trefftz法の定式化

　本論文 で 提案す る 方法 で は，2次元ボ ア ソ ン方程式 の

境界値問題が 2 次元 ラプラ ス 方程式の 境界値問題 に 変

換 さ れ る ．そ こ で ，最初 に，2次元 ラ プ ラ ス 方程 式 の 境

界値問題 に 対す る Trefftz法 の 定式化 に つ い て 述 べ る．

　2．12 次元 ラ プラ ス方程式の境界値問題 と Trefftz関数

　2次元ラプラス 方程式 の 境界値問題 は次 の よ うに な る，

▽
lu

＝ O （inΩ ） （1）

　　　；：ll：：B｝　 　 ，、，

こ こ で q ≡ eu！en で あ り，Ω，　r．　，　r4は そ れぞれ解析対象

領域，ポ テ ン シ ャ ル u と フ ラ ッ ク ス qの 指定境界で あ る．

” は 境界 単 位 法 線 ベ ク トル，（
τ

）は 既定値 を 示 す ．

　Trefftz法 で は 定式化 に Trefftz関数 と よ ば れ る 非特異

な 関数群 （T−cocmplete 　function） を 用 い る．　 T−complete

関数は支配方程式を満足する よ う に決定され て お り，2

次元閉領域に お け る 2 次元 ラ プ ラ ス 方程式に つ い て 次

の よ うに 与 え られ る 4），

　　　 u
”
　＝ ｛u；，…，u；，．1，u；、，

…
｝

　　　　　 ＝ ｛1，…，or［r
”
e

’μ e
］，s［・

1’
2

∫μ θ

］，
…
｝　 　（3）

こ こ で r．θは 平面極座標 で あ り，そ の 原点 は 任意 に と ら

れ る，

　2 ．2 選点法に よ る定式化

　ポテ ン シ ャ ル u を Trefftz関数 μ．
’
の 線 形 結合 で次 の よ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

う に 近似す る．
　　　　　 　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　ウ　　　　　　　　　　　　　　　の
　 　 　 u ＝ u ニalUl ＋ a2u2 ＋ …＋ a

〃qκ

　　　　　　 ＝aTt ‘

’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）

こ こ で N は Trefftz関数の 総数を，　 a ＝｛av
…，aN ｝

T は 未知

係数 ベ ク トルを示す．こ の 式を境界の 法線方向 に 偏微

分す れ ば境界で の フ ラ ッ ク ス の近似式を得る，

　 　 　 　 　 ＿　 ∂il　 　 ．　 　 ，　 　 　 　 ．

　　　 ザ 9 ≡

盃
＝ a

・qi＋ a
・q・

＋ ttt＋ aNqN

　　　　　　；a
’

q
°
　　　　　　　　　 （5）

こ れ らを式 （2）に 代入す る と境界条件は完全 に は満足

さ れ な い の で残差が 生 じ る．つ ま り，

　　　奏：：1二1：：偉 ：副
Trefftz法 で は 境界条件 を 満足 す る よ う に 係数 ベ ク トル a

を定める．選点法 に よる定式化 で は境界選点 Piで，上

式 の 残差 を 0 と お く，つ ま り，

　　　嬲：離嬲 ：lll：lll｝
上式 を 整理す る と．

　　　 Ka ＝f　　　　　　　　　　　　　 （6）

こ こ で ，

K ニ
臓 ，

qr，

ゆ

9Ml 　
’”

　 9

痂

u
”1。Nq

；N

＋

9MN　 9

∫＝｛属ジ
・・，π乢 ，歹1，…，7好 ド

十　　　　　　　　　　　●　　　　●　　　　　　　　　　　，

（7）

（8）

た だ し，Ui （R，）
≡ Ui

」，q
ノ
（R，）

§ qu，ff（Rr）≡ 郡ヴ（P，）
≡ 豕で あ

る．また ，M 。，　Mg は そ れ ぞれ re 弓上 に と られ た 選点 の

総数 で ある．係数 マ トリ ッ ク ス K に お い て，行数は選

点総数に等 し く，列数は Trcfftz関数の 総数に等し い の

で ，選点総数 を Trcf貸z 関数 の 総数以 上 に 取 り，LAPACK
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ソ フ トウ ェ ア の 特 異 値 分解 TS，を 適用 して 連 立方程式 を

解 くこ とに す る．

3．　 2 次元ボ ア ソ ン方 程式の 境界値問題 に対
　　す る Trefftz法の 定式化

　3．1 境界値問題

　 こ こ で は，ボア ソ ン 方程式 の 境界値問題 の 支配方程

式 と境 界 条件 が 次式 で 与 え られ る 場合 を考 え る，

　　　 ▽
2u

＋ b（x，Y，・ ，・．．，U，Y ）
；O （i・ Ω）

　　　；：
’t　［1：B｝

こ こ で  
＝ ∂u1 ∂馬  

5 ∂uX ∂y で あ る．

　3．2 境界値問題 の 変数変換

（9）

（10）

　最初に，非同次項 b（x，　y，u，　u
“
，　u、y）を 直交座標系 x，y の

5 次完全多項式を用 い て 近似す る．つ ま り．

　　　 b（x，y ，u，u ．
・u、y ）＝ c）

＋ c2x ＋ e
コy ＋ …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4　　　　　 s
　　　　　　　　　　 ＋ c2DKソ ＋ 02

幽ア

　　　　　　　　　　 ≡ cTr 　　　　　　　　　 （11）

こ こ で，c と r は未知係数ベ ク トル と完全多項式の各項

か ら 成 る ベ ク トル で あ り，そ れ ぞ れ 次式 で 与 え られ る．

c
ア ＝

｛c1，ら，…，c 、1｝

〆＝｛rl，r2，…，rl ｝

　＝｛1，x ，y，xz ，ry，ア
z

，xJ ，xZy ，が ，
　 　 3　　 4　　 3　 　　 2　 ユ　　 3　 　 4
　 　 y ，x ，κ ア，

x ア ，
xy

，ア ｝

　　xs ，ノy，x3 ノ，xz ノ，ガ ，ア
5
｝

（12）

（13）

式 （11）を用 い る と解 く べ き支配微分方程式は次式 で 近

似 さ れ る．

　　　 ▽
lu

＋ cl

’
r 盂0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

と こ ろ で，一
般 に完全多項式の 次数は大き い ほ ど高い

近似精度 を期待で き る．し か し，c の 更新量を求 め る た

め の連立方程式 の 係数行列 の特異性 は 近似多項式 の 次

数に依存す る の で，こ こ で は連立方程式の 特異性 と連

立方程式を解 くため に 用 い る特異値分解 法 の 精度 の 点

か ら5次 ま で の 完全多項式で 非同次項 を 近似 して い る．

　式 （14） の 同 次解 を 鼠 rt に 対 応 す る 特解 を 岬 とす

れ ば．境界値問題 の解 u は次式で 近似 さ れ る．

　　　 u ニuh ＋ Cμ’＋ c2凵∫＋ …＋ c21鵐

　　　　 ＝ uh ＋ cTup 　　　　　　　　　　　　 （15）

こ こ で uP ・　｛UIP，　u2P，
…
，　u

ユIP｝
T で あ り，鵡婿 は次式を満

足す る，

　　　 ▽  th ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（」6）

　　　 ▽  ‘
iP

＋ ri ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

riは多項式 の 項 で ある か ら．岬を容易 に 求め る こ と が で

き る．なお ，特解 ε甲 の 具 体 形 を 付録 に 示 す．

　式 （15）を支配方程式と境界条件に 代 入 す る と境界値

問 題 は 次式 に 変 形 で き る．

　　　 ▽
！
uh ； 0 （inΩ）

　　　1：‡翻 鳴｝
こ こ で，g   ∂uh ！∂n，qp ≡ ∂uP1 ∂n で ある．

　 こ の よ う に，

（18）

（19）

　　　　　　　問題は 同次解 uh に つ い て の ラ プ ラ ス方

程式 の 境界値問題 に 変形 さ れ た の で，未知係数 c が あ ら

か じめ 決定 で き れば，先 に 述 べ た TrefRz 法の 定式化 に

従 っ て 2 次元 ラプラス 方程式の境界値問題 を解析する

こ とで ♂ を 決定す る こ と が で きる ．ひ と たび ♂ が 決定

さ れ れ ば，解 u は式 （15）よ り決定され る．しか し．こ

の 場合 c は 未知関数 u の 関数な の で ，あ ら か じ め定め る

こ とが で きな い の で 反復収束計算 が 必要と な る ．つ ま

り，最初 に c を仮定 して 解析 を 行 い ，得 られた u か ら非

同次項 を 計算し て，式 （11）を満足す る よ う に未知係数

を変更す る こ とに な る．こ の 方法 につ い て以下に説明

す る．

　3．3 未知係数 の 更新法

　まず，式 （1D を 繰 り返 し計算 々と（k＋ 1）回 目に つ い

て 考 え る と 次式 と な る．

　　　 b【i’ i）　＝ 　rTc
（i＋ 1）

　　　　 b｛k）
； rTc

（k）

左辺 と 右辺 をそれ ぞれ 引き算す る と次式 と な る．

　　　 b｛k＋1）− b（k）
＝ rT （c

｛t＋ 1｝− c
（t〕

）

　　　　　　　　 ≡ rT △e 　　　　　　　　　　　（20）

そ して ，境界 上 と領域内 に 取 られ た い く つ か の 評価点

（こ れ を，計算点と呼ぷ ） に お い て 式 （20）を選点法的

に満足する よ う に△c を決定す る こ と を考え る．つ ま り，

計算点giに つ い て 式 （20） を 考 え る と

　　　 r
”

（G ）△c ＝b（k’L）− b〔k）

　　　　　　　 ＝b（ 
）
− r

「

c
（k）

　　　　　　　 邑 △わ（G，．）
とな り，全 て の 計算点 e ，

で 上 式を考 え て 連立方程式と

す る と次式 に な る．

　　　　D △c ＝ ノ
’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

こ こで D とfは，そ れ ぞ れ完全多項式の項か ら成 る 行 列

と非同次項 に 関す る 係数 ベ ク トル で あ る．式 （2D を

LAPACK ソ フ トウ ェ ア の 特異値分解 ls）に よ っ て 解 い て

Ae を決定 し，それ を用 い て c を次式で 更新する．

　　　 c
〔k＋ 1）＝c

｛k ）△c

収束判定条件 を次式 の ように 定義す る，

　　　・ ・ 誤1・b・e，・1・ ne

（22）

（23）

こ こ で ，M は 計算点 の 総数を，η。は ユ
ーザーに よ っ て

定義 さ れ た 正 の 定数を 示す，
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　 と こ ろ で ，非同次項 に未知関数 u の 導関数を含む 場

台，式 （21＞の 右辺項 を計算す る ため に，u の 導関数 を

計算す る 必要が あ る．Tre　fftz法で は，　 u は式 （4） で表

され る の で， こ れ を直接微分すれば導関数 を 評価 で き

る，つ ま り，

　　　 u 　＝ aT π

．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

　　　∴ 凝 　 　 　 　 　 （、，）
　 　 　 　 ．ノ　 　 　 　 　 　 　 、y
u は 非特異 な 関数 な の で，こ れ を x，y で 解析的 に 微分す

る こ と は 容易 で あ る．

　な お ，境界要素法 に お け る多重相反法 （DRM ） あ る

い は 計算点解析法 で は ，非同次項 に 未知関数 の 導関数

を 含む 場合 に は ，非 同 次項 の 近似表 示 と と も に 未知 関

数 自体 の 近似表示 を必要 とす る．こ れ に 対 して，本論文

で 提案す る Trefftz法で は式 （4）に 示され る ように 未知

関数 麗 が Trefftz 関数 の 線 形結合で 近似 され る の で，そ

れ を直接微分す る だけ で 導閧数 の 表示式を得 る こ と が

で きる．こ の 点 に お い て，境界要素法 に おける二 重相反

法あ る い は 計算点解析法 を 用 い る 方法 よ り も，計算 が

か な り簡素化 さ れ る こ と に な る．

　 3．4 解析 ア ル ゴ リ ズ ム

　上記 の 計算 ア ル ゴ リズム を 示 す と 以 下 の よ う に な る．

（Dk ← 0 と し て，c｛°｝を仮定す る．

（2）式 （18＞ と式 （19） で 与え られ る境界値問題 を解

き，計算点 で の非同次項 b を計算す る．

（3）収束判定を行 う。条件 を満足すれば結果を出力 し，

満 足 しなければ次 へ 進む．

（4）連立方程式 （21） を解 い て △e を決定す る，

（5） c を更新 し て k をイ ン ク リメ ン トし，（3） へ 進む，

4． 解析例

境界選点と 内点 は図2に 示す よ う に均等 に配置 さ れ る．

境界選点 や 内点 の 配置は未知 パ ラ メータを求 め る ため

の 連立方程式の係数行列 の特異性 と関連して い る の で

注意が必要で ある．未知 パ ラ メータを求め る た めの 連

立方程式の 係数行列 の特異性を考慮して ，こ の 問題で

は 図 の よ う な 配置を用 い る．計算点 と して 全 て の 境界

点と内点を と り，解析 に 用 い る Trefftz関数の 総数は 44

個 で あ る．ま た，係tw　Ci の 初期値 は 全 て 0 と す る．

　領域全体 で の 計算精度 を検討す る ため に，25個 の 精

度評価点 を境界 と領域内に均等に 配置 し，計 算精度指

標 と して 次式 を 用 い る．

　　　Eu ＝岩Σlu− uex1

　η の 収束状況 を図 3に 示す．横軸 に は繰 り返 し計算 の

ノ

　 4．1 例題 1

　 最初 の 例題 と して ，支配方程式が次式 で 与 え られ る

場合 を 考 え る．

　　　▽
・
u ＋亟 二〇

　 　　　　　 ∂x

境界条件は図 1に示 されたよう に 与える．こ の 問題 の 解

析解は 次式 で与え られ る．

　 　　　　　1＋ e2
＿2ei

−x

　 　 　 uex ＝
　 　　　　　　 e2 − 1

　 解析 の た め に 境界上 に 選点 を 44 個等 間隔 に 配 置 す

る．か どの と こ ろ に は，2 つ の 選点を い わ ゆ る 2 重選点

と して 配置す る．こ の 場合 1つ の か ど点 上 に 2つ の 選点

が 配置 さ れ ，そ れ ら は 同
一座標を持つ と と も に，異な る

境 界法線 と境界条件値を与え られる．それ以外 に 内点

を そ れ ぞ れ M
。

＝0，1，5，17，21 個 配 置 す る 場 合 を 比 較 す る．

（・且，1）
σ
＝0

　 　 　 （1，1）

匚’＝’1

0

α ＝1

且，・1）（
・
■，−19 ＝o

図 1　 解 析 例 1
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圃

x 　 　 　 　 　 Y 　 　 　 　 　 ×
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図 2　境 界 選 点 と 計算点 の 配 置
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図 3　η の 収 束 状 況
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回数を，縦軸 に は ηの 値を と る．内点数 砿
三〇，1の 場合

8回 の 繰り返 し計算で 収束 して い る が ．η の最終値は

M ＝O の 場合の 方が 小 さ い ．M ＞ 1 の 場合は ］1回目で 収　c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご

束 して お り，ηの 最終値 は 内点数が多 い ほ ど小 さ く な っ

て い る．次に，E の 収束状況 を図 4 に 示す．横軸に は

繰 り返 し計算 の 回 数を，縦軸 に は Eu の 値 を と る．こ の

場合 は 内点数が多い ほ ど収束 に 至 る 回数は多くな る が ，

E の 最終値 も内点数 が 多 い ほ ど 小 さ い ．M ：＝O と 21で 解
u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

析 を 行 い ，十分収束 したとき の u の分布 を 図 5 と図 6に

示す．横軸に は 、精度評価点の κ 座標を取 り，縦軸に は

u 値 を取 る ．こ れ よ り M ＝O よ りも M ≡21 の ほ うが u の
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　e

10
．7

10
’，

　 10「
F10

’

101

10
’F051n

　 1520

　 　 　 　 i±enilen

図 4　E の 収束状 況

最 終値 が理論解 に 良 く一
致 し て い る こ と がわ か る が，

そ の違い は わ ず か で あ る．

　最後 に，〃 訪21の 場 合に お け る未知係数 Clの 収束状況

を 図 7 に 示 す．グ ラ フ か ら分か る よ う に ，未知係数 c の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 J

収束状況は 早 い こ と が確認 で き る．そ し て，係数の 最終

的 な値 は eiO ，851 ，c ，

＝− O．851 ，c ，

＝＝O ．425 ，c7 ＝−0．142 ，

Cll＝0．0373で．そ れ 以外の数値は ほぼ 0に収束 し た．従っ

て．こ れ らの 値を式 （ID へ 代入す る と非同次項は次式

に 収束 して い る こ と が わ か る．

　 わ＝ ・
、
＋ c

、
x ＋ c

，ン
＋ c！ ＋ c

，ry ＋ ・
，ノ ＋ ・

，
ノ

　 　 　 　 　 ！　　　　　　　 z　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ］　　　　　 4

　 　 　 十 C8X ア 十 Cg λニソ　十 Cloy 　十 CIIκ 　十 ’”

　　 20 ，851− 0，85且x ＋ 0．425x2 − 0．142x コ

＋ 0，0373　x4
と こ ろ で ，こ の 問題 の 解析解 は uCT＝＝（1＋ e1−2et”）t（e2−・1）で

与 えられ る の で．非 同次項 の 理論式を求め る と次式と

な る．

　　　ゲ ＝亜
　 　 　 　 　 　 Ox

　　　　　　 2el
−」

　　　　　　 e2 ＿1

こ れ らをグ ラ フ 表示 して 比較す ると図8の ように なる．

こ こ で 実線 は 理 論 的 な 非 同 次 項 を 破線 は 収 束 計 算に よ

り求 め られ た非同次項を示 して い る．こ れ に よ り，解析

領域 一1≦ x ≦ 1に お い て 収束計算で 求めた非 同次項は解

析解 か ら求め た 非同次項 と 良 く一
致 して い る こ と が わ

1．O

o．5

o 　 o．o

司〕5

　 ・10
　 　 ・1．0　　　 』 5　　　 00 　　　 0．5　　　 1．O
　 　 　 　 　 　 　 x

図 5 　ポ テ ン シ ャ ル の 分 布 （Ad・・＝D）

1．0
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i 　 O．O

o．5

・1．0
　 　 0　　　 　 5　　　　 10　　　 15　　　 20

　 　 　 　 　 　 魔e面  

図 7　 係数 c の 収 束状 況 （M ＝21）
　 　 　 　 i　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

10

05

n　 o，o

一〇．5

　
・1、0

　 　 ・1．e　　　 』 5　　　 0．0　　　 0．5　　　 1．0
　　　　　　　 躍

図 6 　ポ テ ン シ ャ ル の 分布 （M ＝21）
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図 8　非 同 次項 の 比 較 （M ＝2D
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か る．

　 4．2 例題 2

　次 の 例題 と して，支配方程式が次式 で 与え られ る 場

合 を 考 え る．

　　　v ・

u − ・礁 ・・

解析領域を図 9に示す．境界条件は，解析解が次式 で 与

え られ る よ う に 指定す る．

　　　 uc
「 己3x3y

　解析 の た め に 境界上 に 選点 を 44 個等間隔 に 配置す

る。か ど の と こ ろ に は ，2つ の 選 点 を い わ ゆ る 2重 選 点

として配置する．こ の 場合，1つ の か ど 点 上 に 2 つ の 選

点 が 配 置 さ れ，そ れ らは 同
一

座標 を 持つ と と も に，異 な

る境界法線 と 境界条件値を与 え られ る．そ れ 以外 に 内

点をそ れぞれ耗
冨 0，1，5，9個配置する場合を比較す る．境

界選点 と内点 は，図 10に 示す よ う に均等に 配置 さ れ る，

未知 パ ラメ
ー

タを求め る た めの 連立方程式 の 係数行列

の 特異性 を 考慮 して ，こ の 問題 で は 図 の よ うな配置を

用 い る．均等 に 配置す る こ とで ，未知 パ ラ メータ を求め

る ため の 連立方程式 の 係数行列 の 特異性 をあ る 程度改

善で き る。計算点 と し て は 全 て の 境界点 と 内点 を と り，

係数 c の初期値は 全て 0 とす る．　　 「

　領域全体 で の 計算精度 を 検討す る た め に
，
25 個 の 精

度評価点 を境界 と領域内 に 均等 に 配置 し，計算精度指

標 と して 次式を用 い る，

　　　軋 ＝ 赤Σ・
− uex1

　ηの 収 束状 況 を 図 11に 示 す．横軸 に は 繰 り返 し計 算

の 回数を，縦軸には η の 値をとる．こ れ よ り，ηは内点

数 に よ らず 10回 程度 の 繰 り返 し計算 で 十分収束 して い

る と みな せ る．次 に，Eu の 収束状況を図 12に示す．横

軸 に は 繰 り返し計算 の 回 数を，縦軸 に はEu の 値を と る．

こ れ ら よ り内点数 が 多 い ほ ど最終的な値が 小 さ くな る

こ とがわ か る．そ こ で ，内点数 9 個で 解析 を行 い ，十分

に 収 束 した 場合 の 関 数値 の 分 布 を 解析解 と比較す る と，

図 13の よ うに な る．横軸に は精度評価点の x 座標を，縦

『
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図 11　η の 収 束 状況
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図 12　 E の 収束 状 況

図 9　 解 析 例 2
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図 10 境 界選 点 と計 算点 の 配 置
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図 13　 ポ テ ン シ ャ ル の 分布 （M ＝9）
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軸に は ポテ ン シ ャ ル 値 をとる．こ れよ り，数値解と解析

解は全体 に 良 く
一

致 して い る こ と が わ か る ．

　最後 に，M
。

冨9 の 場合 に お け る 係数 Cf の 収束状 況 を 図

14 に 示す ．グ ラ フ か ら 分 か る よ う に ，最初 の 段階 で係

数値は激 しく変化 し て い る が．5回 目 の繰 り返 し計算で

お お む ね
一

定値 に 収束 した．そ して，係数 の 最終的な値

は c5＝−18．1で ．そ れ 以外 の 数値の 絶対値 は 0．5 以下 で

あ っ た．従 っ て ，式 （11）より，解析に よ っ て非同次項

は次式 に 収束 して い る こ と が わ か る．

　　 b（x ，y，u ，u．， ，u，，）＝ Ct ＋ c
、
x ＋ c

，y ＋ c
、
ノ ＋ c

，
xy ＋

…

　　　　　　　　　 tS − 18．レγ

と こ ろ で ，こ の 問題 の 解析解 は uex＝3ーラで 与え ら れ る の

で ，非同次項 の 理論式を求め る と次式とな る，

　　　　晦 脳 ・一一・”ec
　　　　　　　　　　　− −65V515

　　　　　　　　　　　 ；− 18xy

こ れ よ り，数値的 に 求めた非同次項 は 理論的な 非同次

項 と
一

致 した こ と がわ か る．

5．　 ま と め

　本研究 で は，2次元ボ ア ソ ン方程式 の 非線形境界値問

題に対す る Trefftz法 の 定式化法 に つ い て 述 べ た．　Trefftz

法は支配方程式を満足 す る 非特異な TrefTtz関数を用 い

る 解析法 で あ る ．2次元ボ ア ソ ン 方程式 に は非同次項が

存在す る の で ，こ の よ うな支配方程式 に 対す る Tre　fftz

関数 を導出す る こ とは
一

般的 に 困難 で あ り，そ の た め

Trefftz法の こ れ ら問題 に 対す る 適用 は 進 ん で い な か っ

た．こ の 問題 を解決す る ため に，本論文 で は 次 の よ う な

方法を提案 した ．まず，非 同 次項 を 5次 ま で の 完全多項

式で近似 し，近似多項 式 の 係数 は 境界点と い くつ か の

内点 で 非 同 次項 を
一

致 させ る よ うに し た．そ して ，完全

多項式 で 近似 さ れ た 非同次項 を含む ボ ア ソ ン 方程式 に

o
’
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　 　 　 　 　 　 瞳蜘

図 14　係 数 Cr の 収 束 状 況 （M 。冨9）

対す る特 解を用 い て ，ボアソ ン 方程 式を ラ プ ラ ス方程

式 に 変 換 し て 解 析 し た ，ラ プ ラ ス 方 程 式 に 対 す る

Trefftz関数 は容易 に 導 か れ る の で ．ラ プ ラ ス 方程式 の

境界値問題 を 解 く こ とで 同次解 を得 る こ と が で き る．

解析対象 と して ，非同次項が 未知関数 の 導関数 に つ い

て 線形と非線型で 与 え られ る 問題 を考え た．どち らの

例題 に つ い て も．ηは 内点数 が 多 い ほ ど高 い 計算精度が

得 られた．そ して t収束計算で 最終的に決定され た 非同

次項 は 解析解か ら 求 め た 非同次項 と よ く一致した ．

　Trefftz法は境界要素法 と 同様に境界型の 解析法 で あ

る が ，境界要素法 に よ る 非線形問題 に 用 い られ て い る

二 重相反法 （DRM ）ある い は計算点解析法と比べ る と

提案 した方法 に は以下 の ような利点がある．まず，境界

要素法 に お け る 上 記 の方法で は，非同次項 に 未知関数

の 導関数 を含む場合，非同次項 の 近似表示 と と も に 未

知関数 自体 の 近 似 表 示 を 必 要 と す る ．こ れ に 対 し て ，

Trefftz法 で は 未知関数 u が TrefRz 関数の 線形結合 で 近

似され る の で ，そ れ を直接微分する だ け で導関数の 表

示式 を容易 に 得 る こ と が で き る．こ の 点 に お い て，境界

要素法 に お け る 二 重相反法 （DRM ）あ る い は計算点解

析 法 を 用 い る 方法 よ り も，計算が か な り簡 素化 され る

こ と に な る．こ れ らの特長を生か して，今後，実用的な

問題 へ の 適用を検討 し て い き た い と考え て い る．

付　録

完全多項式 の 各項 を非同次項 とす る ボ ア ソ ン 方程式 に

対応す る特解 ザ

　 　 　 ユ　　　 ヱ

P ＿　 x ＋ ア
U1

　
｝一

μf＝一
　 4

ニ　 　　 2x
＋ 些ア

解f；一

　 8
コ　　　　 1

κ ア＋ ン

 f；一

　 8x4
＋ x2 丿

ノ
2 − y4 ！6

翼f雷 一

　 　 　 14
コ　　　　 ニ

x ア＋ 考ア

麗8＝ 一

　 12

− x416 ＋ 」〜ア
2

＋ ア
4

μ’； 一

　 　 　 14

xs ＋ x3 ア
z − ry412

曜 二一

　 　 　 22

x4y ＋ κ
2
ノー

ア
5110

婿 ；一

　 　 　 18

− xS　X　10＋ xlyl ＋ ガ

配畠＝一

　 　 　 18
　 4　　　　　　 ！　 3　　　 s− x ア 12 ＋ x 丿

〜 ＋ y
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Uil＝
一x6 ＋ x

‘

y2
−

x2y4 ＋ y
‘

／15

32

。
1亀＝ ．・

5y
＋ x

’

y
コ
　− 3・y5　110

弔 ＝ 一

　　　　　26
− x6 ！15＋ x4y2 ＋ x2y4 − y6／15

弔 ＝ 一

　　　　　　　 24
− 3x5ア！10＋ x

コ

y3＋ xyS

擁昌；一

　　 　　 　 26

x
‘

／15− x
‘

y2 ＋ κヲ ＋ ン
6

麗晶＝一

　　　　　　32
x （3x6＋ 3x4y2− 5xZプ＋ γ

6
）

娼 ； 一

　　　　　　 132
35x6ア＋ 35x4y3 − 21x2ア

5
＋ ア

7

π 畠＝ 一

　　 　 　　 　 1260

− x7 ！21＋ xs 丿12 ＋ x
コ

y4 − xy615

Uig ＝一

　　 　 　　 　　 32

− x6y ！5＋ x4y
コ

十 x2y5 一
ア

7
／21

輪 ＝ 一

　　　　　　　 32
x7 − 21x5y2 ＋ 35x 〜

y
”

＋ 35亙ソ
6

μ爿＝＿ア（x

　 　　 　 1260
6 − 5x‘

y2＋ 3x2プ＋ 3y面

）
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