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《論　文 》 論 21−4

株価 変動の 現 象論的統計力学モ デル †

増　川 　純 　
一 ＊

　 ABSTRACT 　 In　this　paper，　 a　statistical　physics　model 　for　the　 collective 　price　changes 　ofstock 　portfolios　is

proposed．　Through 　the　 analysis 　of 　Dow −Jones 　industrial　portfolio　consisting 　of 　30　 stock 　issues，　 we 　show 　that 　the

synchronization 　of 　the　price　changes 　can 　be　described　by　the　thermal　 equilibrium 　distribution　ofour 　model 　and 　the

slight 　deviation　from　it．　We 　also 　point　out 　a　non −equilibriurn 　fluctuation　mode 　in　the　price　data　of 　the　recent 　two ．and ．

a−halfmonths ，

1． は じめ に

株価は，時 の 経済政策 や 景気，各企業 の 業績見通 しな

どへ の 投資家 の 期待感ある い は失望感を反映し 日 々 複

雑に変動する．株価が い か な る確率過程に従う か と い

う問題 は，市場 の 効率性 の 問題 と 密接 に 関係 して い る

た め 経済学 に お い て は 長 い 歴史 を 持 つ ．また，物理学

に お い て も，Mandelbrot に よ る ス ケ ール 普遍性 の 概念

に 基 づ い た株価変動 の 分析
1｝に 起源す る 研究が近年盛

ん に 行 わ れ て い る
2）．特 に 1995年 の Mantegna と Stanley

に よ る S＆ P500 株 価指数 の 膨 大 な データ の 分析 3，に

よ っ て ，臨界 系 の 揺 ら ぎ を 暗に 意識 し た 金融データ

（株価，為替 レートな ど）の 実証分析が物理学者に も広

く認知 さ れ る よ う に な っ た．一
方，金融デ

ー
タ が 従 う

ダイ ナ ミ ク ス に つ い て は，投資家集 団の 売買行為をモ

デル 化す る マ ル チ エ
ージ ェ ン ト ・

モ デル が 数多 く提案

され て い る
4・5｝．こ れ らは，金融商品 の 価格をモ デル の

マ ク ロ 変数と して 説明しよ う と い う も の で あ る．

　 こ の 論文 で は，価格 自体 （正確 に は 価格変動 の 符号）

を ミ ク ロ 変数 とす る 現象論的統計力学 モ デ ル を提案 し

た い．特 に，複数 の 銘柄 が 同 期 して 変動す る 現象 に 注

目 す る，有意に ゼ ロ で な い 二 体相関係数は 分散投資理

論 の 基礎と な る も の で あ る が ，よ り高次の 相関 も 注 目

す べ き で あ る ．例 え ば ，ダウ ・ジ ョ
ー

ン ズ 工 業平均株

30 種 の 1996 年 か ら 2000 年ま で の 3600 日余 りの 取引

日 中 80 日 で す べ て の 銘柄 が 同 じ方 向 に 値動 き し て い

る．こ れは ，
“30種 の 値動き の 方向 を ベ ル ヌーイ 系列 と
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み な し た 場合 の 確率 2’z9 よ り 107 倍 も大 き い 頻度 で あ

る ．こ の よ う な 株価変動 の 相関 の 法則 は 何 で あ ろ う

か．こ の 論文 で は，銘柄集合 （ポー
トフ ォ リオ） の こ

のよ う な共同的価格変動の 統計的性質を記述す る統計

力学 モ デル を提案す る．さ ら に，こ の モ デル を基礎と

して ，二 つ の 期間 に お け る ダウ ・ジ ョ
ーン ズ工 業平均

株 30 種のデータ の 実証的 研 究を 行 う．ひ と つ は 2000

年 8 月 15 日か ら 10月 26 日 ま で の データ，も う一
つ は

2001 年 9 月 6 日か ら ll 月 23 日ま で デ
ー

タ で あ る．両

期間 と も に ア メ リ カ経済 が す で に 後退期 に 入 っ て 後 で

あ る が，前 者 は 2001 年 9 月 ll 日の 同 時多発 テ ロ の ほ

ぼ 1 年前 2 ヶ 月半分，後者は テ ロ 直前 （3営業日前）か

ら 2 ヶ 月 半分 の デー
タで あ る．両デー

タ に は 明 ら か な

質的違 い が 見 られ た，こ れ もあわ せ て 報告す る ．

2， 株価変動の 統計力学モ デル

　こ の 論文 で は株価変動 の 符号 に の み 注 目し，各銘柄

の 株価変動時系列 を S
，

＝± 1 （iは銘柄） の ように ス ピ

ン の 上 向き （株価 上 昇） と 下向き （株価下降） の 連鎖

に コ
ー

ド化す る．モ デル を特徴付け る ハ ミル トニ ア ン

は，ス ピ ン グ ラ ス の Sherrington−Kirkpatrickモ デル 6）と

同 じ くス ピ ン 間 （銘柄間 ） の 長距離相互 作用 で表さ れ

る も の と仮定す る，即 ち，

　　　 H ［s．h］＝一ΣJ，，
s、s，

　
一
　z　h，s、　　　　　 （1）

　 　 　 　 　 　 　 ’くノ　　　　　　 i

と仮定す る．こ こ で 考 えて い る シ ス テ ム （ポー
トフ ォ

リ オ） は 株式市場 を 全体集合 とし た時 の 部分集合 で あ

り，そ の 補集合は 熱溜 と して働く も の と み な す事に す

る．理論 の パ ラ メ
ー

タ で あ る 相 互 作用定数 Jivは 実際 の

デ ータ の 共分散か ら後 に自己無撞着的 に決定 される，

外場 hiは，与件 と し て市場 の 外部か ら 働．く株価の 変動
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要因 と な り う る も の 全 て を 代表させ て い る。例 え ば災

害 や ，経済政策，金利 の変更 な どが考え られ る ，しか

し これ らは市場が （完全 で は な く と も）効率的 に 働く

な らば短時間 で 価 格に織り込 ま れ る 筈 の もの で ある か

ら．定常的な外場 として は 働 か な い で あ ろ う．こ れ に

つ い て は 後述す る．シ ス テ ム が 熱平衡状態で あ る とす

るならば，Thouless−Anderson −Palmer （TAP ） の 平均場

理 論
？〕よ り Siの 熱力学的平均 mi＝〈S

，

〉は 次 の 方程式 を満

た す．

　　　 m
、

＝ 伽 h［ΣJ
。
・mi ＋ 乃厂 Σノ押

一
朋3〕m ，】　 （2）

　 　 　 　 　 　 　 j　　 　 　 　　 　 　 ノ

こ の方程式の 両辺 を 外場 h に つ い て 偏微分 し て，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

　　　 Σ　A，、［m ］Xl」・　
’
　6u　　　　　　　　 （3）

　 　 　 　 t

を得 る ．こ こ で．x、i　
＝∂mi ノ∂h

∫
は 外場 に 対す る感受率で

あ り・馬レη ］は

　　Av回 ・
＋ ・伽 ＋ δ

〃・￥・i（1− m
，

’

・・毒 ・

　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　 （4）

の よ う に J
，
の 2 次式 で 与え られ る．感受率   と共分散

C．．＝〈（∫．一・M ．）（S．一・m ．）〉 を関係付 け る 遥動
一応 答定 理

tJ
　　　　

t
　　

t
　　 J　　 ノ

　　　 Xv　
＝
　Cb’　　　　　　　　　　　　 〔5）

を （3）式 に 代 入 す る と．相 互 作用 定数 ノ
リ
と共分散 C

び

の 関係式

　　　、．＝

一剛 一8c
’llim

・
mj

　 　 （、）

　　　　
り

　　　　4mimi

を得 る．こ こ で，び
σ
は 共分散行列 の 逆行列 の （∫」）成

分 で あ る ．平均 mi が 極 め て 0 に近 い 時 に は （実際後述

す る データ 分析 に お い て は そ う で あ る ），近 似式

ゐ
＝−C   が 成 り立 つ ．実際の データか ら，Jijを得 るた

め に は 熱 力学的平均 を時間平均 で 置き換え れ ば よ い ，

3． ダウ ・ジ ョ
ー

ンズ工 業平均株 30種 のデー

　　タの 検証

　こ こ で は，2．で 提 案 し た 統計力学 モ デ ル を 用 い て ダ

ウ ・ジ ョ
ー

ン ズ工業平均株 30 種のデータ の 検証 を行

う．こ こ で 用 い る デ
ー

タは次 の 二 つ の 期間 に ，1分間

隔 （1営業 日 390 分） で 採取 した 株価 で あ る ．

（a） 2000 年 8 月 15 日か ら 10月 26 日 ま で の データ

（b） 2001 年 9 月 6 日 か ら 11 月 23 日まで の データ

両期間 と も に ア メ リ カ 経済が す で に 後退期 に 入 っ て 後

で あ る が ，前者 は 2001 年 9 月 11 日の 同時多発テ ロ の

ほぼ 1年前 2ヶ 月 半分，後者 は テ ロ 直前 （3 営 業 日 前 ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

か ら 2ヶ 月 半分の データ で あ る．

　まず，ポート フ ォ リ オ が ハ ミル トニ ア ン （D で 表 さ

れ る シ ス テ ム の 熱 平衡状 態 に あ る か ど うか を検証す

る．熱平衡 状 態 で は シ ス テ ム の 配位 S＝｛s1，s2，
…，S30｝

の 出現確率はカ ノニ カル 分布 （Gibbs分布）

　　　　　　 e
−H【s・o】

　　　 P〔S）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
　 　 　 　 　 　 　 z

で 与え られ る． こ こ で は，（D 式の ハ ミル トニ ア ン に

お い て 外 ee　h
，
を す べ て 0 に 置 い たが ．（6）式 よ り％を

求め た後，そ れ ら を既 知 と して （2）式 よ り求め る事 が

出来 る．こ れ ら の 値 はデー
タ （a ）（b）に つ い て は ntiと

同程度 の 小 さ い値で あ り結果 に ほ とんど影響を与 え な

い ．Z は 分 配 関 数 と 呼 ば れ る 規 格 化 因 子 で ，

z ＝Σt ．．r の ，ltre

−H 【s’°1
で 与 え られ る が 、こ こ で は こ の 値

を陽 に 求 め る 必要 は な い．各配位に 対す る エ ネルギ
ー

（ポート フ ォ リオ の エ ネル ギ
ー

） は E・・H ［S ，
O］で 与 え ら

れ る か ら，そ の確率密度関数 は

　 　 　 　 　 　 　 　 ーE

　　　P（E）− n （E）号　　　　　　（8）

で 与 え られ る ．こ こ で ，n （E ）は エ ネ ル ギーE の 状態密

度関数で ，2コe 個 の 配位 の うち で どれ だ け が エ ネ ル ギー

E の 近傍 に あ る か を 表す関数 で あ る．一
方確率密度関

数 は デ
ー

タの 相対度数分 布 か ら も

　Pemp（E）‘P（E −△E ／2≦ H ［S，Oユ≦ E ＋ △E ！2）〆△E 　　（g）

の よ う に 得 ら れ る か ら．（8）式 の 左辺 に （9）式で定義

され る p。mp （E ）を代入 し て．

　　　 ρ岬 （E）n （O）　＿一
ε

　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　 　 （10）　 　 　 　 　 　 　 　
− e

　　　 P。mp （0）n （E）

を得 る．目的の為に は，こ の 式をデ
ー

タか ら検 証す れ

ば よ い ．結果 を 図 1 に 示 す．

　図 を 見 る 限 り、両デ
ー

タ と も に （10） 式 は 良 く成 り

立 っ て お り，シ ス テ ム は 熱平衡状態 に 近 い もの と み な

して よ い ，エ ネル ギ ーが ゼ ロ か ら離 れ た 付近 （Eく
一5　or

l〈 E） で の 乖離は イ ベ ン ト数が極端 に 少 な い た め の 統

計誤差 と考え ら れ る．

　次 に，シス テ ム の 磁化率 m ＝（1／30）Σ淫LSi
の 揺ら ぎ分

布を データ と理 論 予 測 双 方 か ら調 べ る．こ の 量 は，

ポ
ー

トフ ォ リオ の株価変動 が どの 位同期 して い る かを

知 る 指標 とな る．理論予測 の 為 に，メ トロ ポ リス 法 を

用 い た モ ン テ ・カ ル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を行 う．図 2

に 結果を示す．

　 比較 の 為配位 の 出現を ラン ダム と し た場合の 二 項分

布 を破線 で 示 して あ る．当然 の こ となが ら．デ
ータ （a ）

（b） ともに 二 項分布 よ りは裾野 の 広 い 分布 とな っ て お

り，データ （b） で は そ れ が 顕著で あ る．分散 が 大き い

ほ ど，株価 変動が 同期 して い る こ と を意味 して い る

（m ＝1 と m ；− 1に 局 在 した 対称分布 を考え て み れ ば明 ら

平成 14年 6 月
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か で あ ろ う）．従 っ て ，こ の 結果 は，同時多発テ ロ の 影

響か ど うか は さ て お き，旦年前に 比 べ て 2001年 11 月現

在 の ほ うが 株価が連動 して 動き易 く な っ て い る こ と を

示 して い る．また，デー
タ （a ）に対して は，理論予測

と の 良 い
一

致 が 見 られ る が，デー
タ （b）で は原点付近

で の 明 ら か な 乖離 が あ る ．こ れ は ，期間 （a） に お け る

ダウ
・ジ ョ

ーンズ ポートフ ォ リオ は 理 論 の 熱平衡状態

に 極 めて 近 い が，期間 （b）に お い て は 熱 平 衡 状 態 か ら

少 し 外 れ て い る こ とを 意味 して い る．

こ れ を 詳 し く見 る た め に，TAP 方程式 （2）の 線 形化方

程式

　　　 Σ馬［o］m
、

＝h
、　　　　　　　　　 （11）

　 　 　 　 J

を考 え る，対称行 列 馬［0】を 対角化す る と （11）式 は

　　　嶋 　　　　　　（12・

と書 ける．こ こ で，Aa は Aij［0］の 固有値、　 mhhA はそ れ

ぞ れ 平均磁化 MiT 外場 h
，
の ．4Aに 属 す る 固 有 モ ードで あ

る．これ ら は，〈λli＞ を固有値 Ax に属す る 固有 ベ ク ト

10

　

　

　

10

〔
巴⊆｛
9旦丶
δ）
匚〔
巴二

le

一十〇 一5 o

ル の 第i成分と して ，そ れ ぞれ 内積 m
、

・ Σ＜ λli＞ ml ，

h
，
・Σ＜ λll＞ h

，
で 与 え られ る．（12）式 は A

、
＝O が シ ス

テ ム の 臨界点 で ある こ と を意味して い る，通常 の物理

系で は こ れ は 温度 に よ り決 ま る が ，我々 の シ ス テ ム の

場合は温度 と相互作用定 数を分離 で き な い の で ，今 の

所 こ の 様 な 表現 しか な い ，全 て の 固有値 が 正 で あ れ ば

シ ス テ ム は 通常相 （高温相） に あ る の で，最小固有値

が ゼ ロ を 正 か ら負 に 切 る時 シ ス テ ム は 臨界状態 にあ

る．データ （a ） （b） に 対 し て 固有値 を 求 め る と，そ れ

ぞれ O．42 と 0．15で あ り後者 は 臨界状態 に よ り近 い．ま

た，両デ
ー

タ と も他 の 固有 値 は 1付 近 に 分 布 して い て ，

臨界点 か ら離れた位置 に あ る，そ こ で，データ （b） に

対 して，最 小 固有値 と最 大固有値 に 属す る ス ピ ン の 揺

ら ぎモ
ードを 調 べ る こ と に す る，図 3 は 最小固有値 と

首
雪σΦ
と

。》
＝

書
匡

o，1

Om 1

図 2 シ ス テ ム の 磁 化率 の 相 対度 数 分布．
　 　 ■ ● は そ れ ぞれ デ

ー
タ系 列 （a） （b》 よ り 得 られ た

　　 も の．口 ○ は そ れ ぞ れデ
ータ （a ） （b）よ り相 互 作

　　 用定 数 ノ．を計 算 し，メ ト囗 ポ リス 法を 用 い て 計算
　 　 　 　 　 ゲ

　　 し た 理 論 値 ．破 線 は 二 項 分 布．
E

10

　

　

10

〔
］｝＝ハ
O｝
且、〔
O　；｛田｝」

10

．10 一5E 0

図 1p 。mp （E ）n （O）／p，．，p （0）n （E ）の 片対 数 プ ロ ッ ト．

　　孀豊毳芻臠嚮 蕊麗羅鑑男
　 　 は 230の 配 位か ら2 コ1個 を無作 為 抽 出 して 計算 し た．
　　 実線 は モ デ ル の 熱 平衡 曲線 〆 ．パ ネ ル （a） （b） は

　 　 そ れ ぞ れ 本 文 中 の デー
タ 系列 （E）（b）に 対応 す る．

O．04

20D

あ∪
5
呂
・゚

と

皇
丕
卍

一5 OS 5

図 3 モ
ードS

λ
の 相 対 度数 分布．

　　 翩 ■は そ れ ぞ れ 固有 値 A
λ
の 最 大値 と最小 値 に 属 す

　　 る モ
ードの 相 対 度 数 P （S

− △ S12 ≦ S
λ
≦S ＋ △S12 ）

　　（△S＝0．1）．口 ○ は メ ト囗 ポ リス 法を 用 い て 計 算 した

　 　 理 論 値．
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図 4 モ
ー

ド Sx の 分 散 と 固有 値 Ax の 関係，
　 　 ロ ○ は そ れ ぞ れデータ （a） （b）よ り得 ら れ た実 測

　　 値．実 線 は シ ス テ ム が熱 平 衡 で あ る 場 合の 理 論 曲

　　線 1佑 ．

最大固有値に 属す る モードS
、
一Σ・ λli・ Siの相対度数

分布で あ る．

　両者 の 違 い は
一

目瞭然 で あ ろ う．最大固有値 に 属す

る モ ードは ゼ ロ 付近 に 局在し て い る の に対 し，最小 固

有値 に 属す る モ
ー

ドは 広 い 裾 野 を持 っ て い る ． こ こ

で ，遥動一応答定理 （5） を思 い 出そ う，こ の 定理 よ れ

ば ，大 き い 分散 （高 い リ ス ク ） は 外場 に 対 す る 応 答性

が 高 い こ と を 表 して い る，実際 各モ
ー

ドの 応答係数

は IXAkで あ る か ら，固有値 と分散の 間の 関係 は 図 4の

様 に な る ，

　図 4 に 示 された曲線 は，我 々 の モ デル の 熱平衡曲線

（理論値） で あ る．図 3，図 4 に 共通 して 言 え る事で あ

る が，臨界 点 に 近 づ く程 平衡か らの ずれ は大 き く な

る．データ （a） （b）総 じて ，デ
ー

タ （b） の 最小固有

値以外の モー ドで は 理 論値と の 一致は非常 に 良 い ．即

ち，こ れ らの モ
ー

ドは 熱平衡状態 に 極 め て 近 い と言 え

る．図 2 で データ （b） の 相対度数分布 が 中心部で 理論

値と乖離 し て い た 原 因 は 実 は こ の た っ た
一

つ の モー ド

の 為 だ っ た の で あ る．

4． ま とめ と考察

　 こ の 論 文 で は ，価 格変動 の 符 号 を ミ ク ロ 変数 とす る

現 象論的統計 力学 モ デル を発見論的 に 構築 し，ダウ
・

ジ ョ
ーン ズ工 業平均株 30種 の デ

ー
タ の 検証 に 依 っ て こ

の モデル の 記述 力を実証 した。特 に株価 の 共 同的変動

を，統計力学 モ デル の 平衡分布 とそ こ か らの 少 し の ず

れ と い う 物 理 学 的 描 像 で 表 現 し た．ま た，同 時多発 テ

ロ 後 の 2ヵ 月半 と ！年前 の 2 ヵ 月半 の データ を 比 較研究

し，両者 に 質的 な 違 い が ある 事を指摘した ．そ れ は臨

界点 に 近 い 所 で の 非平衡揺 ら ぎ の 存 在 で あ る 8〕．こ の

揺 ら ぎの 意 味す る 事 は，外場 に 対す る 応答性が非常 に

高 い 事 で あ る．す な わ ち，些 細 な 風 評 で 株 価 が 同 期 し

て変動 し易 い 状態 で あ る． こ れは遥動
一
応答定理 に よ

る データ の 解釈 で あ る が ，実 際 こ こ 数 ヶ 月 の ダ ウ ・

ジ ョ
ー

ン ズ株価指数 の 上 昇下降 は激 しい ．た だ し この

様な 変化 が 】年間 を 掛 けて 漸近的 に 起 こ っ た もの か，

テ 囗 の シ ョ ッ ク に よ っ て 飛 躍 的 に 起 こ っ た も の か に つ

い て は，更 に デ
ー

タ の 検証 を行 わ な けれ ば な らな い，

ま た 別 の 機会 に 報告 し た い ．

　と こ ろ で ，「何故臨界 点 に 近 い モ ードは 平衡 に 遠 し

な い の か 亅 と い う 疑問 は 当然で あ ろ う が ．これ に は ま

だ何 も答 え ら れ て い な い ，こ の 疑 問 に 対 し極端 な 例 と

背理法 を 用 い た 考察を行 っ て み た い ．臨界点 の 極 め て

近 く で ，熱平衡 に 達し た な ら ば と い う仮定を 置 こ う．

そ れ は現実の 株式市場 を我 々 の モデル が記述す る バ ー

チ ャ ル な市場に 置 き換え．少 々 相互 作 用 定数 を 微 調 整

した事 に 相 当す る，臨界点 の 直 上 で は バ ー
チ ャ ル 布場

の応答性は 発散す る （図 4）．これ は 正 に カオス 系 で の

「リオデジ ャ ネイ ロ の 蝶 の 飛翔」 と 同 じ効果 を 生 む．些

細な，ほ ん の 些細な噂が （あ る い はそ れ に 依 っ て 動 い

た た っ た 一人 の 投資家の 売買が ） 株価 を 激変さ せ る と

い う熱力学的状態 で あ る． こ れ は投 資家 の みな らず一

般社会 が好む 状 況 で は な い で あろ う．こ の 様な状況 を

回 避す る 為 に は ，臨界点 か ら離 れ る か 平衡 か らず れ る

しか な い 筈で あ る．そ の 機構が市場 の デザイ ン に あ る

の か ，投資家の 行 動 に 見 出 せ る の か は 今後 の 課 題 と し

た い ，
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