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《小 特集》

CG と技術計算の 交差 点

白　 山 晋
＊

　ABSTRACT 　Many 　demonstrations　that　engineering 　computations 　are 　furnished　with 　Computer 　Graphics（CG ），

and 　CG 　uses 　the　fruits　ofscientific 　computatiens 　have　been　shown 　in　past　two 　decades．　Those　attempts 　have　yielded

’Scientific　Visualization’ and
’Physically　Based　Modeling 　in　CG ’

．　 However
，　until 　thc　midd 【e　of9 αs，　the　scientific

visuallzation 　has　not 　always 　required 　a　photo　realistic 　image ，　and 　most 　ofCG 　modeling 　has　not 　been　based　on 　the

governing　equations 　in　computational 　engineering 　and 　science ．　Recently，　photo　realistic　scientific　visualizations

and 　CG 　models 　bascd　on 　thc　faithfu【modeling 　to　the 　physics　are　utillzed 　for　comparing 　numcrical 　results 　with

observatienslexperiments 　and 　enhancing 　an　image 　qua］ity　of 　CG 　for　the　natural 　phenomena ．　In 【his　paper，　first，

mea ・ i・g ・f　th・ ph ・t・ ・e・li・ti・・sci ・n 価 ・ vi ・ uali ・・ti・ n ・ i・ c … ld・・ed ・Sec・ nd ・・it・i・ ・h・ w ・ th・t　th・ imp ・・ v ・d　phy ・i−

cally 　based　mode 【ing　in　CG 　for　the　real 　physics　has　been　c【ose 　to　the　model 　in　scientiflc 　computations ．　Fina【ly，　we

will　re　fer　to　a　ripple 　effect 　from　crossroads 　between　CG 　and 　scientific 　computation ．

1．　 は じめ に

　科学技術計算 の 結果 を コ ン ピ ュ
ータグ ラ フ ィ ッ ク ス

（CG ） の 手 法 を 用 い て 表現す る 試 み は．一般的なも の

に な っ て い る，CG 側で は，サ イ エ ン テ ィ フ ィ ッ ク ビ

ジ ュ ア リ ゼ ーシ ョ ン
」1と して 位 置 づ け ら れ，80 年代の

後半 か ら 90年代 に かけて 盛ん に研究され た．そ の 成果

は 計算側に 活 か され，解析対 象 に 対す る 様々 な数理

的，あるい は工 学的知見 の 提示 に 役立 っ て い る．しか

しなが ら，計算結果 の CG 化 の意味す る もの は可視化

支援 と し て の CG 技術 の 利用 で あ り．　 CG と し て の 質 の

高さ （写実性，あ る い は 芸術性）は要求されなか っ た．

CG と して 見 る と 質 の 低 い 画 像 で あ っ て も，解析 に

と っ て 十分な情報が抽出 で きた か らで あ る．ま た，サ

イ エ ン テ ィ フ ィ ッ ク ビジュ ア リゼ
ー

シ ョ ン と し て総括

され る 前 か ら 開発 さ れ て い た 可 視化技術
1 ”S〕の 成熟に

よ っ て ，汎用可視化 ソ フ トが 登場し，可視化 さ れ た も

の の 解釈に 興味 の 対 象が移行 して い っ た か ら で もあ

る．とこ ろが，扱 う現象が複雑 に な り，科学技術 計算

が 大規模化 し，膨大なデー
タ が 生じ始める と，既存 の

可視化 手 法 や 可 視 化 シ ス テ ム の 不備が指摘され る よ う

にな っ た．例 え ば，数値解の 信頼性 を確か め る 方法 の

少 な さ が 問 題 に な っ て い る．い くつ か の 改善案の 中で

Crossroads　between　CG 　and 　Scientific　Computation．　By　S“sumu

Shirayama（University　of 　Tokyo ）・
° 東 京 大学 大 学院 工 学系研究科環境海洋工 学 専 攻

も，高度な抽象化 に よ る情報統合 の 方法とともに，実験，

観測データ との 広範囲の 比較が 重要 視 され て い る
6・Tレ．そ

う した比較作業に お い て 写実性が要求さ れ る こ と が あ

る，結果 と し て、CG として も質の 高 い 可視化画像が 登

場す る こ とに な るだ ろう．

　二 方，CG 側 で 計算結果 を利用する際に は，計算対象

と な る 物体 形 状 を 写 実的 に 表現 し，テ ク ス チ ャ （模様

の あ る 包装紙 の
一

部分 を考え る とよ い ）を，計算結果

に 従 っ て 変形 させ る （流体 の 場合 は 墨絵流 しの よ うな

もの ） と い っ た方法が利用 さ れ る こ とが 多 か っ た．こ

の よ うな計算結果 の 利用 と は 別 に 自然物，自然現象 の

映像化 に 対 して ，物理法則 に も と つ くモ デ リ ン グとシ

ミ ュ レーシ ョ ン が 用 い られ る こ とがあ る．近年で は 破

壊
8），腐食

9）の モ デリ ン グなど，複雑現象 に 対す る モデ

ル も提唱され て い る，しか し，こ れ ら の 物理モ デル は ．

計算資源 の 問題か ら簡略化 さ れ た モデル で あ る こ と が

多 い ．そ の 結 果 ，制作者 の 観察力 に依存 して 映像が修

正 され る （例 え ば，一枚一枚 の 画像を観察 に も と つ い

て 修 正 す る），と こ ろ が，計算技術 の 発展 と情報開示，

安価 で高速な パ ソ コ ン が登場す る と，CG 側 か ら科学技

術計算 に 類す る 計算手 法 が 提案され ，映像製作 の た め

に数百 万 点規模 の 計算 が 行 わ れ る ま で に な っ て い る ．

　 この よ う に CG と 科学技 術計算 に は，写実性 の 迫求

と，現実の 状態 （運動 を含 む）を表す た め の モデ リ ン

グ とシ ミ ュ レーシ ョ ン と い う共通項 が 存在 す る，しか

し な が ら，双 方 の 交流 は 少 な く，目 的 の 違 い か ら独 自
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の発展 を遂げて い る，そ して，写実性 に 関 し て は CG 側

が，モ デリ ン グ と シ ミ ュ レーシ ョ ン に 関 して は技術計

算側の優位性が強調 さ れる．実際には．両者 の 差異は

縮小して い る の で あ る が ，そ の ような認識 を持つ もの

は 少な い，本稿 で は ，技術計算 に おけ る 写 実的可視化

の 必要性，CG の 中の 流体 シ ミ ュ レーシ ョ ン に お い て

技術計算に 匹敵す る 手法 が 提案 さ れ，大規模計算 が 行

わ れ て い る こ と に着 目 し，そ の 背景 と現状，CG と技術

計算 を 同 じ視点 で み た と き に どの よ う な 相 互 補完 が可

能な の か に つ い て 言及す る．

　 な お．CG に お け る
一

つ の 潮流で あ る非写 実的 レ ン

ダリン グを技術計算 の 可視化に適用す る と い う研
deA　1°）

や，特異点 ・特異線探索 の 利用 に よ る 特徴抽 出 と い っ

た CG と技術計算 の 共通課題 に つ い て は 紙面 の都合で

述べ る こ とはで きな い ．留意す べ き こ とは ，両者 と も，

CG で 提案 さ れ て い る 方法 を 技術計算 の 可視化 に 直接

的 に は 適用 で きな い の で は な い か と い う こ と で あ る．

前者 を，総描 に よ る 地 図 の 簡 略 化 手法
11）や 注釈情報 の

埋 め 込 み と の 差違 の 観点か ら，後者 を，流体解析 に お

け る い く つ か の 研究成果
12 〜14 ，の 類似性 の 観点か ら検

討すれ ば，こ の 主 張 を 理解 して い ただけ る と思 う．た

だ し，今後 の 展開は大 い に 期待 で きる．自動化と階層

化 を キ
ー

ワ
ー

ドと して な が め て み れ ば よ い と思 う．詳

しくは文献 15，16） を参照 し て ほ し い ．

2．　 サ イ エ ンテ ィ フ ィ ッ ク ビ ジ ュ ア リゼー

　　 シ ョ ンか ら CG へ

　 物体 の 落下 の よ う に 物 の 位 置 自身が 必 要 な 情報 と な

り，また，可視 で あ る （見 え る ） 場合 は 少 な く，見 え

な い 対象 に 対 し物理量 の 分布を い か に表現す る か と い

う こ と と，そ の 中か ら何か しらの 定量値と普遍性を 見

出す こ とが実験や 科学技術計算に お け る 可視化 の 方針

で あ る．見 え な い も の を 視覚化す る と い う命題 と普遍

性 を見 い だす こ とを意識す る と，可視化画像は 抽象的

な もの に な る．

　 サ イ エ ン テ ィ フ ィ ッ ク ビ ジ ュ ア リゼーシ ョ ン と い う

言葉が広 く用 い られ はじめ た の は，1987 年 の ACM の

報告書
‘
VISCi ）（Visualization 　In　Scientific　Computing ）

’

以降で あ る，CG の 分野 で 名付け られ た もの で はあ る

が 科 学技術計算 の 可視化 そ の もの と捉 え て も よ い だ ろ

う．こ の カテ ゴ リーに 属 す る 可 視化 に と っ て 特徴的な

こ とは，CG 側か ら の 可視化 で あ っ て も，科学啓蒙な ど

の一
部 の 用途を除 い て ，現実感，あ る い は 写実性 を考

慮 しな い とい う こ とで あ る．こ の ため，技術計算 を利

用 し て 写実的 な CG 画像を作成 し よう とす る 試 み の 多

くが ，写実的な物体や背景 の 中 に，等値線，等値面，ベ

ク トル 等 を埋め 込 む と い っ た も の と な っ て い る．CG

と し て み た場合 に 質 が 低 い （写 実性 が 不 足 し て い る ）

と指 摘され る所以 で あ る．後述 する物理 シ ミ ュ レー

シ ョ ン に お い て は， こ の よ うな可視 化 を 映像制 作 に 用

い る こ と は ほ と ん どな い ．

　 で は，技術計算結果 の 可視化 に対 して CG として の

質 の 高 さ を も つ 写 実的 な表現が 必要な の だ ろ う か ．

ユ
ー

ザ
ー

支援 とい う意味で は，
‘
Yes

’
と 即答で き る も

の もあ る．例 え ば，山 を表現す る 場合 ，等高線 よ り も

立体図や航空 写真 の 方が 実際の 山 の 形 を把握 し やす

い ．また，たなびく煙 と か揺 らめ く木の 葉 の ほ うが ，速

度 ベ ク トル 図 よ り も 直感的 に 空気 の 流 れ を 捉 え る こ と

がで きる．ただし，定量性 とい う面で は，等高線を採

用 し，そ の 比 較 か ら 山 の 特徴 を 調 べ ，ベ ク トル 場 を 解

析す る こ と で 流 れ の 性質 を調 べ る こ とが 必要に な る．

　 写実性は，ユ ーザー支 援ば か りで な く，計算結果 の

検証過程 に お い て 要求さ れ る 場合が あ る．例 え ば，流

れ を ト レーサ
ー

法で 可視化す る 場合，トレーサ ー粒子

は シ ャ ボ ン 玉 の よ う に 個 々 が 識別 で き る も の か 煙粒子

の よ う に集合体と し て 扱 うも の かの どち らか で あ る．

粒子 に よ る光 の 散乱 は 粒子径 に よ っ て は 画 像 に 強 く影

響 を 与 え る． こ の た め，実験や観測 と の 比較 の 際，そ

の 効果 を 加味す る こ と が よ り正確な情報 を提示す る こ

と に な る．ま た ，シ ャ ドウ グ ラ フ や シ ュ リーレ ン法 の

よ うに，光 の 性 質 を 用 い た 可 視化 が 行 わ れ て い る が，

得 られ た 画 像は．密度 の 等値線．等値領域 に よ る 表 示

と比較され る こ とが 多い ，こ の 比較に お い て 光 の 振 る

舞 い を正 しく評価 で きれ ば，よ り詳細 な 結果 の 検討 が

可 能 に な る 17JS）． こ の よ う に 写実性が検 証過程 に お い

て 鍵 とな る 場合 もあ る，図 1，2 に 二 つ の 例 を 示す，図

1 は 密度成 層 中 の 煤煙 の 振 る 舞 い を，ナ ビ エ ・ス トー

ク ス方程式の 数値解 をもとに 多数 の 粒子 を 追跡す る こ

と に よ っ て 調 べ た も の で あ る
19 ｝．粒子 密度 を計算 し，

不透明度を 対応させ て 光学計算を行 っ た （仮想粒子密

度法
2ω と呼 ぶ ），多重散乱 まで は含め て い な い が観測

結果 と の 直接的 な 比 較 が 可 能 で あ る と考 え て い る ．図

2 は 急拡大管 の 流 れ を ピ クセ ル 露光法
2h に よ っ て 可視

化 した も の で あ る．実験 に お け る 浮遊粒 子 に よ る 可 視

化法 に 相 当 し，可視化結果の 解釈にお い て粒子 の 光学

的性質が決め手 と な る方法で あ る．

　CG の 分野 で は パ ー
テ ィ ク ル シ ス テ ム の 拡張機能と

して 仮想粒子密度法と 同様な 手法 が 用 い られ て い る．

また，仮想粒子密度法 に よ る 可視化 画 像 が ．CG 作 品 と

して テ レ ビ コ マ
ー

シ ャ ル 等 に 登場 した こ と も あ る．ピ
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クセ ル露光法 は ，CG に おけ る LIC 法
12 ）を技術 計算 の

視点 か ら再構築 し た も の で あ る．

　こ の よ うに して 積極的 に 写実性 を取 り込 んだ計算結

果 の 可視化 は 映像と して み た場合 に お い て も，CG と

して の 質 の 高さをもち，物理現象 の解明 か ら エ ン ター

テ イ ン メ ン ト系 コ ン ピ ュ
ー

タグ ラ フ ィ ッ ク ス ま で の幅

広 い 分野 で 適 用 で き る 方 法 に な っ て い る ，

3．　 コ ン ピュ
ータグ ラ フ ィ ッ クス に お ける

　　 自然現象の 映像表現

　 コ ン ピ ュ
ー

タグラ フ ィ ッ ク ス の 分 野 で は，映像 を 効

果的，か つ 効率的 に 作成す る こ とが 重要で あ る．こ の

た め，画 像の 質，リア ル タ イ ム 性，ス テ ア リン グ シ ス

テ ム ，映像の 制御が 重視され る．技術計算 で の 手法 を

CG に 応用 す る 場合，　 CG に おける映像作成者 の負担 は

小 さ い も の で は な い ．例えば，流体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

で あれ ば． レ イ ノ ル ズ 数 な ど の 物 理 パ ラ メ ータ や 時間

刻 み幅な どの 計算 パ ラ メ
ー

タ の 選択 に は ，流体現象と

数値計算 の 知 識が 必 要 と な る．こ れ を 補 うの が リア ル

タイ ム 性 とス テ アリ ン グ シ ス テ ム で あ る，実時間で パ

ラ メータを制御 で きる シ ス テ ム で あ れ ば，不足する知

識 を補 う こ と がで きる だ ろ う．ま た ，物理 法則 に も と

つ く シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で あ っ て も映像製作者の も つ イ

図 1 密度成層 中 の 煤 煙 の 挙 動

図 2　急 拡大 管内の 流れ （ピ ク セ ル 露 光 法 に よる可 視 化〉

メ
ージ に 近 い 画像を得る仕組 み も重要な要 素とな る．

現実 に は あ り え な い 力の 作用や 非物理的な拘束条件が

要求さ れ る，技術計算 で は 棄却 さ れ る 要 素 で あ る が ，

CG に お ける モデ リ ン グで は重要な研究 テ
ー

マ と な っ

て い る ．こ の た め，流体 運 動 の よ う な 制御 の 難 し い 対

象に対 して は，技術計算側 で は支配方程式が確立 して

い て も，直感的 に，粒子 の 行動規則 を与 え る こ と が で

き る粒子 シ ミ ュ レーシ ョ ン に よ る CG 作成 が好ま れ る．

　
一

方，近年 の 計算技術，計算機 の 発展 に よ っ て，様 々

な 物 理 現 象 を 計 算機 上 で 再 現す る こ とが 可能 に な っ て

い る．計算手法 が ウ ェ ッ ブ上 で 公 開 さ れ．ソ フ トウエ

ア パ ッ ケ
ー

ジ と して 流通す る こ と も多く な っ た．技術

計算 と して 有効な 計算精度 を もつ 数値計算 が 行 わ れ る

こ と は少な い が ，CG の 分野 で も数値 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ

ン の 利用 が 増 え て い る ．た だ し，高精度 数 値 シ ミ ュ

レーシ ョ ン の結果を直接レ ンダ リン グする とい う方 法

は ，CG 側 で は現実的な も の とは 考 え られ て い な い ．

CG に お け る 映像製作 と い う目的 が，技術計算に お け

る 計算 の 目的とは 異な る ためであ る．と こ ろが，最新

の CG に お い て 利用 さ れ て い る方法 は，技術計算 で の

も の と遜色がな い ．しか し，文献を見 る 限 り で は ，
‘
CG

用 の モ デ リ ン グ で あ る
’

と い う注釈 が 数多 く見受 け ら

れ る． こ の 解釈 の 違 い は，歴史的 な 経緯 か ら 生 じ た も

の で ある．流体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に 着 目 して 歴史的背

景を み て み よ う．

　 CG に お い て ，流体運動 をナ ビエ
・ス トーク ス 方程式

の 数値計算 に よ っ て 扱 うと い う方法自体は 80年代 に は

実現 さ れ て い た ．ただ し，当時 の 計算環境，計算手法

で は，現実の 流体運 動を模倣す る よ うなデ
ー

タを得 る

こ とは 難 し く，映像製作 に 用 い られ る こ と は ほ と ん ど

な か っ た ．1990 年 12月の San　Diego 　Workshop 　on 　Vol・

ume 　Visualization　i3，に お い て ，著 者 らが 紹介 した計算

流体力学 （CFD ：Computationa 】Fluid　Dynamics） に お

け る 可視化例 に 対 し，CG に お い て ナ ビ エ
・
ス トーク ス

方程式 の 数値 解 を 利 用 す る こ と に 意味 が あ る の か と い

う 議 論 が な さ れ た ，長 い 議論 の 末 ．ス
ーパ ーコ ン

ピ ュ
ータが使え る ユ

ーザーは 限られ て お り，現実的で

は な い とい う結論 が下 された こ と を覚 え て い る．そ の

後 も，90 年代の 中頃まで CFD を用 い た映像制作 は ほ

とん ど な さ れ な か っ た、とは い え．CG の 中で 自然現象

の映像化 に 対す る要求 は多く，

　 （a ）予 め 形 状 を 決 め て レ ンダ リ ン グす る もの

　 （b）パ ー
テ ィ クル シ ス テ ム に よ る も の

　 （c）簡略化 さ れ た支配方程式 を 用 い た 数値解析 を も

　　　 と に レ ン ダ リ ン グ を 工 夫 す る も の
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に よ っ て 映像制作 が 続 け られ て い た，（a ） は い わ ゆる

絵画 的手法 で あ る．（b）、（c） は 物理法則 に も と つ くモ

デ リン グ と呼ばれ る が，映像化 の 目 標 とな る 自然現象

に 対 し て，技術計算の 分野 で の 支配方程式を用 い る わ

けで は な い ．（b） は，主 と し て 流体現象や 柔軟物体 の

変形 に対す る も の で ，粒子，ま た は ，セ ル に 対す る 行

動規則 に よ っ て 現象 が モ デリ ン グ さ れ る ．（c ） は，局

所ル
ー

ル の 利用等 によ っ て 現象 をよ り簡易的な支配方

程式 で 表現 した後，粒子法，格子 セ ル を 用 い て数値解

を 求 め，レ ンダ リ ン グ 技法 を 駆使す る こ と で 複雑 な自

然現象 を表現す る もの で あ る．（a）と （b） の 方法 で は

現象 の 時間変化 を 再 現す る こ と が 難 し く，映像化 の か

な り の 部分が映像製作者の 加筆修正 とい う試行錯誤に

費や さ れ る．また，流体現象 の 映像化 の ために用 い ら

れ る一
部 の パ ー

テ ィ ク ル シ ス テ ム は ，流体 運 動 を粒子

の 行動規則や 統計的 な 流速場モデル を導入す る こ と で

自動的に表現して い る が z4・25 ），行動規則は流体運動 に

対 す る 支配方程 式を完 全 に 満た す もの で は な い の で

（特 に 境界条件 を 満 足 しな い も の が 多 い ），時 と して 不

自然 な 挙 動 を 示 す こ と が あ る．さ ら に，ア ニ メ ーシ ョ

ン 作成
1 に お い て 粒子を制御す る パ ラ メ

ー
タ の 設定 が

煩雑 で あ る こ と が 指摘 さ れ て い る．こ の よ うな 半 自動

シ ス テ ム を 用 い て 非定常な 非線形現象 を扱 う場合，全

体の つ な が り を 保持 しな が ら映像 の
一

部 分を修正す る

こ とは難しく，試行錯誤を繰 り返すこ と に な る， こ の

状況 で （c ）の 発展形 で あ る 技術計算 の 分野 で 用 い ら

れ て い る支配方程式を も と に，計算負荷 の 軽 い 部分 は

忠実 に，そ れ以外 を CG モデリ ン グ に よ っ て簡易化す

る
’

とい う方法 が提案され る よ う に な っ た． こ れ は 気

象 ・海 洋 の 分 野 に お け る パ ラ メ タ リゼ ー
シ ョ ン の 方法

に 近 い．

4．　 ナ ビ エ ・ス トーク ス 方 程式の 数値 解 を

　　 用い た流体現象の 映像衷現

　現在 の CG に お い て ナ ビ エ ・ス トーク ス 方程式 の 数

値計算が注 目された の は，Fosterと Metaxas の 研究 26）

が契機 とな っ て い る．Foster と Metaxas 以降 の 方法を

説 明 す る た め に 支配方程式 を 示 して お こ う，支配方程

lCG
に お け る

’
ア ニ メ

ー
シ ョ ソ は，数 値計 算 な どの シ ミ ュ

　レ
ー

シ ョ ン 技法 に よ っ て 作成さ れ る 動 画ば か りで な く，鍵

と なる フ レ ーム を 用 意 しそ れ ら を 連続 し た コ マ に 割 り 当 て

る．あ る い は補 間 を 用 い て コ マ を 作 り 動画 化 す る と い う意

味で 使 わ れ る．また，そ の よ うな 作 業 を行 う人問 を ア ニ

メ
ー

タ
ー

と呼 ぶ こ と が 多 い （分 業体 制 が 確 立 して い る こ と

も CG の 特徴か も しれ な い）．本稿 で は 前者 の 意味 で
‘
ア ニ

メ
ーシ ョ ン

’
を 引 用す る ．

式は，ブ シ ネ ス ク近似 を用 い た非 圧 縮性 の 熱流体 の 運

動 を 表す も の で あ る．速度場 を （u，v，w ），圧 力 場 を p，

温度場 を T と し，圧 力場 と 温度場を ρ
冨戸＋ p

’
，T ニT ＋ T「

の ように 基本場 と変動場 に分け る と，

　 ∂u　 　 　 ∂り　 　 　 　 　 ∂w

　振
＋

Of
＋

蕊
富q 　 　 　 　 　 （2）

　 ∂u　 　 　 　 ∂u　 　 　 　 　 　 ∂u　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂u　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　可
＋

霊
＋

 
＋

 
＝ −Vp ’

＋

nt
△u ＋gT

’
＋F

・ （3）

　 ∂T　 　 　 　 ∂T　 　 　 　 　 　 　 ∂T　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂T　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　蕊
＋

塩
幽
＋ v

可
柳

正
＝
再

△7 ＋ e・　 （4）

と な る．こ こ で，Re は レイ ノ ル ズ数 Pe は ペ ク レ数，

g は 重力加速度 を示す．また，F は 外 力，　 g は 熱量，▽

は勾配オペ レータ，△ は ラ プ ラ ス オ ペ レータ を 示 す，適

切 な初期条件と境界条件が与え られ れ ば，（1），（2），

（3）式 を 雕散化す る こ と に よ っ て ，任意 の 時間の 状態

を数値的 に 調 べ る こ とが で き る，最新 の CG で 用 い ら

れ て い る ナ ビエ ・ス トーク ス 方 程 式 の 数 値 解 法 は，本

質的に は CFD の も の と 同 じ で あ る が，い く つ かの 間違

い が あ る ．CG に お け る 流体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 本 質

を見 る ため に 具体的な方法を紹介す る．た だ し，数学

的厳 密性 に は ふ れ な い ．

　 は じめ に，n ス テ ッ プで の 流体 の 状態 が わか っ た と

きに，△t時間後 の n ＋ 1ス テ ッ プで の 状態を 予測して み

よ う．説明の た め に，一次精度の 時間積分 を 用 い る ．ま

た，浮力項 （gT ），外力項，温度場 に対す る式 （（3）式）

を省略す る．未知数 は，u
・＋1，（p

’
）

n＋1 で ある，

〔警聯噐1− ・・　　　 …

〔警・纏 r− ・・　　 …

u
・＋t・… 鴎

一
傷

一亭 畦 加 丁・
　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 （6）

こ こ で，（・）
n

は n ス テ ッ プで の値を．（・）n＋1は n ＋ 1ス テ ッ

プで の 値 を 示す ．式 （6） か ら，n ス テ ッ プで の 状態が

わ か れ ば 空間微分項 は 適切な離散化 に よ っ て 計算 で き

る の で ，n ＋ 1 ス テ ッ プ の 状態 を 得 る こ と が で き る．つ

ま り，初期状態 が わ か れ ば，そ の 後の 時 々 刻 々 の 変化

が 計算で きる の で あ る．初期条件 と境界 条 件 を 除 い て

問 題 と な る の は ，

　 （i）　 時間刻 み 幅 △t の 与 え 方

　 （　li）　 空間微 分項 の 扱 い

　（皿 ）　圧力場p
’
の 求め 方

　（iii
’

） 連続の式 （（4），（5）式） の 扱 い

で あ る ．小 さ な時間刻 み 幅しか 使え な い の で あ れ ば，

一 40 一
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高速 な計算機で あ っ て も，CG か らの 要求 で あ る リ ア

ル タイム 性 を満たす こ と が で きな い ，時間刻 み 幅 と も

関連す る の だが ，微分項 を 適切 に 求 め な い と 結果 は 振

動 し，場合に よ っ て は 発散す る ．価 ） と （iiの は 等

価 で ある．・非圧縮性流体 の 場合，連続 の 式 が，圧 力場

〆に 関す る方程式を，陰的，ある い は 制約条件的に表

し て い る．

　 （i）は，（6）式を，

u
・＋1

　一 ・un ・ ・←・鵠
一豊一恥 討 ・

　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　 （7）

とす る と解決 で きる （こ れ を陰解法 と い う）．詳 しくは

CFD の テ キ ス トに 譲 る こ と に す る が境界条件 や 非線 形

性 に 起因 して ．どん な △tに対 して も，安定．か つ 精度

の 高 い 計 算が で き る と い うわ け に は い か な い が t ユ
ー

ザーが 時間刻み 幅 を 決め る 際 の 負担 が 小 さ く な る．た

だ し，非 線形 性 の た め に こ の 式 を解く こ と は 難し い ，

こ の点を 少し詳し く述べ て お く．まず，（i） と （li）

に 関連す る 式 （2） の 核 と な る 部 分を モ デル 方程式 に

よ っ て 示す．

　 　 　 ∂u　 　 　 　 　 　 ∂u
　　　

一
＋ u − ニ0．　　　　　　　　　　　　 （8）

　 　 　 ∂t　 　 　 　 　 　 ∂x

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂u
こ の 方程式 は 非線形 の 移流方程式 で あ る．μ

斎
は，非

線 形 項 ，あ る い は 移流 項 と 呼ば れ る．図 3 に 示 す u の

初期分布 の 時間的変化 を，式 （8）を数値的に解 くこ と

に よ っ て 求 め て み よ う。簡単 の た め，両 端 の 境界条件

を，u＝0 と す る，

　等間隔 に 格子点 （サ ンプル点） を並 べ ，格子点に番

号 を つ け，格子点上の u の 時 々 刻 々 の 変 化 を．式 （8）

を 用 い て 求 め る こ と に な る．格子点数が 増 え れ ば計算

時間が 大き くな る，少な い 格子点数で は精度良く解を

求める こ とがで きな い．よ り少な い 格子点数 で 視覚的

に 問題 の な い 数値解を得 る こ とが CG に おけ る 流体 シ

ミ ュ レ ーシ ョ ン で の 命題 で あ る，効率 の 良 い 計 算 の た

め に は，時間微分項 と 空間微分項 の 扱 い が鍵 とな る ．

（6） 式 の よ う に 時 間 微分項 を 一次精度で扱う と，

　　　副 ・ 一 圃 ・　 …

と な る．格子点の 間隔 を dr と し，中心差分 を用 い れ ば，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n　　　　　　 ほ

　　　ul
＋］一

・厂・ △t（
一

・傷諮 ）・　　 q・）

と な り，n ス テ ッ プか ら n ＋ 1ス テ ッ プの 状態を求め る

こ と が で きる ．と こ ろ が ，式 （10） で 振動 の な い 数値

解を求め る た め に は時間刻み幅を 非常に 小 さ く す る 必

要 が あ る （実際は ，時間刻み 幅を小 さ く し て も 丸 め 誤

差な ど に 起因 して す ぐに 発散す る ）．大 きな時間刻 み

幅 を 用 い る た め に 陰解法 に す る と，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n＋1　 　 　 n＋L

　　　u ：
tl − ・ 厂… （イ

膈

、諮 工 　 （1D

と な る．た だ し，（11）式 は 非 線 形 方程式 で あ り簡単 に

解く こ とは で き な い ，そ こ で，次の よ う な線形化が 行

わ れ る （線形化 に よ っ て 時間精度 は 低下す る），こ れ を

半陰解法 と呼 ぶ ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n＋e　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n＋］

　　　畔 ・ 厂・ △・（尋 叢
4

》 　 　 （12）

（12）式 に おけ る 未知数は，（膨’
＋ 1

， 笛
1

，
闘萵

1

）の 3 つ で あ

る．す べ て の 格 子 点で の 方程式を重 ね る と，未知数 の

数 の 連 立 方程式 を 得 る こ と が で き る．こ れ を 行列 で 表

現す る と，

　1　 坐 呈
　 　 　 2△r

一杢蠖 　 1
　 2△x

0

0

△tu；
五

＿坐藍 1
　 2Ax

0

hrtrf
正

Atur。。．．1
　 　 　 　 1
　 2Ax

u ：
＋L

曜
＋【

μ厂
＋1

”
⊇

π
3μ

η
μ

π＋圏　　　 　n
層m！風一匣　 　 匸 瓦一1

とな る，2 次元，3 次元 に な っ た とき，ま た，微分項 の

離散化 の 方 法 が 複雑 に な る と，こ の よ う な 単 純 な 行 列

0

tt＝u （．r．t）

1 x x

図 3　初期分布と 格子 点 （サ ン プ ル 点〉 に よ る 離散化
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に は な らな い が，基本的 に は，Ax ＝b の 形 の 連立 方程式

を解 き な が ら時 間 を 進 め て い く こ と に な る．後述す る

圧力 に 対す る 方程式を効率的に解く場合に も行列 の 考

え が 必要に な る．こ の ため，流体 シ ミ ュ レーシ ョ ン に

お い て は，高速な行列解法が 効率化 の 鍵 とな っ て い る ．

　陰解法以外 で 大 きな 時 間刻 み幅を 可能に す る方法の

一つ に セ ミ ラグ ラ ン ジ ェ 法が あ る
z7 ）． こ の 方法 は 最新

の CG に お け る 流体シ ミ ュ レーシ ョ ン 手法 の 根幹 とも

い え る もの で あ る．式 （8）を ラ グ ラ ン ジ ェ 的 に 表す と，

窃一・ と な ・・こ こ で・器 壕 ・ あ る・こ の 式 ・

意味す る も の は，ス カ ラ
ー

量として の ！1 が速度 u で 運

ば れ て い く と い う も の で あ る．セ ミ ラ グ ラ ン ジ ェ 法

は，こ の 性質 を利用 し，あ る時間 ス テ ッ プ n （時刻 t と

す る ） で の u の 分布 un （x ，t）に も と つ い て ，　 u
・＋ t を，

u
”＋L＝u

”
（x
− un △t，t）と 計 算す る 方法 で あ る，　 u

”
（x ，t）を 適

当な補間 に よ っ て 見積も れ ば，u
”

（x − un △ らりが 計算領

域か らは み 出 さ な い 範囲 で時間刻み 幅の 制限 は な くな

る．た だ し，線 形化の 影響は残 っ て お り，時間精度 の

低下 に 関 して は 留意 しなければな らな い ．

　同様 に （2）式の 核と な る以下の モデル 方程式 〔拡散

方程式）にお い て も時間刻み 幅は制約を受ける，こ の 場

合も，大き な 時間刻み 幅の ため に 陰解法が用 い られ る，

∂u 　 1− ＝ 一 △u，
∂t　 Re

（13）

次 に （丗） と （丗
’
）を考 え る．圧力 に 対す る方程式

を 導 くため に，（6） 式 の 発散 を と る と，

階
・咢r一

隠 ・窪1
　　　・ At・←激

一
聯

一
砦 貼 詞 ，（14・

と な る．式 （4），（5） を 用 い る こ と に よ り，次の 圧 力

の ボ ア ソ ン 方程式 を 得 る こ と が で き る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 tl

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂u 　 ∂v 　 ∂w

A・・
，

）
n

・ ▽←・需
一

骭
菰

＋

率
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （15）

右 辺 第 2 項 を 残 して い る の は 連続 の 式を補正 す る た め

で あ る．こ の 方法は， 1965年 に Harlow と Melch が提

唱 したもの で，MAC 法 と 呼ば れ て い る zs）、（15）式 を

離散 化 し，行 列 を 反 転す る こ とで 圧 力場が得 ら れ る．

技術計算に お い て，こ の計算時間の 全体 に 占め る 割合

は 大 き く，高速な行列解法 が求め られ て い る．CG にお

い て も，リア ル タ イ ム 性 を 実現す る た め に は 圧 力場 の

算出法 が 重要 な 役割 を 担 う．

　MAC 法 に は，主 と して 二 つ の 問 題 が あ る．一
つ は 右

辺項 の 計算量 が 多い とい う こ とで ある．もう
一

つ は ，

連続 の 式 が 満 た さ れ な い 可能性 （連続 の 式が満たされ

な い と流量 が 保存 し な い ） が あ る と い う も の で あ る．

こ れ らの 欠 点を解消す る ため に，SMAC 法 HSMAC

法 SOLA 法
29）が 提案 さ れ た，さ ら に MAC 法 の 系統 と

は 別 に い くつ か の 解法が発展 して い る．中で も， 1968

年に Chorinに よ っ て 提案 された フ ラク シ ョ ナル ス テ ッ

プ法 の 原型
1°）（プ ロ ジ ェ ク シ ョ ン 法 ；射影法 と して 知

られ て い る ）は．CG に お ける 流体 シ ミ ュ レーシ ョ ン の

転機 と な る ア イ デ ア を 与 え た．

　フ ラクシ ョ ナ ル ス テ ッ プ法 で は 時 間 積分を い くつ か

の 段階 に 分離す る （分離 の 方法 境界条件 に よ っ て は

プロ ジ ェ ク シ ョ ン 法 と等価 に な る ）．例 えば ，2 段階 の

フ ラク シ ョ ナ ル ス テ ッ プ法で は ，（6）式 を

　　　≒ダ・隈・愕・ 剃一・ （16・

　　　学 ・ 一（・・
’
）
”

・±・u
・＋ ・

r 　 （17・

の よ うに 分雕する．a は中間 ス テ ッ プで の 速度ベ ク ト

ル で あ ・．半飆 去・ 駘 （… ，・ 慕・磐 嶝
と す る．（17）式の 発散 を と る こ と に よ っ て ，次 の 圧 力

方程式が 導か れ る．

　 　 　 　 　 　 。．　 ▽盲
　 　 　 　 　 　 ＝ 一 ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （18）　　　 △（ρ

i

）
　 　 　 　 　 　 　 △’

右辺項 の 計算量が少 な い こ と と，連続 の式の 補正 プ ロ

セ ス が 明 示 的 で ある こ と （（18）式 に よ っ て 求め られ る

圧 力場と （17）式 に よ っ て 連続 の 式が補正 さ れ る ） が

MAC 法 との 違 い で あ る，こ こ で，分離法 は任意で は な

い こ とに 留意 しなければな らな い ．全体 の 時間精度，

流量 の 保 存 特性 は，分 離 の 方法 と 中間 ス テ ッ プで の 境

界条件 に よ っ て 決 ま る 3D．こ の た め ，適切 な 分離 を 行

わ な い と，時間精度 が保証 さ れ ず流量 も保存 し な い ．

　 Fosterと Metaxas の 用 い た解法
z6 ）は，ス タ ッ ガ ード

格子，SOLA 法 （SMAC 法 と い う見方 もで き る が），中

心差分，陰的 な 拡散項 の 離 散 化 で あ る，CFD の 研究者

で あればわか るよう に， こ の 方法自体 の 新規性は な

い ．そ して，拡散項 に 陰解法を用 い て い る と は い え，安

定な 計算を 行 う た め に は ，低 レ イ ノ ル ズ 数 で あ る こ

と，高速な計算 を行 うため に は少な い 格子点数で あ る

こ と が要求さ れ る，この ような欠点がある に もかか わ

らず，こ の 研究が着 目さ れ たの は そ の 結果 で あ る．た

だ し，計算 パ ラ メ
ー

タの 選択 の 難 し さ，扱 え る流体運

動 が 隈 定 さ れ る た め に 広 範 に は 利 用 さ れ な か っ た．

Foster と Metaxas の 方法 の 欠 点を補う 形 で 提唱され た

の が，Stam の 方法
コ2）で あ る ．　 Stam は，非線形項 に起因
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す る 数値的不安定性 に 着 目 し，こ の 部分 の 離散化 に セ

ミ ラグ ラ ン ジ ェ 法を用 い た （論文中で は独自の 方法と

して い る ）．また，フ ラ ク シ ョ ナ ル ス テ ッ プ法に類似 し

た 方法 を採用 し，い く つ か の ス テ ッ プ を陰的 に 扱う こ

とで 安定性 を高め て い る （反転す べ き行列 を 単純な も

の に し，高速 な行列解法を適用 し た ），セ ミ ラ グ ラ ン

ジ ェ 法 と陰的解法 に よ っ て 安 定な計算 が 可能 とな り，

少な い 格子 点数 （数 万 点規模） で視覚的に 問題 の な い

対象 を 扱 っ た た め に，リア ル タ イ ム で 流体 シ ミ ュ レー

シ ョ ン を 行 う こ と が で き た．しか しな が ら，彼 の 方法

に は 問題 も多 い．最 も 問題 な の は，時間積分の 分割法

に物理的な意味 も数学的な意味 もな い こ とで あ る，実

際 時間精度が 保証 さ れず，流量 も保存 し な い．彼 は，

℃G としての モ デ リ ング で あ る か ら
’

と主張 して い る

がtCG で あ る か ら許容され る もの で は な い ．なぜな ら

ば，起 点 が ナ ビ エ ・
ス トーク ス 方程式 の 数値解法 で あ

る フ ラク シ ョ ナ ル ス テ ッ プ法 で あ り，流体現象 に 対す

る 物 理 モ デ ル に よ っ て 簡 易 化 され た わ け で は な い か ら

で あ る ．そ れ に も 関 わ らず，リア ル タイ ム で 流体 シ

ミ ュ レーシ ョ ン を示 し た功績は大 き く，CG 側 で は高

い 評価 を 得 て い る．流体 運 動を模擬 す る た め の 映像制

作者の 観察作業が著し く緩和 され た こ と を示 し て い る

の だろ う．後処理 と して の レ ン ダリ ン グ を 除き，Stam

の 手法 の 特徴をまとめ る と，

　・セ ミ ラグラ ン ジ ェ 法 の 採用

　・時 間積分 の 特殊な分割 と，陰解法，及 び高速な行

　 列解法 の 適用

　・実時間 で の 計 算が 可 能 な 格子点数

　
・
実時間 で の 計算 が 可能な境 界条件

と な る．

　そ の 後，CG 側で も，この 方法 に 対す る い く つ か の 間

題が 指摘さ れ る よ う に な っ た．特 に，連続 の 式 を満足

しな い 点 が 問題 と な り （物体 まわ り の 流 れ を 扱 う場台

も問題 に な っ た は ず で あ る），2001年 の SIGGRAPH に

お い て 発表 された二 つ の 論文 で は ，セ ミ ラ グ ラ ン ジ ェ

法 の み を 採 用 し，全 体 の 枠 組 み は，式 （16） ， （17） ，

（18 ） に 示 した 2 段 階 フ ラ ク シ ョ ナ ル ス テ ッ プ法

Fedkiwら
3 コ〕

），　 SOLA 法 （Fosterと Fedkiw34 ｝） と な っ

て い る．ま た，計算機 の 高速化 に と も な い ，格子点数

も百万点 を超 え て い る．そ して ，一
フ レーム の 計算量

も数分と リ ア ル タ イ ム シ ミ ュ レーシ ョ ン に は な っ て い

な い ．

　 CG 側 で の 認識 は 異な る が ，流体 運 動 の 基本部分 の

数値解法 に 関 して は CFD との 違 い は な くな っ た と考え

て よ い．2002 年 SIGGRAPH の 二 つ の 論文 で も こ の 傾

向 は 変わ っ て い な い
コs・3e ，　 CFD 側 の 見方を す れ ば，2 段

階の フ ラクシ ョ ナル ス テ ッ プ法 にお い て 移流項 の 離散化

を セ ミ ラグラ ン ジ ェ 法 と した シ ミ ュ レー
シ ョ ン 手法 を

ベ ース に して，物理 モデル （自由表面 の挙Wt　3”，3S），煙
ココ，，

炎 36））を加 え て い る と い え る，い ずれ の 映像 も現実 の

流体現象を十二 分 に 表現 して い る よ う に 見 え る．そ し

て，こ れ以上 の 写実性は 不要 で あ り，リ ア ル タイ ム性

が 今後 の 課題 で あ る と主張す る CG 研究者 は 多 い ，し

か し，水面な どの 自 由 表面，煙，炎と も に 普段何気 な

く 目 に し て い る も の で あ る が，それ らの 挙動は複雑 で

あ り，微細な部分ま で を見て は い な い の で あ る．作ら

れ た 映像を何度か 見返 し，現実の 現象を注意深 くみ る

と，不 自然な部分 が 少な く な い こ と に 気 づ く だ ろ う．

シ ミ ュ レーシ ョ ン の 高速化 と と も に，注意深 い 観察 に

よ る モ デル の 修正，新た な モ デル の 提案は ，CG ば か り

で な く，技術計算 に と っ て も重要で あ る ，

5．　 ま とめ
一

交差点の 先に ある もの
一

　流体 現象 を中心 に 述 べ て きたが，他 の 物理現象 に対

して も同様 で あろう，結果 の 検証 の 際に写実性が鍵 と

な り，計算結果 の 可視化 に お い て 光 学系を忠実 に 再現

す る 動 きが 生 じるはずで ある．CG に お け る 物理 シ

ミ ュ レ ーシ ョ ン に 関 して は ，現実的 な 計算時間 で 計算

可能な も の に 対 し て は ，精度の 悪 い 数値解で あ っ て

も，そ れ らを積極的 に 利用す る と い っ た方向性 が 示 さ

れ た後 に ，計算機の 性能向上 が技術計算と 同 じ方法 の

利 用 を 可能に す る も の と考え られ る，そ し て，複雑現

象 を忠 実 に 再現す る 高精度計算 か ら 視覚化 に 貢献す る

部分 を CG 的 に モ デ リ ン グし，類似す る 現象 に 対 し て

簡易的な計算 とそ の CG モ デ リ ン グ を 組 み 合わ せ る と

い う戦 略の 中 で技術計算側 と協調 し て い く こ とが望ま

しい ，モ デリ ン グを通 して 現象 の 本質 に 迫る，現象 の

本質 を ふ ま え た モ デ リ ン グ を 行 う と い う 理 工 学 に と っ

て 重要 な方法論 を，CG に お け る物理 シ ミ ュ レーシ ョ

ン を通 して 展 開 で き る 可能性 が あ る．

　 CG と 技術計算 の 現状 は ，双方 の 研究者 が 交差点 に

立 っ て い る 状態 で あ ろ う．交差点 の 先 に あ る も の は，

お 互 い の 協 力 に よ る さ ら に 複 雑 な 現 象 の 解 明 で あ る．
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