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《論 文》 論 ・・ ll

特異応力問題 に お ける大規模並列有限要素法の 収束性評価 †

櫛 田 慶 幸 ＊ ・奥 田 洋 司
＊ ・矢 川 元 基 ＊
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domain、　since 　the　condition 　nuinber 　was 　decreased，

1．　 は じめ に

　 近 年，分散 メ モ リ型あ る い は SMP ク ラ ス タ型並列計

算機の 台頭 に よ り，領域分割法 を用 い た 大規模 有
’
隈 要

素解 析 が さ ま ざ まな 分 野 で 使 わ れ る よ うに なり，よ り

複雑 な，よ り現実的な 問 題 の 解析 が 可能 とな っ て きた，

そ こ で は 連立 一
次方程式 の 解法 〔ソ ル バ ー）と して，一．・

般 に 大 規模解析 に 有利 な反 復法が 用 い られ る．とこ ろ

が，実際の 構造物 には，多くの 場合，異種材料接合界

面 が 存在 し，その 接合界面 に は特 異応力が 発生 す る た

め，反復法 ソ ル バ ー
の 収束性 を悪化 させ る 可 能性 が あ

る．反復法 ソ ル バ ー
の 収束性 の 悪化を克服 し，高 速 に

解 を得 る た め に た め に 通 常前処理 が 施 さ れ るが ，並 列

計算 に お い て は 後で 述べ る よ うに 前処 理 の 効果 は 領域

分割 の 影響を受 け る．しか しなが ら，こ れ まで 領域 分

割の 仕方が人規模 な有隈 装 素解析 に対 し どの よ う に 影

響 す る か に つ い て は ，筆者 らの 知 る 隈 り知 見 が 得 ら れ

て い な い ．また ，こ れ ま で に 開発 され て きた 様 々 な領

域 分 割 ア ル ゴ リ ズ ム に お い て も，そ う した 収 束 性 を 考

　E 、
「
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f’2DO2 年 7 月 10 日受 付

慮 した 領域分割 は な され て い ない t’11’，加 え て，異 種材

料援合材 に 関す る 3次 元 有 限 要素解析 は，極 め て 単純

な 形状 に 対 Lて しか 行 な わ れ て お ら ず，大規 模解析 は

行わ れ て い な い の が 現状 で あ る
3：1．

　そ こ で ，本研 究で は異 種材料接合端 に V ノ
・
ノ チ を持

つ 問題 の 解 析 を 行 い 以 下 の ：点 に 関 して 検討 し，大規

模並 列有限 要素法が 応力特 呈ll件を含む問 題 に 対 し強力

な解析于段 とな る こ と を確認す る こ とを 目的 とす る．

  特異性 が並 列 性 能に 与 え る 影響

  解析規 模 と精度 と の 関係

  特異性領域 の 領域分割様式 とソ ル バ ー
の 収束性 と

　 　の 関係

特 に，  に 関 して は 局所化前 処 理 の 効果を定量的に 評

価す る た め に，前処理後 の 係数行列 の 条件数 を 求 め る

手法 を開 発 す る．

　な お，本研究 で 用い た 並列有限要素法 プ ロ グ ラ ム は，
科学技術 振 興調整費 「高精度 の 固体地球変動予 測 の た

め の 並 列 ソ フ トウ エ ア 開 発 に 関す る 研究（平 成 io年度
一一

14成 14年度）」の 成果として公 開さ れ て い る GeoFEM 　
4．

をベ ー
ス に 開発 した．

2 ．　 前処 理

　有 限 要 素 法 をは じめ とす る数値解析法 の 多 くは，未

知 変数 に 閧 す る連 立
一．
次方程式を解 くこ とに 帰着 され

る．速 1アー次方程式 の 求解 の た め に用 い られ る 手法 （ソ
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ル バ ー
）に は 直接法 と，反復法が あ る が ，こ こ で は 大 規

模解析を行なうた め に 反 復法を用 い る こ と を前提 とす

る．反 復法 を用 い た場 合，よ り高 速 に 解 を求 め る た め

に 前 処 理 と呼ば れ る 操 f乍をお こ な う．すなわ ち，解 く

べ き連立
一・

次方程式 を．

　　　 Ax ＝b 　　　　　　　　　　　　　　　　　 q ：1

と し た と き，あ る A に 似 か よ っ た 前 処 理 行列 M ＝ MIM
二

の 逆行列 を作用 させ，

　　　MIIAM 三
1

〔M 、x〕・ MTI　b

とす る．こ こ で ，

MlIAM ；
1 ＝瓦

MTl　b ＝5

　 　 　 M 、x 二髪

とす れ ば，式 （D は

〔2〕

〔3）

（4）

（5）

　　　 り　　　　　L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　’
　 　 　 AN ＝b 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ！6ノ

とで きる．こ の 新 しい 方 程式 （5）は 条件数が 低 ドした こ

と に よ り，反 復解法 は式 （D よ りも少 な い 反復回 数で 収

束す る こ とが 期待 され る ．

　 こ こ で は 反復法 と して，CG 法 （Conjugate　Graciienr

Method ；共役勾配 法）を用い て い る．CG 法 は Krylov部

分空間 を 用い る解法 の
一・

つ で あり，系列 の 解 法 と して ．

BiCGsTAB ，GMRES な どが ある．Krylov部分空 間を用

い る 反復法 は，連 立
一
次 方程式 の 係数行列で あ る A の

固 有値が，あ る値付近 に 集 中 し て い る は うが 収 束 まで

の 反 復 回数 が 少 な い Sli．よ っ て，作用させ る前処 理 行

列 は，作 用 後の 係数行 列 で あ るflの 固有値 が 1付 近 に

集 中 す る よ うなもの が 採川 され る ．

　そ の よ うな．前処理行列 を生 成す る方法 と して ，対
．

角 ス ケーリ ン グ 法，SSOR 法，　 ILU （0）分解法，　 MGCG

法 な どが あ る ．しか し，CG 法 に お い て は 実際 に は 前 処

理 行列を生成 し行列 一行列積 を実行す る こ と は な く，

更新 ベ ク ト ル と よば れ る探索方向 を決定す るベ ク トル

の 修正 を行なうこ とで 実現 され る ．実際の 計算 の 過 程

を 図 1 に 示す．図 ri
．
iに あ る，　Sθlve．　Mzi＝　r

／
は連 1：i：

一．
次

ノ∫程式 Mzi 　r、を Zf に つ い て 解 くこ と を意味 す る，探 索

方向を修正す る こ と は 実 際 に は 連 立
一

次 方 程 式 Mz
、

＝r，

を解 くこ と に 相 当す る．連立一
次 方程式 Mz 尸

r，を解

くこ と は そ れ 广［体困難 に な りう るが ，前 処 理 行列 M と

して 対角行列 も し くは 三角行 列 の 積 の 形 で 表現 さ れ る

客） の を選択 す る こ と に よ り比 較 的容 易 に z，を計算 す る

こ とが で きる ．

　 と こ ろ で ，領 域 分 割 法 を 用 い た並 列 イ1
．
1製要素法 に 前

’εrX 診召 tlie’厂z’tiat‘‘μρ’孤 ’广η ‘ltiOil

r ＝b − Ax
ロ　　　　 （／

‘！θ ‘； OJ ．2，3、…

　 、s’θ iソ LJ 卜贋z ＝r
　 　 　 　 　 ．．　 　 ’

　 ρ
、

；（r
ド
・z、）

　 ゲ ’＝O

　 　 P、II ＝ z尸
　 el 、〜tt

　　 β，＝ρ「
ノρ，1

　　 P，＋［

＝z、＋ βP，

　 endif

　 q ガ中1＝Ap
，＋1

　 α，−1＝ρ〆（P，＋d，q，卓1）

　 丶11

＝X，，十 α
E＋Ip ’1．1

　 「
ド．1＝「厂

一
α匚q＿1

　 びω η レerge （txi ’

endd θ

図 1 前 処理付 き CG 法の フ ロ ーチ ャ
ート

処理 を1．1・1い る 場合，本来は前処理 に も通信 を必 要 と す

る ．しか しなが ら，通 信 に か か る 費用 は 非 常 に 高 く，前

処理 に よ っ て 減 じる こ と の 出 来 る 分 の 費 用 を ヒ［1．1［っ て

し ま う，した が っ て，
一
般 に領域分割 に よ る 並列計算

に お ける 前処 理 で は通信 の ない よ うに，他 の 部 分領域

の 寄与 を無 視 す る．今 ［1
．
1開 い た 対角 ス ケ

ー
リ ン グ法，

SSOR 法 の 二 種類 の 特徴 につ い て ，領域 分 割 に よ り受

け る 影響をふ くめ，次節以降で 個別 に説 明 す る．

　2 ．1 対 角ス ケ ーリ ン グ前処理

前処理行列 と して，

　　　 M ＝diag／t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7｝

とす る もの で ある ．係数行列の 対角成分 と，探索 ベ ク

トル の 積 は 他領域 の 情報 を必 要 とせ ず 彳〕
’
な え る た め，

前処 理 の 効果 は 領域 分割 の 仕方 に よ ら な い ．

　 2．2SSOR 前処 理

　連 立
．
次方程式 の 係数 行 歹ljが 対称行列で あ り，

　　　 A ＝D ＋ L ＋ LT 　　　　　　　　　　 〔9）

と，分解 され る な ら ば，SSOR 前処 理 行列 は 以 ドの よ

うに 定義 され る ，

　　M 〔・ ）・，≡。 〔b・ ・ 嶋 ・）
−1

〔・2，・ ・ L〕 

こ こ で ，ω は あ る実数で あ り，D ，L は 各々 A の 対角成

分 ，ド三 角成 分 で あ る．

　ω の 値 に よ リソ ル バ ー
の 収 束 に 要 す る 反復 回 数 は 変

化 す る が，最適 な ω を決定 す る こ と は ・
般 に 困 ・維 で あ
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り，通常 ω ＝ 1、0 とす る．SSOR 前処 理 行 列 は 容 易 に 「

角行 列 の 積 の 形 で 表tJL　−g’る こ とが 出 来 る ．す な わ ち，

ω
＝1．0 の と さ，A の 対角成分が 正 で あ る場 合 に，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　 M1 − （D ・ L）〔D ド

　　　M
、
・P貞 D ・ Lう　 　 　  

とす れ ば，M ；M
［
M

，
とで きる．

　こ こ で ，Mz 冴
r

厂
を解 くこ と を考え る．前処理行列M

は す で に 三 角分解 さ れ て い る の で 前進 1後退代 人 を行

な う こ とで z
，

は 求め られ．る．しか し，前進 1後退代 入 の

操作 は 本質的 に 逐 次的 な操 作で あ り，並 列計算 を行な

う場含で も同時 に演算を行 な うこ との 出来 る プ ロ セ ッ

サ ー
は 同 時刻 に

．．
台 と な っ て しま う．こ の た め ．通常

は 逐次計算 を行 い rv・lz
，
　＝・適 完 全 に 解 くか わ りに 」 酢

列計算 を行 い z
，
の 近似値を得 る こ とで 前処理 とす る ．

こ の 様子 を模式 的 に 表 した もの を図 2 に 示す ．こ の よ

うに し て ，SSOR 前処 理 は 領 域 分割 に よ りそ の 効 果 を

低減され る ，

3 ．　条件数の 評価

　あ る 連立
一

次方程式 の 解 き易 さは，すなわ ち，反復

法 ソ ル バ ー
が 収 束 に 至 る まで に 必 要 と し た 反復 回 数 で

あ る．し か し，反 復法 ソ ル バ ーが 収束 に 至 る まで に必

要 な反復 の 回数 は 初期近似解 に 依存す る た め，よ り定

量的な 指標 と して 係 数彳」

．
列 の 条件数を 用い る こ と が多

い ．前章 に て 紹介 した前 処 理 も係数行列 の 条件数 を低

円尸

華

］，Hi　 I

PE 　2

PE 　3

（a ｝逐次処理

（b）並列処理

図 2 逐 次計 算 を 行・二♪た 場 含と並 列計 算 を行 ・・
） た⊥豺合 の

　　 SSOR 法の 違 い

図 中 で ，IE力
．
形 の 記号 は 係 数 行 列 を 示す．また，長方形 は

べ 外 ル を示 し，向 か つ て ノi・i則は 解ベ ク トル ，右1襲姐 外力
ベ ク トル を示す，色の つ い た部分 は プ ロ セ 州 内 に情 報 を 持

ち演 算 を通信無 しに 完 rで き る 部位 を示 す．〔u ：〕は 逐次処

埋 さ れ る SSOR 法 の 演 算 の 流 れ を示す ．本 来 SSOR 法は 逐
次処理 され る，そ れ に 対 し（b〕は ∬ OR 法を・「彪列処 埋 した

場 合 の 演算 の 流 札 で ある ．1酬 寺刻 に 各PE が 演 算 を 行な う
た 都）本来得 ら れ る 演 算結 果 と は 異 な る ．

下 させ る こ とが 期待 され る．と こ ろ で ，前処理 を施 し

た係数行列 の 条件 数 を求 め る た め に は行列一行列積 が

必要 に なり，大規 模 計算を 行 っ た 場 合困 難 に な る．CG

法が Lanczos 法 と密接 な 関係 に あ る こ と を利 用 し周有

値を求め る方法が あ る こ とが 知 られて い る が
／’／
，こ の

乃
．
法 は 数f直誤 差 に よる影響 を受 け や す く本研 究 で 業ii1象

とす る 大規 模 な 行列 に 対 して は 適 さ な い ．そ の た め 本

研究で は，撫 gα
・
の 方法

c1ト
に 改良 を加 え条件数を求め る

方法を開発 した．

　 3．寸 Hager の 方法
（t
．

　行列A の 条件数 c θ祕 （A ）は
一・

寄黛的 に次 の よ う に 需 か

れ る．

　　　 ・ ・’・・！〔A ｝・IAEIIAI　 　 　 　 （ID

こ こ で，・
　11は行列 の ノ ル ム で あ る．．ノ ル ム は定義の 仕

力
．
に よ りい くつ か σ）種 類 が 存在 す る た め ，条件数 も 1

つ の 行ダ「」に 対
’
して 複数存在 し得る．1乗 ノ ル ム と2乗 ノ

ル ム と呼 ば れ る ノ ル ム の 定義 は各々 次 の よ うに な る ．
　　　　　　　　 t／

　　　irA　I
・m

尸
・ 烈」θ ． 　 　 　 　 〔12）

　　　1A1、・（A ’A の 最大 固 有他 の 平方1艮） “　3　11，

行列 A が 正 定他対
．
称 で あ り，式 （12〕に よ り定義 さ れ る

2 乗 ノ ル ム を用 い て 条 件数 を 定義す れ ば ，条件 数

cθ nd （A ＞は次 の よ うに書 くこ とが で き る．

　 　 　 　 　 　 　 　 A の 最 大 固 有 値 　 　 　 　 　 、、
　　　 ‘”r川 d 〔A 〕＝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〔【4）
　　　　　　　　A の

．
最小 固 有値

前 述 の Lancz‘，s 法 を利 嗣す る 方法 は ，式 1：：13：I　Iに よ る 定

義 を 用 い て 条件数 を
’

ブ・え る．こ れ に対 し，H 〜〜gerの 方

法 に よ る 条件数 は 1乗 ノ ル ム に よ る もの で あ る．図 3

に Hage 「の ノ∫法の ア ル ゴ リ ズ ム を示す ，翩 gerの 方法 は

Let・・〔：；：：｝｝叩 一・

‘〜θ

　 ．SOtl ，Et　Ax ＝b

　 びIxL≦ ρ e．；．’r

　 et．se ρ
＝lx1［

　 y ，

；sgn 〔x、）（i＝　1，2．　・・、iZ冫

　 、yo ム
1
ピ ATz ＝y

　 ’／nlL、；ハ し・’”C1！ S‘r’吋 「θ、S　m ！Lx　lこrI

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　びト＿ ・ ・
Tb

齟

舳 ・｛lll：1：：1：：｛
en．ci（1θ

・・頭 A ）− IA「I　A
−111

・ IAIIIρ

図 3 　〃響 er の 万法の ア ル ゴ リ ズ ム
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実際 に は 条件数 を与 え る の で は な く，A
−1
睡与える に

す ぎな い ．し か し，行列 A が 1場 に 与え られ る 場合EAU［
を求 め る こ とが 容易 で あ る こ と は 明 ら か で ある ．

　3．2 前処理 を施 し た行列の条件数評価

　前 節 で 述 べ た 通 り，Hager の 方法を用い る こ とに よ

囲A
『ll

を算 出す る こ とが 出来 る．そ こ で ，まず単
一プ

ロ セ ッ サ
ー

上 で 前処理行列 を 作用 させ た係数行列の 条

件 数 を求 め る こ と を考 え る ．Hager の 方法 の ア ル ゴ リ

ズ ム の 中 に お い て A をMTIAMI1 に 単純 に置 き換 え る こ

と に よ 小 ・
IA

・ li｝
iU

、

を・1・め る こ ・が ・ 来 ・ …

ゴ リ ズ ム 中 で 連立
・
次方程式 を解 か な け れ ばな ら ない

箇所が存在す る が，そ れ に は CG 法 を 用い る．こ こ で ，

図 1に 示 さ れ て い る CG 法 の ア ル ゴ リ ズ ム を 見直せ ば，

粘局行列 A とベ ク トル p の 積 で あ る Ap を（MT
’

AMIi 〕p

と置 き換える だけで よい こ とが わか る．MTI，Mii が ｛角

行列 で 与 え られ る こ と を考慮す れ ば，前進代 入，行列一

ベ ク トル 積，後 退 代 入 の 順 に 行 な うこ とで 実現 で きる，

た だ し，．gθ lve　ATz ＝y に 関 して は 対称性 を考慮し，

∫ o ハ・ε Az ＝ ｝
，と し て 計算 して い る ．と こ ろ で ，

IMTiAM，

］

はMTIAMi
’
の 成 分 が 陽 に 与 え られ な い た め ，

容易 に 計算で きな い ，そ の ため
，
Hager の ア ル ゴ リ ズ

ム 中 に あ る ．yolve 　Ax ＝ b をMIIAMILb ＝x ．sθtt，e 　ATz ＝y

をM ヨ
’

パ MT71y＝z と置 き換 える こ と に よ り MTIAM2 ［

1

を算出した．

　3．3，領域分割 に よ り 局所化 された前処理 行列を

　　　 用 い た 場合 の 行列 の 条件 数評価

　3，2節 で 得 られ た ア ル ゴ リズ ム を用 い る こ とに よ り，

領域 分 割法を用い て 並 列化 され た場 合 につ い て も条件

数を 求 め る こ とが 出来 る ．しか し，Hager の 方法 の 中

で 〔MTIAM 三
1

）P ｝蛙 欽 ノ醒 」聴 鰍 際 ・　 CG 法 の ア ・レ

ゴ リズ ム の 中 で を言1算す る 際，CG 法 の 反 復 の 中で ，も

との ア ル ゴ リ ズム に 加 え，通 信 が一・回増 える た め 計算

時間が 増 え る．また，前進代 入，行列 一ベ ク トル 積，後

退 代入 を行 な うこ と に よ る 数値誤差が 多 く混入 して し

ま い ，CG 法の 収束性 が 悪 くな っ て し ま う．そ れ らを 回

避す る た め に，以下 の よ うな変形 を行 っ た．た と えば，

sθ tve　＝＝　MTIAM 三
I
　x ＝ b に 関 して は，

MTIAM21x ＝b

を，

　　　M 、〔MllAMのM
・〔Mi

’
・x ）− M

，
b

の よ うに す る．こ こ で ，

　　　 M21x ＝ y，　Mb ＝行

とす れ ば，

（151

（16）

C17）

　　　 Ay ＝5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔18）

となる ，式 Uガ を CG 法 を用 い て 解 い た の ち
， 式 （16）

か ら x を 求 め る こ とが 可 能 で あ る．1司様 な変形 を，

・・ t・ e 　（MI
］

AM ≡
L

）
Tz

− y ［・女t　L て も行 う・

4． 接 合部 に お ける応力特異性

　異 な る 材料 を接合 した 界面 の 端部 に は，弾性力学 を

仮 定する と応力が無限大 となる応力特異性が 発 牛す る ．

D，B．　Bogy は，半無限
三P板 1司士 の 異 種材 料接合界面 に

任 意 角 度 の 切 り欠 き を持 つ 二 次 元 モ デ ル を仮定 し，界

面 端近 傍 の 応力 σ は，接合端部 を 原点 と し た 極座標表　　　　　　　 」丿
示 をもちい て，

　　　 σ
， 結 　 　 　 　 　 　 　 〔19｝

　 　 　 　 　 r

と な る こ と を 示 しだ
】．こ こ で ，λ は 応力特異 性 の オ

ー

ダー
で あ り，同 じ くBogy に よ っ て 示 され た特性方程式

を解 くこ とに よ り求 め られ る．こ の 特性方程式 はパ ラ

メ
ー

タ と して ，ノ ッ チ の 開 き角 ，各材料 の ヤ ン グ 率 お

よ び ボ ア ソ ン 比 を含 ん だ，λ に関 す る 非線形方程式 で

あ り，ニ ュ
ートン ラ プ ソ ン 法等を用い て 容易 に 解 を求

め る こ とが で き る，

5， 有 限要 素解析

　5．t 解 析 の 諸条件

　対象 とす る接合材 の 形状 お よび 境界条件 を図 4 に ，

また，材
．
料！定数 を表 1 に 示す ．

　図 4 に 示 さ れ る よ う に ，原 点 に近 い 側 の 面 は 各 血 の

垂直方向変位 を拘束 L ，κ 軸 に垂 直 な面 の ，原点か ら遠

い 側 に
．・
様変位を与 え た．与え た変位 は 10

−「
mm で あ

る．ま た V ノ ッ チ の 開 き角 は 2〔1°で あ る．材 料 定数 は，

ヤ ン グ率 を図 4 の 向 か っ て 右側 （Material 】）で

220 ，000kgf ！mmi ，向か っ て 左 側 （Material 　2）で

22、000kgf ／mnl2 と し，ボ ア ソ ン 比 は 両 者 と も〔〕．3 と同
・

と した．要素分割 は 異 な る 自由度 の もの を 3種類 用 意

した．用 い た 要素は 6 面体 8節点 1次要素 で ある．n

‘

　Dispiac¢ men 【s

図 4 　解析 モ デ ル お よ び，境 界 条 件
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表 1 材料定数

積 ・ungT5 　Modu1Lls （kgρmm ⊇
） Pois50n

’
s　Ratio

N1昆tcrtal　I 220，000 0．3
M 置1じria12 22。  00 o．3

表 2　各解析 モ デ ル の 自出度数 と領域分割数

smanmiddleIargc

自旧度 り6ρ001 、（122，7呂74 ，264 ，701

モ デル 規模 節点 34，25534Q ρ291 ．421，567

要 素 30，000320 ，0D〔〕 L642ρ00

Type 　 I3 ・5 3 ・5 7
分割領城 数

Type　U 4 4 8

1

／
．．i一

3領域

ノ

5 領壊

図 5 　要 素 数 320．00〔1自由度数 LO22」 87で あ る mid （11eモ

　 　 デ ル 要．素．分割 の 様 ∫・

由度 と分 割 した 領域数 を まとめ た もの を，表 2 に 示す．

また，要素数 320．0〔｝O， 節点数 340，929 で あ る middLe モ

デ ル 要素分割 した 様
．
∫
・
を図 5 に 示 す．

　図 6は 領域 数．毎 に 分割パ ターン を示 した もの で あ る．

示 した 領域分割 の 仕 方で ，分割数 が 奇数 の もの に つ い

て は必 ず 特異性 を持 つ 領域 を
一

つ の 領域 に 収 め る よ う

に，また 偶数 の も の に つ い て は 特 異性 を持 つ 領域 を横

切 る よ うに領域分割が行わ れ て い る こ とが わ か る ．以

下 にお い て は，奇数領域 に 分割 した 場合 を Type 　l，偶

数領域 に 分 割 した 場合 で 全て の 領 域 が 特異 領域 を含 む

場合 を Type　IIと呼ぶ こ と とす る．

　連立
一
次方程式 の ソ ル バ ー

に は CG 法 を 採 用 し，

各 々 の モ デ ル に つ い て ，前処埋 な し，対 角ス ケー
リ ン

グ，SSOR 前処 理 を そ れ ぞれ 施 し た もの を用 い て 解析

を行 っ た，CG 法の 収束判定 に は 岡1」姓方程式 の 残差 の

自乗 ノ ル ム ε ＝10
”i

を収束条件 と した ．

ノ．．．・

Type　 I

7領域

…
一一一一一一

「

ノ＝
一

L
←
一．．「「．．

一
4領 域

一
≡
〒

．．佳 ： 二
』．．．．．．．．

　　 ．．．．．．．．．．．．．．
　 　 　 　 　 ……

…錠
一

三無 蕭 ．．

匹．　 一≡ 耐

Type 皿

8領 域

　 　 　 　 　 　 　 図 6 領域 分割パ シ ー
ン

Typc 　I ：特異 領域 を 1領域 に 収め る よ う に領 域 分割 した 場合
Typc 　H ：特 異 領域 を複 数 領 域 に分割 した 場 合

6， 解析結 果

　 6．1 精度 の 検 証

　 図 7，8 に，各自由度 に お け る 界面 に垂 直 な 方向の 応

力 σ，を ノ ッ チ 先端部か ら の 距離 に対 して プ ロ ッ ト した

もの を示す ．

　図7で は ヤ ン グ率 1ヨ＝220，000kgf／mm2 で あ るMate1・ial　l

側 の 接合面 の 応力を，図 8で は ヤ ン グ率 だ ＝22，〔）00kg 〃

mm
三
で あ る Matcrial　2 側 の 接合面 の 応力 を各 々 プ ロ ッ

トした，こ こ で ，g，は 界 面 に もっ と も近 い 積分点で の

値 を採用 した．図 7，8 とも対 角 ス ケー
リ ン グ 前 処 理 を

用 い た 解析結果 で あ る ．small ．　micld 旦e モ デ ル に つ い て

は 3領域 に 領域分割 した もの を，lurgeモ デ ル につ い て

は 7領域 に 領域分割 したもの を プ ロ ッ ト した ．な お，こ

れ ら前処 理 も し くは 領域 分割数を変化 させ た 場 合 も，

解析結果は ．
致 して い る こ と を確認 して い る．Bogy の

特性方程式 よ り導 か れ た 応力特異性 オ
ー

ダ λ 〔β（響アの

解）の 傾 き を持 つ 直線 を同 じ く図7βに 合わ せ て 示 し て

い る，本研究 で 行 っ た解析条件 か ら導かれ る Bogy の 解

は λ＝0．47 で あ る 、どの 自由 度，前処理 の 方 法 に お い

て も BosTyに よ る理 論解 の プ ロ フ ァ イル と非常 に よい

一
致 を示す こ とが わ か る．ノ ッ チ 先端部 に 近 い と こ ろ

で 理 論解か らの ずれ が 生 じる 理出 は ，Bo尠 に よ る埋 論

解 は二 次 元 弾性 論 を仮定 して 求 め ら れ る が
．
，本解析 は

三 次 元 解析で ある た め と考 え られ る ．過去 の 計算例 で

も，同様 に 先端部で の 結 果 は直線 に 乗 らな い
S：1．ま た，

．ノ ッ チ 先 端 か ら距離 が 遠 い と こ ろ で Bogy の 理 論解 か

ら の ず れ が 生 じる の は，理 論 解 に 含 まれ な い 高次項 の
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　　 Distance　from　Gracktip （mm ）

界 面 に i［s う方 向 へ の 応 力 と 界 面 fiか ら の 距 離

〔M．　 ul．erial 　2 側

影響 で あ る と考 え ら れ る ．

　 6 ．2 並 列性 能評価

　分散 メ モ リ型 並ダll計算機 を 用い た H寸 に 1，1算1中度を 決

定する 重要 な要素 と して プ 冂 セ ッ サ 闇通 信 の コ ス トが

あげ ら れ る．こ こ で は ，以 下 に 示す ス ビードア ッ プ 率

を用い ，GeoFEM の 並列性能 を評価 した 9：1．

　　　  尸 為　　　　　　　  

こ こ で ，T1，71！ 〜は それ ぞ れ IPE で の 経過時間，　nPE で

の 経過 rl寺門，　 PE 数で ある 、用 い た モ デ ル は smal 且モ デ

ル ，前処 理 は 対角 ス ケーリ ン グ で あ る ．．1細 は 次節 で

述 べ るが ，対角 ス ケーリン グ 前処 理 の 効果 は 領域 分 1

」
ill

様式 に影響 を受け な い ．よ っ て ，当然 の こ と な が
’
収

束まで に 要す る時 問 も PE 数 に 遑 い が 無 け れ ば 岡 じで

あ る．通 常，有 限 要 素解析 で は解 析 規 模 が 大 きくな る

に 従 ．）て 連 ・ヒー・ラ方程式 の 求角イ に か か る 時間が 支配的

と な る．よ っ て ，今 圓 は ソ ル バ
ー

が 必要 と した 町間を

もっ て 」1
．
列性能 と した．図 9 に測定した ス ピードア ッ

フ 
1 を示す，

　図 巾 に示 した 直線 は 通信 に よ る性能低 下 の 無 い 岬想

的 な状 態 を示 した もの で あ る．今回 の 測 定で IPE あた

りの 計算速度が埋想的な場合 と比 較し最も下 回 っ た

8PE の 場 でで あ っ たが ，そ れ で も，93“
！c で あ り，良好

な並 列性 能を示 して い る と い え る．一般 に解析規模が

大 き くな る に つ れ 相対的 に 通信 コ ス トは ドが リス ピー一

ドア ッ プ率 は 向上 す る た め，middle 、　［arge モ デ ル に お い

て は さ ら に良好な
’ll能を発樽 す る こ と 力 期待 さ れ る ．

　6 ．3 領域分割 の 影響

　smail モ デ ル ．middlc モ デ ル Jargcモ デ 1レの 各々 の 場

合 に つ い て，前処理を施 さなか っ た 場合，対角 ス ケ ー

リ ン グ も し くは SSOR 前処理 を施 し た±rtl に CG 法 の

収1 まで に必 要 と し た 反復回数 を ま とめ た もの を，表

3 ．一一5 に 示 す．また ，こ の と きに 必 要 と した 計算時間

を表 6 ．．− 8 に 示す．

　ヲ
r3〜5 を み る と．い ず れ の 解析 規 模 にお い て も，前

述 の とお り，削処理缸 し，お よ び対 角 ス ケ
ー

リ ン グ 前

処 埋 を 用 い た 栃合 は領残 屶割の 仕 方 に依 らず⊥1又束まで

に 要す る 反 復 回 叡が 変化 しな い こ とが わ か る ．

　次 に，SSOR 前処理 に つ い て 述 べ る ．表 3 −・5 に 示 さ

れ る よ うに，SSOR 前処 理 の 効果 は 1貝域 の割様式 に よ

る影響 を受け る．各モ デ ル に つ い て 見 て み る と，small

モ デ ル の 時，Type　lで あ る 分割数 3の 収 束 に必 要 C’あっ

た 反復回数が 207 回 で あ る の に 対
．
し，T ンpeH で ある 分

割数 4 の 場 合は 2461 」」．同様 に ，midd ［e モ デ 1レの 栃今，

分 割 数3 の tm合492 回 で あ る の に 対
．
し，分割数 4 が 545
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表 3SM ：1］］モ デ ル の 反復回 数 　ilb
’
処 理 と領域 ラ｝割 に よ る

　 　 反 復数 の 変 化

Par！ltion　N しunbOI
．

3（為peD4 （Type　ir〕 5〔Ty1｝eD

1）la琶 667 666 666

SS〔
．
）R 207 246 221

N 。 Pr。conditkmi 【lg 4，1呂6 4」90 4，185

表 4 　iiiidd ］c モ デ ル の 反 復 1旦「数 ：前．処理 と 領域 分 ii！llに よ る

　 　 反 復 委女の 変 fヒ

Partiti匸｝冂 Number3 （1｝
・
pcI ！ 4 （Tン

「
pem5 （

「
lypc　I）

Dia9 1、643 1，647 1，642

SSOR 492 545 504

N 〔〕P1．CCQnditionin 琶 9、988 9，99（〜 9，982

表 5kwtte モ デ ル の 反 復 回数 ：功拠 理 と 側 或分割 に よる 反

　　 f夏数ヴ）変イヒ

P鋤 rLit1（，11　Nun 】ber7 〔Typ ・ i） 8〔
「
1ンpcω

Diag 2293 2、285

SSOR 9〔爿 1，009

N 。 Prじ。。11dihoning 14，205 142 〔レ7

表 6 　sm
’
iu ］1モ デ ル の 計算 時1』亅〔秒 ；

1
前 処 理 と ll頁域 分割 に

　 　 よる 言1．算時 閻の 変化

Pa 而lion　NLI111ber3 （Type　l〕 4（Typc　m5 〔1ンP。 1）

Diag 35．D 25．0 24．0

SS （：｝R 44．｛｝ 35．o 30．o

N ｛〕Pr。c〔mditl 。ning 19LO L39．0 123．0

表 7　midd ］e モ デ ル の Ll「算lr寺間 ilX ｝
・・
：1 ：前処 理 と領 域分割 に

　 　 よ る i！「．翁：II寺間の 変化

ParliLk）n　NumbCl ． 3（Typd ） 4 （TypeH ） 5 （Typc ［）

Diag 863．0 578 ，0 530．0

SSOR 561．1） 428．0 360．0

N ・ P1．eじ ・ ndlti ・ nin95113 ．〔13490 ．03125 ．〔〕

表 8　1urgeモ デ ル の 訃算 時間 曳秒 1：前 処 理 とi；輿域 分害rlに よ

　　 る計 鱒
．
II寺間 の 変 化

Purtition　Numbe1・ 7（Type　l） 欧 Type　H ）

Diug 2348．0 1996． 

ss（．）R 147⊥，D 1467、0

No 　Precondition｛ng 14316．0 12t79．　o

回．IUI．ge モ デ ル の 場 合，分 割 数 7 の と き，901 回 に 対

して ，分割数 呂の と き 1〔XO8回 と，い ず れ の 場合もType　］1

は Typc　lよ り も収來 まで に多くの 反復 回 数 が 必 要 で あ

る ．．
表 6 −・S に 示 し た よ う に，モ デ ル サ イズ，前処 理

が 同 じで あ れ ば，全て の 場合 に お い て ，使 用 す る プ ロ

セ ッ サ ーが 増 え る に つ れ て 計算時間 は 短 くな る、こ れ

は ，領域 分 割様式 に よ り収 束 性 の 悪 化す る SSOR 前 処

理 に つ い て も1司様 で あ り，small モ デ ル の とき，Type　l

で あ る 3 領域 の と き44．0 秒 に 対
．
し，Typc 　li　4領 域 の と

き35．0 秒，middle モ デ ル の と き，3領域 の 1「寺561，0秒 に

対 し，4領域 の とき428、0秒Jargeモ デ
．
ル の と き，Type 】

で あ る 7 領域 の とき 【471 ．0 秒 に 対 し，R 碩域 の と き

1467．0秒 と な っ て い る，

　 こ の よ うな収
．
朿性 の 変化 を よ り定量的 に 評仙す る た

め に ，3 つ の モ デ ル 全 て に お い て ，各前 処 理，各領域

分割様式 に つ い て 前 処 理 行 列 を｛
’

［三用 させ た 後の 係数彳」
．

列 の 条件数 を前述 の 方法 を 用 い て 算出 した．モ デ ル 毎

に ま とめ た もの を表 9 ．− 11 に 示 す．

　表 9 −．．日 を み る と，い ず れ の 解析規模 に お い て も反

復 回 数 と 同様 に ，前処理 無 し，お よ び 対角ス ケーリ ン

グ「〕i∫処理 を用 い た 場合は 領域分 割 の 仕方 に 依 ら ず 条 件

数 が 変化 しない こ とが わ か る ．SSOR 前 処 理 の 効 果 は

領域分割様式に よ る影響 を受け，条件数 に 変化が あ る ．
モ デ ル 毎 に つ い て 見 て み る と，small モ デ ル の 峙 ，
Type 　lで あ る 分割数3 の と き条f1’．数が 7．49　X ［0・1 で ある

の に 対 し，Type　i［で あ る 分割
．
数 4 の 場

．
合は 9．〔｝3 × 1伊．

同様 に，middle モ デ ル の 場 含，分 割数 3 の 場合 4．24 ×

10
「
で あ る の に 対 し， 分割数 4 が 5．38 × los．　lal．gc モ デ

ル の 場合．分 害1傲 7 の と き，1．12 × IOhに ktして，分 割

数8の とき1．25　x 　1　otiと，い ず れ の 場合 もType ［1は Type ［

よ り も 条件数が人き くな っ て お り，確か に 舸処 理 の 効

果 が 低 くな っ て い る こ とが 分 か る ．

7 ． 結 　 論

　特異応力問題 に 対 し，大 規模並列 有 限 要 素法が 強力

な 解析手段 で あ る こ と を確認す る た め に以 下の 3点 に

つ い て 検劃
．
を行 っ た．

（j）特
・異’1生力ご

三「E歹リ
’
「生育Eに 与身、る ；杉響モ

  解析規模 と精 度 との 関係

  特異性領域の 領域 分割様式 とソ ル バ ・．
の 収朿性 と

　 の 関係

各々 に つ い て ，個 別 に ま とめ る ．

  最 も自山度 の 少な く，最 も並 列性能が 低 く な る モ

　 デ ル に つ い て も．93 ％ 以」
．
：の ス ピー

ドア
．
ソ プ率 を
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表 9　smutt モ デ ル の 条 件数 ：前処理 と 領域 分割 に よ る条

　　 件数 の 変化

Parti匸io囗Numbcr3 （Type　I） 4（Typcn ） 5（Type　I）

Diag 1．02 × 1051 ．02 × 105 ［．  2XlO5

SSOR 7．49 × 1D49 ．03XlO48 ．10 × 1伊

N 。 PI。 c。nditioni1・呂 4．21XlO64 、21x ［064 ．21 × 10°

表 10middle モ デ ル の 条件数 ：前処 理 と領域 分割 に よ る 条

　 　 件数 の 変化

Parntion　Numbcr3 （Type　I ） 4 〔Type　m5 （Typ 。 1）

Diag 7．67XIO5
　　　　　　　．
7．67XlO ⊃ 7．67 × 105

SSOR 4，24 × 1055 ．38 × 105
　　　　　　　．
4，回 × 10〕

No 　Preconditioning6 ．65 × IG西 6．65 × 1066 ．65× lQ6

表 11 ］argc モ デ ル の 条件数 ：前 処埋 と領 域 分 割 に よ る 条件

　 　 数 の 変化

Partition　Number7 （Type 【） 8侮 pcロ）

Diag 3．23× 106 3、23 × lo6

SSOR 1．12× 1〔〕6 1、25 × 106

NoPreconditionillg442 × 107 4．42 × 107

　 示 し，特異応 力問題 に お い て も本 研 究 で 使用 し た

　 並列有限要素法プロ グ ラ ム は 1．分 な並列性能 を も

　 つ とい え る ．

  どの 自由度 に お い て も，応力の 特 異 性 が 強 くで る

　界面近傍 と，接合端か ら離れ 特異 応 力の 影響 が 支

　 配 的 で な くな る 点を除き，B σgy に よ る理 論解 の プ

　 ロ フ ァ イ ル と良い 一・
致 を示 した．自由度 を 大 き く

　 とる こ とに より解 の 精度を向 ヒさせ る こ とが で き

　 る こ と を確認 し た。

  前処 理 を行 わ ない 場合 と対角ス ケ
ー

リ ン グ前 処 理

　 を行 っ た場合 は．予測 され た 通 り，領域分割 の 仕

　 方が 収 束 性 に は な ん ら影響 を及 ぼ さず ，SSOR 前

　 処 理 は 応力特 異領域 を．・つ の 部分領 域 に ま と め る

　 こ とに よ り，収束性 を向一ヒさせ る こ とが で き た．ま

　 た ，局所化さ れ た 前 処 理 行列 を 用 い て 前処理 を

　 行 っ た後の 係数行列 の 条件数の 評 価法 を開発 し，

　 そ の 手 法 を用 い て 算 出 し た 条 件数を比較す る こ と

　 に よ っ て 収束性 が 向．．Lし た こ と を定量的 に 評価 し

　 た．大現模並列解析 に お い て は 適切 な 前処理 とそ

　 れ に あ わ せ た 領域分割 を行 な う必 要が あ る ．

以 Lに よ り，大 規 模並列有限 要素法 が 特 異応力 問 題 に

対 して も収束性 を維持す る 手段 を 獲得 で きた．また ，

そ れ を活用 す る こ と に よ り，非常 に 強力 な解 析手段 で

ある こ と が確認 で き た ，
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