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《講　座》

　　　　　　　領域分割法入門

第 2 回　有限要素法 と領域分割法
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1． 前 回の 復習 と今回 の 内容

　前 lriIは 「並 列処 理 と徇
．
限 要 紮

．
法」とL・う刑 題 で ，並

列 処 埋 の
一

般論，並 列 コ ン ピ ュ
ータ，MPI ，領 域 分 割

法 に つ い て 迹 べ た．領域分割法 に つ い て は，卜F「内で は

普通 DDM 〔DomaJn 　Dccompobmoll 　Method ）と呼 ば 1ドLて

い る ，部 分 領域 が オ
ーバ ラ ノ ブ しな い 構造問題 に 関わ

る 力法 〔木稿 3章参照 ｝に 基づ い て お り．主 と して MPI

プ ロ グ ラ ム の 観 点 か ら述 べ た もの で ，領域 分 割法を概

観す る も の で は な か ．
っ た．

　第 2 回の 本稿で は，理 論 的 側 而 か ら領 域 分 割法 に つ

い て 述 べ る ．今 1凵iの 〒1己述 は 少 しだ け 数 学 的 な も の に な

る が ，前提 と して い る 知識 は線 n：

彡空問の 初 歩，有隈要

素法 の 初歩，1
女値解析 の 初

．［
メの み で あ る．有限要素法

につ い て は 簡単．な復習 か ら は じめ る ．ま た，た とえ ば

2．3節 厂前 処 理 つ きCG 法一．で は，　 IVif処 理 に よ る 条件数

の 低減を述 べ て い るが ，II
」1：細な解説 を彳〕

・一
　一， て い る わ け

で は な く，大 雑把 に捉 え て い た た け れ ば
．．
「
．’
分 で あ る ．

本稿 の 核心は 鎖域 分割法 と前．処 理 との 関係を述 べ た 3．3

節 に あ る が，こ こ だ け は 。我論 が 少 し込 み 人 る か も しれ．

な い ．し．か し，や は り大 き く捉 えれ ば ，領域分 割法 と

は fll工か が ．見通 し よ くお 分 か りい た だ ける もの と思 う．
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ラ イ トエ ン シ ニ ア リ ン ク ソ ル ハ 「用発チ

ー
ム

に 解 くに あ た っ て ，並列 コ ン ピ コー一タ を 利用する 方法

と して研 究 され．て きた．領域分割法 は
， 偏微分方科式

を離散化 し．て 得 られ る係
．
数．行列が ス パ ー．ス な線形ある

い は非 線 形 方 租 式 の 解 法 ；と して ，
一一
般 的 で 広 範 な 力 法

で あ る．領滅分割法は，線形 問題 に 関 して は 共役勾配

法（CG 法，　 C 〔m ］ugat ・ G ・adient 　Meth ・d）な と
“
に 代表さ れ

る Krybv 　lll−［1分 空 間 法 1：Krylov　Subspace　Mcthod ｝の 前 処

理，非線形問遁 に 関 して は．ニ ュ
ートン 法 な ど に お い

て 現 れ る 線 II：彡方程式の 解法の 前処理 とみ な せ る
1：：．

　
．
禎域分割 とい う言葉 は，偏微分方程式 と そ の 敏値融

算 に 悶 わ る 分野 に 限 っ て も，こ の よ うな文脈 と は 異な

る様 々 な意 味 で 使 わ れ て い る ．しか し，本 稿 で は ヒに

述 べ た，方程式解法 の 前 処 理．に 関連 す る意陳 に 限 定 し

て 使 う．す な わ ち，偏微分 方程式を離散化 して 得 られ．

る ．力
．
程式の 前 処 理 を構築す る こ と を 目的 に ，大

．
規模 な

線形問題 を小
．
規模な闘題 に 分割 す る こ と を領域 分判 と

［呼ぶ こ と とす る．

　領域分割法 に は 重要 な 3 つ の 長所 が あ る ，第　
・
は，並

列化 が 簡単で 並列効率が 1隻い こ と．第二 は，複雑なII彡

壮、に 関 す る 問 題 を簡単化で きる こ と．第
＝ こは、問題 の

自由度 に あ ま り依存 し な い   次依存 に 近い ）優 れ た 収

束特
．1死をもつ こ と で あ る

［：．

　木稿で は，羽 に 連縦休問題 を有 限 要素法 に よ・
っ て 離

散化 す る 場 合 を 収 り．．．ヒげ，そ の 際 生 ず る1匚定 値 対 称 判之

形方．性式 を解 くた め の 前 処 理 と L て の 領 域 分 割 法 に 限

定 す る．そこ で 今 回 は，連 粒 体 閲 題 の 有 限 要 素法 に よ

る 離散化 の 基 本 的 な考
．
え方 を 慨 観 し，離 散 化 に よ り得

られ る線 形 方程式 の 前 処 理 ，代衣 的 な 反 復 法 で あ る
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CG 法 に 対す る前処理 の 効果 を お さ らい し て お く，そ

の 一ヒで ，領域分割法 を 大別す る オ
ーバ ラ ッ プす る

Schwarz 法 と反復型部分構造法 を紹介 し，次 に 領域分

割法 と前処理 の 関係 を，Schwar7 の フ レ
ー

ム ワ
ー

ク

（Schwarz　framework）と呼 ばれ る枠組 み を通 じて 述べ

る ，

2． 有限 要素法

　2，1 有限要素法

　 有 隈 要 素 法 に つ い て 簡 単 に復 習 す る．有1垠 要素法 は

連続体力学 に お け る離散化近似計算手法 の
一

種で あ る．

連 続体力学 に お い て ，連続体問題 は 通 常次 の よ うに 扱

わ れ る．まず，解析対象 を連続体 と そ の 上 に 定義 さ れ

る 場 の 量 と して 定式化す る．例 えば，構造問題 で は構

造物 とそ の 変 位場 ，流 体 問 題 で は 対 象 とす る流 体 が 占

め る 空 間 領域 とそ の 速度 場 や 圧 力場 な どで あ る．次 に ，

場 の 最 に 関 す る方程式を定め る．こ の 方程式は場 の 方

程 式と呼 ば れ，通 常時間，空 間変数 に 関す る偏微分方

程式 の 形 を と る，構造 問題 に お け る場 の 方程式 は構造

物 の 運 動方程式 あ る い は 静的問題 の 場合 は 釣合 い 方程

式 で あ り， 流体 の 速度場 の 方程式 は 流 体 の 運 動方科 式

を表 わ す．また，熱伝導間題 で は 熱伝導方程式 が現 れ

る ，場 の 方程式 は ほ とん どの 場合厳密 に 解 くこ とが 不

可 能 で あ り，数 値解析的 に 解か ざる を得 な い ．その た

め の 連続体 問 題 の 離散近 似 的 再 定式法が 必 要 と な る．

　有限要素法 は そ の 方法 の
一

つ で あ る．有限 要素法 で

は ，まず連続体の 占め る 空問領域 を複数 の 要素（有限要

素法の 要素）に 分割 し，非 ゼ ロ の 値 を とる 領域が
．．
つ の

節点 を共有 して 隣接す る 要素 に 局在 した 関 数 （そ れ を要

素ご と にバ ラバ ラ に した もの が 形状 関 数）を導入 して，

求 め た い 場 の 量をそれらの 関数の 重ね合わせ で 表現 さ

れ る もの に限 定す る 近 似 に よ り，場 の 量 お よび 場の 方

程式（あ るい は 釣合い 方程式）を空 間変数 に つ い て 離散

化す る．こ の 関数 は有限 要素 基 底関数 （finite　element

bas］s　functiens）と呼 ば れ る ．こ の 空間的離散化 に よ り，

方程式 は一つ （静的線形問題 の 場合）あ る い は複数 （例え

ば 非線形問題 の 場合増分 ス テ ッ プ毎，動的問 題 の 場 合

時間ス テ ッ プ毎｝の 線形方程式に 帰着され る ．

　解析対象領域 を Ω と記す，u 　 を Ω 上 で 定義 され た　　　　　　　　　　　　　 cxa

求め た い 場 の 量 ，K を t‘ の 方程式 を 表現 す る 偏微 分 演　　　　　　　　　 冒瓦己
算，F を例 え ば外力の よ う な

，　K を と お し て Uex 。に 影響

を及 ぼ す 場 ¢ ）量 と して ，  1
に 対す る 偏微分方程式 が 次

の よ うに 表され た とす る，

K 〔u 。．。）ニF q ）

変分法 に よ り，こ れ は 次 の 条件 を 満 た す場 の 量 u 　 を
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 OK、1
探 し出す とい う問題 に等価 に 書 き換 え られ る．す な わ

ち，任意 の 場 の 量 の 変分 伽
…

に 対 して 次 が 成 り立 つ ．

　　　五鄭 臨 ）・Ω ・
」1・ ・

。
・ ・Ω 　 （・）

こ の 積分 型 の 方程式は 元 の 方程式（1）の 弱形式 と呼 ば れ

る．境 界 条 件 は 適 当 に 与 え られ て い る と し，そ れ に つ

い て は 後で簡単 に 述 べ る，

　解析領 域 Ω を有限要素 メ ッ シ ュ で 離散化 し，上 に 述

べ た 有限要素基底 関数 を N 個 （有限要素 メ ッ シ ュ に 含

まれ る 節点 の 数 X 節点 の 自出度，拘束条件び）自由度 は

後 か ら取 1徐 く）構 成 した と す る．そ れ を｛rp、｝，．。 1 ，v −］と

す る，上 に述 べ た有限 要素法の 原理 に した が っ て ，近

似 解  
を｛q ，｝、一、u、　 N −1 で 張 ら れ る 空 間 玩q，、≡ span

｛rpノ｝／．［Ll、　 N．1か ら探 す こ と に な る、探す基準 と して の

変分方程式 （2）を次 の よ うに 書 き直す．つ まり， 次 の 条

件 を満 た す V 　の 場 の 量
’
　Lt　 を探す．

　 　 　 　 　 elllA　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 aPx

　　　Jl，

・  ・ 〔  皿 ・L・1｛。1，．　F ・dΩ 　〔・）

こ の 積分方穉式 は更 に次 の よ うに，空 間変数 に つ い て

代数 方程式 に 書 き 直 さ れ る．近似解 ％
を｛q 、｝J．，11 ．．・v・・i

で 次 の よ う に展開 す る．

u．、1，、 ＝OP，c｛1 〔4 ）

こ こ で ，u ’ は展 開係数，展開式 で は EinSteinの 規 約 を

使 っ て い る．以 下 で も断 わ りな し に 使 う こ と に す る ．

係数 マ トリ ク ス κ，外的作用 fを次 の よ うに定義 す る．

　　　Kl
／

≡ 炉 ・ 回 ・鋸 ・ 1回 ・Ω （・）

微分演算 κ が 線形 な ら，展 開式 （4 ）を（3）に 代 入 し，

δ气 匪

をす べ て の
乾

で 代表 さ せ て ，u ノ を並べ た 数 ベ ク

トル u と上 で 定義 した K ，f
’
を使 っ て 整理 す る と次 の 線

形方程式が得 られ る．

κu ＝．プ 〔6）

　K が線形 で な い 場合 は，F を 有限増分 に 分割す る な

ど して κ を線形近似 し，同様 の 線形方程式 を導 く．

　線形方群式 （6）か ら ” が求 まれ ば，展開式 （4）を使 っ

て 場 の 量 の 近 似 解 舅 　が 再現 され る ．こ の よ うに ，連
　 　 　 　 　 　 　 　 ，／FtN
続 体 の 場 の 方 程 式 は 有 限 要素法 に お い て は

， 有隈次 元

ベ ク トル 空間 V 　上 の 線形問題 に 帰着 され る．
　 　 　 　 　 　 dPl

　 こ こ で，後 の 前処 理 の 話 に もか か わ る 注意 す べ き事

柄 は ，わ れ わ れ が 解 こ う とす る 線 形 力 程 式 （61の 係 数 マ

トリ ク ス は ，式 （5）か ら わ か る とお り，線 形 変換 と い う

よ りは双線形形式 （2つ の ベ ク トル か ら 1つ の ス カ ラ値
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を対 応 させ る 2 重 に 線形 な 関数 〕

　　　 L  t，t → v
’Kti　　　　　　　　　　　　 I1．7）

を表 した もの と ち
．
え る べ きだ とい う点 で ある ．詳 し く

は 第 2．2 節 で の べ る．

　方霍11或 〔2：：1，｛6）で は 境 界．条件 を省略 した．全自由度

の 内 ，束 縛 され る 自 由 1良 を添 え 字 b，残 りを 添 え字 〔1で

表現す る と，方智式 （6，ぱ 次 の とお りフ
1．
ロ ソ ク 分割 され

る．

　　　〔乏：知 ：lill：〕イ1：〕　 　 ・8・

こ れ は tt
［1
　iに 閃 す る 方程 式 で あ り，塩は 外 力 と して ，　 tvb

は境界条件 と して 隼前 に う
．え られ る 量，r，，cよt｛

O，バ か

ら哥．｝後 1に f，1算 さ れ る ±Llてx
，た とえ ば 構．造問題 の 上易合は

拘束条件 の 諜 さ れ．て い る 境 界．Lに 発 生 す る 反力 に な る．

　 2．2 前 処理

　 第 巨 …
ゴ1』で 述べ た とお り，領域分割法 は 反復法 の 前処

理 とみ な され る．前処 理 と は 対象と して い る ベ ク トル

空 聞の 内積を取 ；丿代えて 方程式を表現 しなお L ，解き

ゃ す くす る こ と で あ る と解釈 で きる．

　線形方秤式 ll61 を考 え る ．こ こ で 扱 わ れ る の は N 次

冗 致ベ ク トル で あ り，そ の 数ベ ク トル 空 嗣に は 广1然 に

標準 の 内積

　　　 レ
’

t，t二Lノ
・’
Lt
’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ill9 ）1

が ：・ヒ義 さ れ て い る ．

　瑚 に
．．一・

つ 1｝：定但∫対
．
称 旨于ダリσ をFI殳定 して ，力程 丿弋〔6）

を次 の と お り変 形 す る．

　　　 （JKtf＝Gt 　　　　　　　　　　　　 （10：】

．．一
．つ a〕プ，不

lrl

正覧〔6〕と Il　1〔，Il　iよ u （・二［廻
『3一る プラ

．
弔止∫覧と　し

．
て71司

气うで あ 1’J，ソ∫程式 を 〔6 ：；1か ら “o ）に 変換 す る こ と を線形

力鷺武の 使 処 理 ．前処埋 に使 っ た行ダrlσ を前処即行列

と呼 ふ ．前 処 理 を行 な う意 義 は ，前 処 即 に よ っ て 方程

式 を解 き易 くす る こ と に あ る．例 え ば σ を逆彳汐 1亅K
−1

の 近 イ以に とれ ば （7K は 単位 行 列 の 近 似 に な り，解が 得

や す くな る．

　而処 埋 に は 別 に も う
一一

つ の 方 法 が あ る ．［日則 行列 u

を 旧 意 し．係数筍列 K ，｛1辺 ベ ク ト ル tお よ び 変数ヘ

ク トル t，t を次 の よ うに 変換す る ．

　　　 fi＝し
”KU ．慶 ＝しr 　

l
↓’． 1二び 1

』
　　 U1 ）

す る と方モ11式 は 次の とお り同縛に 古 き直 さナ／．る ．

KtV ＝1 （12：：1

カ
．
丞II式 の （6）か ら 1：12〕へ の 変換 も画1処 」里と呼ば れ る ．こ

の 場合もそ の H 的は 変換 に よ っ て 方程式を解 き易くす

る こ と ”f’あ る ．

　 上 の 二 つ の ん
．
法 は ，同 じ こ との 2 側 面 で あ る こ と が

次 の よ うに して わか る．σ は 正定値対称行列だか ら次

の 関 係 をもつ IE 貝1折」

：
列 θ が存イ［：す る．

　　　 σ ＝‘ノθ
’

　　　　　　　　　　　　 （13）

逆 に ji：：則行列 し
厂か ら 式

1
：：13〕で σ を定義す る と G は ｝』：定

f直対称 に な る 。式 〔13、が 嘆 り立．つ と き．上 で 定義 した

κ と GK は 次 の とお り相似 に な る ，

　 　 　 K・＝‘ノ
ーlc

；KtJ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 I：
’
［41i

したが っ て ，式（IP の 第2 式の解 μ と ，7の 関係式の
一
ト

に，方租式 （1（り と （1211］は等 価 で あ る こ とが わ か る．特

に 重要 な こ とは，GK と κ σ）固有値 が 「司 じで あ る た め，

G κ と K の 条件数 も同 じ に な る こ と で あ る．つ ま り，ど

ちら の 前 処 理 も反復 1去の 収束特机 の 改善 に 対 して 同等．

の 効 果 をもつ ．領域分割法 で は 式 il　10）の 形式 の 前処岬

が 扱 わ れ る．

　一ヒの 事
「
「肓を．方穉式 （3）の 副点 に 戻 っ て 幾何 学的 に解

釈 し て み る ．箒 2 ，1 節 で 考 え た 有 限 要 素 基 底 関 数

｛  ，｝，
．．c］1 ヤー1 と そ れ で 張 ら れ る 近 似 の ベ ク トル 空 間

レ無 ≡ span ｛rp，・！，．。H 　v−1 を門：び考 え る．V、b、／、
の 2つ ベ ク ト

ル vll
・1，　 tt

：1LIを次 の よ う に 展開 して お く，

　　　 1・IILI　＝OP，L・・
’
， 14illl＝OP．，，　tC

・’
　　　　　　

1：：15
’
1i

／］J．卜
．
1
．
，Stは そ れ ぞ れ 展 開係 ）？5　1，丿，　 ft

．
を並べ た 数ベ ク ト

ル とす る．ベ ク トル 空 間 V 　に 次 の と お り標 準 の 内 槙
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ttllt
を：走義す る．

　　　 （L．
／1／」1，1  1

．」1
〕＝v

」
t．t 　　　　　　　　　 I：［61

こ の 内積 は，某底閣数｛ψ ，｝凶 1 ，。．／
を正 規由

．
交系 に す

る ．

　　　 〔ψ．．甲丿
1＝b

’
，，　　　　　　　　　 （17）

第 2．1 節 の 偏微分1寅算 κ を矛泉形 と 仮定す る ．K を 使 っ

て ベ ク トル 空 問 V に 双 線形鵑 数 Cl を次 の よ うに 定義す

る ．

　　　・ 〔凸 ’
11．［
〕・ ⊥〆

1】d
κ 〔ull

，／
）・・Ω 　

I」8・

t
’
1 は標準 の 内 磧 に よ り係 数 マ トリ ク ス K に 次 の よ う に

甘応づ け ら れ る，

で中 ノ
旨kl．　lt：1Ll

〕＝〆Kt．t 9

〆

．〆．．

36 シ ．ミ ．⊥ レ
ー
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こ こ で ，  に も う　
・
つ の 双 線形関数 c を考え る，た だ

L ，c は 正 定値対称 と仮定 す る ．す る と，c は標 準 の 内

積 に よりある 正定値対称 マ トリク ス C に 次 の よ うに 対

応づ けられ る，

c （レ
11d，乙‘

」1d
）＝vTCu （20）

c，C は そ れ ぞ れ に 正定値対称だから，　 c は V 　お よび
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 “Px

対
’
応す る 数ベ ク トル 空間に標準の 内積 とは 異 なる もう

一一．
つ の 内積 を 定義す る．C は 正定値対称だ か ら逆 マ ト

リ ク ス が存在 す る の で そ れ を G と記 す．G も正 定値対

称 マ トリ ク ス で あ る．す る と次 が 成 り立 つ ，

a 〔り
11LI
，　tt

’1Li

）　． 　V
’CG κ u 〔21）

こ れ は，新 しい 内積 に基 づ くと tl は GK に対応 づ け ら

れ る こ とを示 して い る．同 じ a が 標準 の 内積 に基 づ く

と κ に 対 応 し，c で 定 義 さ れ る 内積 に 基づ く とG κ に対

応す る．こ の と お り，内積を交換す る こ とが 前処 理 の

幾何学的意味 で あ る．

　 2 つ の 前 処 理 の 方法の 違 い は，基 底 の 違 い に よ るマ

トリ ク ス や ベ ク トル の 表示の 違 い と考 え られ る．実際，

マ トリ ク ス κ ，C は 基底関酬 婦 、
．。 1，N．1に 基づ く・，c

の マ トリ ク ス 表示 で あ り，G もC の 逆 マ トリ ク ス で あ

る か ら 同 じ く｛ePJ｝．，＝〔J、1．．〉−1 に 基づ くとい え る．とこ ろ

で ，｛  ｝ノ．o．、 ．N−1は 標 準 内 積 に 関 して は 正 規 直 交基 底 を

成 した が ，

c
’
〔ρ，．ψノ）． 　Cv 〈．22）

な の で ，C が 単位行ダIIで な い 限 り，｛rP」｝ノ
．［｝．1　 tiV　Iは 内積

c の 直交系で は な い ．しか し，内積 f の 正 規直交 某 底

は次 の よ う に 導入で きる ．式（13）の 正 則 マ ト リ ク ス U

を使 っ て基底の 変換

di＝q 、
　Uf （23）

を行 な う．新 しい 基底関数｛φ，｝戸 日、，NLI は 内積 c に 関 し

て 正 規直交系を な し

c 〔φ，，φ∫｝＝δ、ノ （24）

と な る こ とが わ か る，こ の 基底変換 に よ りマ トリ ク ス

GK は κ に 変換 され る．つ ま り方程式 〔IO）は ，方程式

（3）を有 限 要素基 底関数｛ρ，｝ノ
＝t，匸．．，X，．1 を使 っ て 表示 した

もの ，方程式 （12）は 同 じ方程式 〔3）を内積 c に 関 す る正

規 直交 基 底関数｛φ，｝／
．o，L、捌

を使 っ て 表示 し た もの で

ある．

　変換則（lD で 右辺 ベ ク トル ∫の 変換則 が t‘ の そ れ と

異なる が ，こ れ は ．fの 定義 （5）か ら 来 て お り．プカ  ‘ と同

じ種類 の ベ ク トル で ない （u に 双対なベ ク トル で あ る 〕

こ と を 示 して い る．こ の 違 い は 物 理 的 に み て も，例 え

ば 構造問題 の 場合，変位場 u は 長 さの 次 元，外力 ブは

力の 次 元 を も ち，両 者 の 内 積 が エ ネル ギ
ー

とい う ス カ

ラ 量 に な る こ とか ら も順 当 で あ る．

　2 ．3 前処 理 つ き CG 法

　基本 と なる 前処理付 き CG 法 を例 に と り，前処 理 が

反復法の 収束率 に 与 え る効果 に つ い て お さ ら い して お

く．係数行列 κ が 正定値対称 の と き，前処理行列 G を

もつ CG 法σ）収束特性 は次 で 5．え ら れ る の で あ っ た．

　　　II・劉1。 ≦ 2鷹 D
’

1…・部1・ 　 　 （2S）

こ こ で 丐
「「

は 第ノス テ ッ プ の 反 復誤差 で あ る．κ は GK

の 条件数 に ≡λ
n1誕 λ

mm
で あ る．前節 で 述 べ た とお り，Gκ

の 固有値 は rE 定値対称行列 UTκ U の 固有値 と同 じな の

で ，固 有値 は すべ て 正の 実数 で あ り，λ
…

は その 最大

値を，λ
m ，”は そ の 最小値 を表わす．ll” il，は正定値対称行

列 K に 基づ くベ ク トル u の ノ ル ム （1同k ≡ 瓶 7痘1）で

あ る。こ の 収 束 特 性 は ，前 処 理 行 列 G 付 きCG 法で は ，

各反復 ス テ ッ プ ノで更新され る 近 似 解 肱
」

が ，そ の 初 期

近似 fi4　Uc
、
と の 差 を部分 空 間span ｛σ砧 風 ． 、

−1 内 に 含 み

つ つ
， 誤差 ノ ル ム li　”s「「11κ

が 最小 に な る よ うに 選 ば れ る

こ とか らくる
11・，誤差 ノ ル ム が最小 と い うの は ，汎関数

　　　幗 ・ き・
’

κt‘− ttl：ノ　 　 　 （26 ）

の 最小化 原 理 〔変分原 理 ）か ら きて お り，こ の 原理 は 積

分 方 程 式 （3｝に 表現 さ れ て い る．

　式（2S）を 見 る と前処 理 付 き CG 法の 場合，前処 理 行

列 G を使 っ て GK の 条件数 を減 らせ ば収束効率が 向．「：／一

す る こ とが わ か る．領域 分割法 で は，大規模 な線形問

題 を小規模 な問題 に 分割す る こ と に よ o て
， 並列処理

を可能 とす る と 同時 に ，前処理行列 に よ る 条件数 の 低

減 に 相 当す る効果 をもた ら し，反 復 処 理 の 効率化 が 摺

られ る，

3 ． 領域分割法

　3 ．1 部分領域 が オ ーバ ラ ッ プ す る領域 分割法

　領域分割法は部分領 域 （subdomain ）が オーバ ラ ッ プ す

る 領域分割法 と，オーバ ラ ッ プ し な い 領域 分割法の 2

種類 に大 別で きる．初 め に前者 に つ い て 簡単 に 紹介す

る．

　領域分 割法 は ，最 初 1870 年代 に 3‘7加 α ’マ に よ っ て 提

案 され た 4〕．その 方法 は 交代型 Sdlwarz法 （alternating

Schwar ∠ method ）と呼 ば れ，2 つ の 部分領域 を 合併 して

で きた 領域 上 の 楕円型偏微分方程式 の 境界値閲題 を解
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く手法で あ っ た が，元 も と は 数 値計算 を意図 した もの

で は なか っ た．そ こ で は，各部分領域 に 制 限 し．た 培 界

値 問 題 を 交互 に i「jS［｛くこ と に よ っ て ，全 体領域 の 解 を求

め る．2つ の 部 分 領」或が オ・一バ ラ ン プす る こ と 〔例えば

3 次 元 問題 の 場合 な ら ば，あ る 体積 を 共 有
．
す る よ う に

オ
・一．バ ラ 7 プす る ：：が こ の 方法 の 要で あ る 1：図 1参照 ：1．

つ まり，
一．一

方の 部分領域 の 培 界の
．．．・

部 は，他力 の 部 分

領域 の 内 部 に 含 まれ て お り，そ の 逆 も成 り立 つ とい う

状 況 で あ る，　
・
方の 部分領域 に お い て は 境 界に な っ て

お り，他力 にお い て は 内部 に な っ て い る 領域 は，一一・
ゐ

に つ い て は 境界条件が 誹 され ，他方 で は 解 が 求 め ら れ

る よ うな領妓で ある ．したが っ て そ の 領域 で は，他方

の 解 が
．
方 の 境界条件を与える と い う関 係 に ある．各

部 分 領 域 の 境 界値 口ll題 を 父 互 に 解 く こ と に よ り，解の

更新 と．境 界条件 の 更新 が 交互 に 行 な わ れ，こ れ を繰

1）返 せ ば条fトが よ けれ ばや が て は平衡状態 に 収斂す る

で あろ う．こ う して
．
ド衡状熊 に 到達 した 2つ の 解 は，全

休領域の 解 の そ れ ぞれ の 担当領域 を表 す こ と に なる ．

　 こ の ア イ デ ア を 数値計算の 手法 と し て ，一
般 の 複数

の 部分領域 よ り成る 問 題 に 拡張 した もの が，部分領域

が オ
ーバ ラ

．
ノ ブす る α，ur 、e 空間 （マ ル テ

．
グ リ ッ ド法に お

け る coarse 空 間 ．次 ［打1で 解
．
9｛す る）4）な い Schwarz 法

1：ene 　］evel 　ev じ rlappmg 　Scliwar乙 meLh 〔）d）と呼 ば れ る 方法

で ．領 域 分 割法 の う ち で 最 も簡単 な もの で あ る ，こ の

乃法 は ブ ロ ッ ク Jacobi法，ブ ロ ッ ク Gau 〜s−Seldcl法の

・
般化 とみ なせ る．

　 オ
ー

バ ラ ッ プ す る Schwarz 法 に は ，力1［法的 Schwurz

法 〔ad 〔huve 　 Schwarz 　 111et ］lod ），乗法的 Schwarz 法

〔multiPlicutIvc 　Schwar ／．　nコeth 〔〕d〕の 2 種類が あ る
Is ．．加「

法 的 Schw 抽 1
・
1 法 は 次 の とお リフ ロ ノ ク ．lacc）b1法 に 等 仙

で あ る．い ま，解析 対
．
象領域 全 体 Ω に 幾つ か の オーハ

ラ ッ プ す る 部分領域 Ω
∫ を 設定 した と す る．部分頑 域

Ω
’−Lの Dmchlcr 堵 界条件 を もつ 場 の 方租式 を離散化 し

て 得 ら れ る 係数 マ トリ ク ス をK
“

と す る．全体の 係 数 マ

ト リ ク ス K の う ち，∂Ω
’
上 の 自 由度 と9）　

．J一ヒ自由．度 との

相互 作用 を表す成 分 だ け 取 りHlした もの をκ
〃
とす る．

92　i −Lの Dlnchlel境 界条件 を 満 た す 場の 景 の
フ旨間 を い

と 記 す．全 体 自 由 度 の 空 il｝iVの ベ ク トル u の VJ一成 分

を tf
’ と記 す ．1司 じ く右辺 ベ ク トル fの vt 一

嘆分 を プ
’ と

記す．す る と線形方程式〔6）は次 の よ うに 等価 に 書 き直

され る．

Ki．luJ ＝L 1：：27）

加法的 Schwarz 　lゴ1は 、力 程式 〔27）を ブ ロ ッ ク Jacobi法

で 解 く予法で あ る，．
乗法的 Sしhwarz　l去は 岡 じ く方于ill式

［127：： をプ ロ ノ ク Gauss−Se］del法 で 解 く手法 で あ る．

　3 ．2 反復型部分構 造法

　部分 領 域 が オー・
ハ ラ ッ プ しな い 領域 分割法 に つ い て

簡単 に 紹介す る．こ の ノ回去は音ll分溝造法〔subsLrucLurlng

meLhodlb と11乎ば れ る ，本溝座 1回目で も述べ た よ う 1に，

こ れ は元 もと 直接法 に 某つ い た ア ル ゴ リ ズ ム で あ っ た

が ．後 に 1自接法の と こ ろ を 反 復 法 に 替 え た 方 法 が 有
．
望

睨 さ れ る よ う に な っ た，こ れ
≠’

反 復 型 部 分 構 造 法

（ILe］
’
：
・Ltlve　subsl ／ructu 「1ng 　mC 由 Od ）あ る い は S じhur袖 兀法

〔SchLlrc〔〕mplement 　me ［hod：1 と呼 ぶ ．こ の 方法で は．そ

の 概念や デ
ータ構造 を従来の もの とほ とん ど変 えず に，

従来 の もの よ り効果的 な 解法 が 期待 で き る ．

　 自1妙♪領域 が オー
ハ ラ

．
ゾ プす る 領域 分割t｝ttで は，オー

バ ラ ノ ブす る 那分が 狭 まる ほ ど，言、1．算 コ ス トは 下が る

が ，そ の 収束率も ト
．
が っ て し ま う．オ

ーバ ラ ソ プ す る

．’．ll分 が 無 くな る （隣 り合・
っ て 接 して い る だけ の 場 含な

ど1ともはや 反 復 して も解 は 全 く更新 され な くな る．こ

の 難 点 に 対 処 す べ く，反 復 型 部分 構造法 に は オ・．．パ

ラ ッ プ す る 領域 分割法 に は な い 処埋，部分領域 が 椄 し

合っ て い る 内紲 竟界上 の IS　Eii度 に つ い て 解 く処理が 追

1丿［1さ れ る 1：：図 2 参照），

〆

／

F2
「
r

Ω っ

一

Ω 1

　 図 12 つ の 部 分 傾 域 力屑
一

ハ ラ ソ フ 弓 る 偵域 分 割 法

s2
，
．Ω

2
は 2 つ の 1聯 ♪1、ダ［域．「

1
は Ω

三
の 1丿り韻に 含まれ る Ω

1
の 」

．「
界

の ．
高，「一よΩ の 内、

．
，1，．に含 ま九 る Ω、の 境 界の 一

韻て あ る 図 2 　1
．
「rf構造 法
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　部分構造法の 基 本的 な ア イ デ ア は次の とお りで あ る．

部分構造 は オ
ーバ ラ ッ プせ ず ， 内部境界 を挟 ん で 隣 り

合 っ て い る．したが っ て，自由度 は 各部分構造内 と内

部境界 Hの もの に 分け ら れ る．全 自由度 の 空間 を V と

し，部分構造内に 含まれ る 自由度 の 空 間 を Vr，内部境

界上 の 自由度 の 空 間 をV ’と記 す，ベ ク トル の 成分 の 順

序 を並べ 替えて hの ほ うに 内部 自由度 の 成分 u
’
，ドの

ほ うに 内部境界自山度 の 成分 ・｛
L が 来 る よ うにす る と，

全 体の ベ ク トル κ お よ び係数マ ト リ ク ス K は次 の よ う

に ブ ロ ッ ク 表示 され る ．

u ・〔餐1）…
方程式 は

ー
κ

κ

κ

κ
（28 〕

　　　　痔烈 誕：）・1　 　 ・・9・

とな る．こ こ か ら次の よ うな段取 りで，部分構造内部

自出度 が消去 で きる．K は レ 上 で 正 則 で あ る と飯定　　　　　　　　　　「尸
して 。係 数 マ ト リ ク ス を次 の よ うに ブ ロ ッ ク LU 分解

す る，

　 　 　 　 κ K 　 　 　 　 1　 　  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 KK

　　　　・：1・：1；

K，，。：
11 　 〔y

’
ボ 　（3°）

こ こ で ，∫ は K の Schur補元 マ トリ ク ス （Schur　complc −

ment 　matrlx ）と呼ば れ次 で 定義 さ れ る （あ る い は 式（30 ）

自体 が 定義式 と もい え る ）．

　 　 　 　 　 　　

∫≡ κ、，− KvK ，彈K ，， 〔31）

一
κ1。、

，　 ？）・ 訟 一 ・ 齢 亅に な

る こ とか ら方程式（29）は次 の よ うに 書 き直せ る ．

　　 翫 ：・
．。1。… ）1：）・…

こ の 方程式は，まず 2 行日 の 方程式を 1．｛　L に つ い て 解

き，こ れ を 1行 目 の 方程式 に 代入 して u
“を解 く．こ こ

で は 全自由度の うち u
・が 独立 な変数 で あ り， Ll

’は u
／

の 従属変数 と して 扱 わ れ る．こ れ は，一．
般 に あ る 領域

上 の 微分方程式 の 解 は そ の 境 界 条件 で 決 まる が ，こ の

境界上 の 値が 境界内部の 値 を定 め る とい う
一

般的 な関

係 が ，内部境界自由度 と部分構造内部 自由度の 関係 に

反 映 して い る わ け で あ る ．

　解析領域 が n 個 の 部分構造 に 分 か れ て い る と きは，

ブ ロ ッ クマ トリ ク ス K は n 個の ブ ロ ッ ク か ら な る 対　　　　　　　　　　／t
角 ブ ロ ッ ク マ ト リ ク ス に な る．し た が っ て 計 算 は ブ

ロ ッ ク ご と の 計算を基本 に して 行 な わ れ ，こ れ を並 列

に 処 理 す る こ とが で きる．

　直接型部分構造法 は ，Sehur 補 元 マ トリ ク ス S を実

際 に 直接法 で 扱 うが，特 に 大規模問題 の 場合 S に は

κプが含 まれ るの で その 算出自体 に 大きな計算 コ ス トが

掛か り，さ ら に ∫ は
一

般 に ス パ ー
ス で は な い の で こ れ

を直接扱 うの は メ モ リ消費の 面 で も不 利 で あ る．反 復

型 部分構造法で は，S は 陽 に は 扱わず S の 作 用 と同 じ

効 果 を も ち計算 コ ス ト，メ モ リ使用量 を削減で きる ほ

か の 処 理 で 代用す る，こ の 代用処 理 とは ，定義式 （3D

か ら容易 に 確 か め られ る 次 の 関係式 を利用 した もの で

あ る ．

　　　際 烱 ・〔捌 　 　 ・…

こ の 式 で ，が は与え ら れ た ベ ク トル ，tlt は未知 ベ ク ト

ル で あ る，つ まり，第 1行を “
・
に 関す る方稈式と見 て

こ れ を解 き，そ の 解 llt を使 っ て 第 2行左 辺 を 計算す れ

ば，tt　
・S に 直接 ∫ を掛 けた もの と等 しい ベ ク トル が 得 ら

れ る，こ れ は 構造解析の 場含 に 当て は め て 解釈すれ ば，

外 刀ゼ ロ で
， 内部境界 上 で 拘束条件 が うえ ら れ て い る

場合の 内部境界上 の 反刀の 計算 に 相当す る．副算量の

大半 は 線形 方程式 求解
一

回 分 ，計 算に は ス パ ース で

あ る こ とが期待で きる 元の 係数行列 デ ータ しか 使 わ れ

な い の で メ モ リ も節約 で きる．

　 3 ．3 領 域 分 割 法 と 前 処 理 と の 関 係
一 一

　　　 Schwarz の フ レ
ーム ワ

ー
ク

　既 に 述 べ た よ うに，領域分割法 は 反復法 に 対す る 前

処埋法 と し て 位置付け ら れ る ．こ の 定式化の 枠組み は

Schwarzの フ レ
ー

ム ワ
ー

ク （Schwarz　framework ）と呼ば

れ て お り，以 下 の 解説 は Schwarz の フ レ
ー

ム ワ
ー

ク に

つ い て 述 べ た もの と もい え る II．逆 に ，　 SchWai・7．の フ

レーム ワークで特徴付け られ る 方法は すべ て Schwarz

法（Schwarz 　method ）と呼 ば れ，反復型部分構造法 も

Schwarz 法 の
一

種 で あ る ．

　 こ れ まで どお り問題 を IE 定値対称問題 に1堤る．線形

方程式 〔6）か ら境界条件 に よ り束縛 され る 自 由度 を取 り

除 い て 整理 し て 1司 じ く方程式（6＞の 形 に ま とめ た とす

る．Ω は 有限要素分 割 され て お り，V を Ω 上 の 拘束 さ

れ な い 全 自 由 度 の ベ ク トル 空 問 と す る．K は正 定値対

称行 列 で あ る，

　こ こ で ，Ω を領域 分 割す る．こ の 分 割 は 要素 を 切 断

す る よ うに は 取 ら ず ，境 界面 は 必 ず 要 素 の 面 （2次 元 の

場合 は 線分）に なる もの とす る．1 を分 割 され た 部 分 領

域 の イ ン デ ク ス と して 各部分領域 を Ω
’ と 記す，Ω

’ は

互 い に オーバ ラ ッ プ し て も しな くて も か ま わ な い ．し

か し，も ち ろ ん部分領域 は 全体 で Ω を 覆 い 尽 くして い
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な けれ ば な ら な い ．Ω の 自1」≡「度 をΩ 仁とそ の 境．界 に 含ま

れ る 節点 の 自 1「．1度 に 制 限 した 1三i由 度 の 空 間 を V ’ と す

る．Vlは V の 部 分 ベ ク トル 空 間 に な る．

　 こ こ で ，v ’ −L の 半1卜．．L 値対称行ダ1亅KY を定義 して ，

vr上 の 線形
．
方租式

κ β ＝ し
・ノ

（34：1

を設 定す る，tf1，ジ は Vl の ベ ク トル で あ る，K ，

は，κ

を vt に 制 限 した 行列，あ る い は Ω
S の メ ノ シ ュ か ら得

ら れ る係 数 行 列 な と
’
に す 札 ば よ い （こ の 2つ の 行 列 は

一

般 に 箸 し くな い ．なぜ な らΩ
f
の 内部亅コ毛界 Eの 節点 に 対

r芯 す る 有 1製 要素 彡；［ξ底閏叡 まΩ
J
に 制限 され る と Ω

’
の 外

の 邦 分 が 削均 取 ジっ れ て 変 っ て し ま うか ら ：1が，両彳」列 と

も iE則 に な る とは 限 らない ，そ こ で ，κ
’ と して こ れ ら

の 行 列 を
．
1ト：則 化 した もの な ど を許 す た め に と りあ えず

K ，は K と は 独 立 に 定義で きる こ と に して お く，方 程 式

〔6｝を ク
．
ロ ーパ ル な 方背式，1：341を ロ

ー
カ ル な 力程式 と

［呼ぶ こ と に す る．

　 V に は有隈要素基底 1對数 1に 基づ く自然 な 内積 が 定義

され て い る．V ’
に もそ6）内積 を受 け 継が せ る．P 厂 を ゼ

へ の 直交射景行
二・とす る．直交射影子の 定義か ら t’1 は対

称行列で あ る．方・T．1．式〔34）で 定義 したκ
’は 半正定値対

弥 と仮定 した．．rE定値 で あれ ば逆行列が 存在
r
ケる が ，

そ うで な い と きは
・
般化逆石 ／f］」を 考

’
え る ．グ ll　・一ハ ル

な LIII．i．1度 と こ の ロ ・．一カ ル な 逆 行列 あ る い は
一

般 化逆 彳J
’

列 を黏 び つ け る た め，グ ロ ーバ ル な ベ ク トル を 1
’
1　一一力

1ンなベ ク トル に 写す行列 Gl を 次 で 定義 して ，ロ ーカ

ル な前処理行列 と呼 清；こ と とす る．

　　　 G ’
≡ （κ

’

）pt 　 　 　　 　 　　 　 ［1　コ5　1）

こ こ で ：：Ki：1
一
は κ

ノ
の
一・

般化逆行列 〔正則の 場合は 逆行

列 を表わ す とす る 1で あ る．

部分領域 が オ ーバ ラ ッ プ す る領域分割法 の 場合

　31 節の か
．一

バ ラ ソ プ す る Schwarz 法 の 場 合 は，方程

式 〔：2刀 の KfJが ロ ーカ ル な 方程式の Ki に な り，G ’ は

（ノ（り
一
に なる ，

反復 型 部分構 造 法 の 場 合

　32 節 に 述 べ た 反 復 ≧1［［部 分 構 造 法 の 1易合 は Ki を まず

Ω
’
の メ ノ シ．：・．か ら得 られ．る係 数 行 ダilに と り，各 痔「1分 構

造 Ω
1 を さ ら に そ の 境．界 と内部 に分 け て ，式 〔：3〔〕）の κ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t／

と ．S’を 各部 分 構 造 に 分 け た t）の Kr，と ∫   あ る い は ∫
’

が 正則で ない と きに そ れ に 単位行列 を三1塰当に ス ケ
ール

倍 した もの を 加え て 正則化 した もの な ど で ロ ーカ ル な

方祚式 を設定 す る ．対
．
応 す る ロ ー

カ ル な 舸処 理 行列 ば

そ れ ぞ れ 〔κ1，）
IPII’1’

、〔SJ〕P
’

ある い は IL則化 され た st

の 逆行列 XPS とな る．こ こ
r
ぐ P げ 1よ Ω

厂の 内 部 1二［1．1．1度．

空 間へ の Ki 直交射影子 て あ る 1：：詳 し くは 次回説明す

る ：】．S・
’
の 代 わ りに κ．を 各llr汾 惜造 に 分 け た も tJ）κ（、

や い っ そ の こ と単位行列 に 簡素化 して 事
．
実 ヒ内部境界

白由度の ロ ー一・カ ル な力
．
程式を焦 くして しまう力

．
法もあ

る ．

前処理 行列 G と の 関係

　領域分割法 と前四 ［旦行列 σ との 関 係 ぱ次 の 1垣 りで あ

る．部分領域 が オ
ー一

バ ラ ッ プす る領域分割法，反 復型

ぎ「1分 構 造 法 の 場 合 と もに，．L記 の ロ ーカ ル な 前処 卦1駈

列か ら グ ロ ・．バ ル な1〕if処 理 行列 σ を

　　　 G ＝ Σσ 　　　　　　　　　　　 （36）
　 　 　 　 　 1

と定義す る．こ の G に よ り元の グ ロ ー
ハ ル な方

．
程式を

；欠の よ う に ≠トき頂：す ．

GKu ＝Cf 137）

も ちろ ん こ の 前 処 理 ば．方
’
背 式 〔34：1の Kl の 宝 義 に 依

存 す る，P ’が vs へ の 直交射影子で Kl は VJ 上 で 半 〕L

定il白：対 弥だ か ら，　 G 　
i も γ

厂 ヒで 半Tl三定イ1彑対
．
称．した

が っ て G は半 正 定値対
．
称 で あ る ．しか し．グ ロ ー

ハ ル

な1L：定値対
．
称彳丁 ダ1］K を部分領域 に 分解す る と 半τ1三定値

に なる こ と を逆 に た どれ ば，Ki を 適切 に 設定 して 半 11三

走値対称の ぴ が 集 まっ て で きる G が 全空間 ゾ 1’．で 」
．
L

定値対 称 に な る よ うに
“
看 きる，第 22 節 で 述べ た こ と

に した が うと，V の 内程iを標準の もの か ら σ の 逆彳］
．
夕「亅

に 替 え た と み な せ る．こ の 新しい 内積は ，部分領j或自

由皮が 相 互 に 独立 で な い の で 正 確で は な い が，お お よ

そ Kf の 重 ね 合 せ で 構成 され て い る とい える．

　 こ の 前処理 は，数値 計算一L次 の よ う に 処 埋 さ れ る．

残差ベ ク トル t
・
に 前処理 G を 施す 場合 を考 え．る．G1・の

割算 は ，まず ベ ク トル 1
’を 各部分領域 の ロ ー

カ ル な ベ

ク トル 炉 こ分 解す る ・：y
’・1　［・ニロ ー

か レな方程式 （34： 
一e

な わ ち

1G’r ，
＝x

恆 ・
一・

’

「：3g，）

を 各部 分 領 域 ご と に 独 立 に 解 く．最 後 に 摺 ら れ た 各

（プ〆 を全部分
』
領 土或に渡 っ

．
て足 し合わ せ る．反復法 で 解

く場 合，方柑式 G7 〕1 の 求解処理 は 前処理 が その ノぐトを

占め る が 、こ こ に 示 し た よ う に ，そ の 前
’
処 理 の L］1核 が

各部分領 域 に 分 解 され 部分領域 ご と に 独 立 に 行 な わ れ

る．

　以 上 の グ ロ ・．バ ル な前処 理 行列 σ の
’
定義 13611 は 実 は

一
般的で な く，話 を 簡

’
ド．に す る た め 第 31 節 で 述 べ た

−
．

〆
．’
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加法的Schwarz法 と第3．2節の 反復型部分構造法の 定式

化 に限定した もの で あ る．乗法的 Schwarz法 まで 含 め

る た め に は，次 の よ うに す る．部分領域の 数 を n とす

る と，n 変 数 の 多項 式 g α
［、，
＿

或，−1）で 定数項 ゼ ロ の も

の を導入 す る．そ こ で グ ロ ーバ ル な前処埋 σ を C ’に

よ っ て 次 の よ う に 定義す る ．

Gκ＝C （G
°K，…，σ

卜1
κ ｝

こ こ で ，多項式 g を

ρ（痴，…，・x，，．1）＝1− H 〔1一κ∂
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’

（39）

〔40）

と選 ん だ もの が 乗 法 的 Schwarz 法 で あ る．す で に お わ

か りの 通 り，加法的 Schwarz 法 で は

c （Xl・・…・都 1〕写・ ・ （41）

を取 っ た もの で あ る ．乗法的 ， 加法的 と呼 ば れ る ゆ え

ん もわ か る ．さら に，他 の 多項式 を採用す る こ と に

よ っ て ，加法 的，乗法的 以 外 の 様々 な タ イ プの Schwarz

法が定式化で きる．しか し，現在の とこ ろ実用 面 で有

望 な もの は，最 もシ ン プ ル な加 法的 Schwarz 法の よ う

で あ る．

4 ． 今回 の ま とめ と次回 の 予定

　今回 は，有限要素法 とそ の 離散化 に よ り得 ら れ る線

形 方程式 の 前処 理 ，反復法 に 対す る 前処理 の 効果 に つ

い て復習 し，領域分割法に つ い て の 概要を述べ た．領

域 分割法は線形 方程 式の 解 法にお け る 前処 理 とみ なせ

る，こ の 枠 組 み を Schwarz の フ レ ーム ワ
ーク とい う，

次回 は，反 復型部分構造法 の 前処 理 に マ ル チ グ リ ッ ド

法 を採 り入 れ た BDD 法（Balancing　Domain 　Dec ｛〕mposi −

tion　mCthod ）を 中心 に
，領域 分割法の 高速化

．
r法 に つ い

て 述べ る 予定 で あ る ．

　 　 　 　 　 　 　 　 参 　 考 　 文 　 献

1） Burry　F，　Smath，　Pe［terE ．　Bjφrstad ，William　D ，　Gmpp ：Domam

　 　decompesition ：para］1e［mul 匸itevel 　 methods 　for　eliiptic 　part：at

　　dlf「eren ［ial　ec］uatl 〔，ns ，　Cambridge 　Unlvers1［y　Press （1996 ）

2冫　藤野 倩次．張紹 良 反復 法 の 数 理、朝倉審：店 〔1996）

3＞　森正 武 ，杉 原正 顕．室 田
一

雄 線形計 算 「岩波講座，応用

　 　数学」　，岩彼 書店 （1994）

4冫　 HA ．Schwarz 　CJesummelte　Mathemattsche 　Abhandlungen ，
　 　 volunle 　2，133〆143　SprLnger．　Berlin（1890）　Flrsl　published　m

　 　＞ icrrctjahrsschmfr 　Naturforsch ．　Gcs ．　Zurtch，15，2ア21286

　 　 （1870）

5冫　 P、Le　TaHec 　Demain 　Decompos ［tton　Methods 　tn 　Compu τtl−

　 　uonaL　Mcchanlcs，　ComputaLiona］N｛echun ］cs　Ativances，1，121／
　 　 22D （1994〕

」
卜成 15年 9 月 一 41

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


