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《小特集》

Low　discrepancy数列の コ ン ピュ
ー タ グラ フ ィ ッ クス へ の 適用

土 ．井 章　男
＊

　ABSTRACT 　ln山 1spapcr ，　we 　apphcd 　k，w 　dlscrel） ：111cY 〜 equence 〜 ｛o　thc　flcldof 　2D　and 　3D 職 mphng 　problems　of

lmage 　syllthesls 　of 　Compu ［erGraphics （CG ：） A 〜 10w−d．：sci1じpuncy　sequences ，　we 　sele ¢ ted 　Sob‘）［丶 seq し」cncc 卜，　Gl ，SR

sequences 、　Good 　Lattlce　Pol．冂t〜．　and 　Ha111mer〜ley　P‘〕mls 　 We じ va ［しlatじd ［hesc　sequer 】ces 　III　compuLa 口〔：）1
．
tu ．口．1me ，　c］1s−

crepancy 、　and 　RMSerror ，　and 　sh 〔）w 　l．he　ei1【亡cUvene ∬ and 山 c　prob±cms 　ot
’
　lew　discrepancy 〜equences ．　We 　al、opm −

P〔，sed 　a　3D 　samplln9 【nethod 　based　on 　low−dlscrepancy　s じqu じ rlc じ．s．　and 　 lmprovc 　thc　pcrfor111aoce鬻uore 　than　47　per−

cents 　ln　cemparisor 】 with 　the　pret，lous 　1
．
1
．
、ethod ，

1．　 は じ め に

　複雑 な 数｛直積分 を解 く．手．法 と し て モ ン
．
テ カ ル ロ

（Monte−Carl（＞II法がイ丁．名で あ り，その 中 で は 乱数 が 重用

な役割 を扛レっ て い る．こ の 乱数 を乱 数 よ り も
一・

様 に 分

：布す る数列（low　dlscrepancy 数ダ1」：1 に 置き換え て，モ

ン テ カ ル ロ 法 を 高 速 に し た 手法 が 準 モ ン テ カ ル ロ

（Quas1−M 〔｝ntc −Curio．Il　l去で あ る，デ ィ ス ク レパ ン シ イ

（dLscrcpancy）と は，舌L数 の 　
・
様な分 布を表わ す 1つ の

尺 度 で あ り，そ の 値が小 さい ほ どその 乱
．
数は均

一・
で あ

る と言 え る ．　D ］screpancy の ・1・さ な数ダ1」を low　dIscrepancy

数列 と呼び，代表的な もの と して，Hait〔｝n 数列月 U 綜，

Sobol数ダi∫
1「：：＝，　GFSR 委交歹lj／119 ：：，　Go  d　L．atl．1ce 　Pointsi！，，

H れ mmerslev 　Pc川 1t罰
1／／：：

などがある，　　　　　’

　 コ ン ピュ
・一

タ グ ラ フ ．．i ン ク ス 1：以後，　 CG と1略す ：1 の

分野で は，
．一一

殻 に low　d1〜crepancy 数列 よ りも乱数が JT］

い られ て い る，2次元 空 間 で の サ ン プ 1．1 ン グ で は，
．
画像

生成時 の エ ．イリア ス を防ぐた め に ，．］ittcrcd　san ］phngS　
f’：

が 使用 さ れ．る ，3 次兀 空間で の サ ン プ リ ン グ で は
T ’］］t−

tered 　ramphng のtrJ、PJ長と　Lて ，　Slrallflccl　sanlplmg カミ
」是案

さ れ て い る
二．1．ど

．
ら ら の 方法 も サ ン プ ル す る 領域内

1；：strat ［fied　sampllng の 場
．
含は⊥求

．
面∫も し くは 均q旗 3 角 廾参

で サ ン プ ル．数が等し くな る よ うに決定 され る．

　CG に お け る low　d1〜crepancy 数 列 の 適用 と し て は，

iV［etierrc ／．tleti・が 理論的 に デ ．イ．ス ク レ パ ン シ イ の ／1・ さ な

Geud 　Lattヨoe 　Points と H．unlrnersley 　PoLntsを提案 し，こ

八PPItじ EltluE ｝s　ot 　L 顧w 　Dl丶c1
’
epuncy 　Scquel】ces 　h ｝r　ConlPuter

G1．aphlcs 　 By 　Akio 　I／）ot 〔Faし u1 【yof 　lnf〈）「【rlLltloE 】 and 　Sofl．ware

Sqence ．　Iwatc　P1’ot
’
ectural 　Umver 丶1t＞弓

＊ 1岩于・［駄立
．
ノく与ニソ

．
7　ト　

・フ　．ニ ア
．1甫幸艮学音1〜

れ ら の 数列 が CG に 有効1で ある と示唆 した 1三：1，しか し

な カごら，iVlet ピ々 η
・
elt‘

・F ｝よ実際の 陶百象生 ∫茂に は 適 　：FIし
『
て

お らず ，また，誤差 評 価 も行 っ て い な い ．最 近 で は ，襾

素 の サ ン プ リ ン グ
ul

，大域照明問題
10；

，
．
画光 源 の 輝度

計算
一 1

に ］ow 　discrepancy数ダi！を適用 し．た伊1」が あ る が，

どの low　d且〜cre 隣 ncy 数列が有効で ある か は 明確で は な

t．．．、鹽

　本稿 で は，代
．
衣的 な CG ア プ リケー

シ ョ ン へ の 適1．1．」

に 際 して，最 も適 した low　discrepanc）
’数 列 を発 ．兇 し，

理論的 に デ イ ス ク レ パ ン
．
シ イの 小 さい 数歹】」が必ず しも

CG ア プ リ ケーシ ョ ン に 有効で な い こ と を実験的に 示

す，また，hw −dlscrepancy数列を用 い た 3次元サ ン プ

リ ン
．
グ法 を提案し，本手法 が 従来の 乱数 をJllい た 方法

に比 べ て ，高速 か つ 良好 な サ ン プ リ ン グ特惟 を持 っ て

い る こ とを示す．

　本文の 描成 は，第 2章で 画像生成 に おけ る エ リア シ

ン グ と従来 の 乱数を川 い た サ ン プ リ ン グ乎法，そ して

デ ィ ス ク レ．パ ン シ f に つ い て 説明す
．
る ．第 3 章 で は

，

S ・b ・】数列，G 卜SR 数列，G 。 ud 　Lau．1ce　P・ lnts．Hammcrslcy

POtntsの 慨 Ili各に つ
1》・て 述 べ る，第4 章で は，．各1  w 　dls−

crepancy 数列 と CG てr最 もよ くイ吏1．目さ れ て い る j］ttcr
・
Cti

〜amplmg
ω を 」七較検 毒1し，計算時間，デ ィ ス ク レ パ ン

シ イ，精 度 1：RMS 誤 差）の 3点 か ら 2次元 サ ン プ リ ン グ

結 果 を評 価す る ．第 5 学：で は，k、w 　diSCrcPancy 数 列 を

用 い た 適 応 的 3 次 元 サ ン プ リ ン グ 法 と ル ッ ク ア
．
ソ プ

テ ・．一ブ ル 力式 に よ る lc，wdhsCrepa ・lcy
．
励 1吐、．成法 に つ い

．
て 遡三

’父 る ．　
．
第 6 」曽：ま辛吉詩龕

ヤ
で『凌）る ．

2．　 画像生成 に お け る エ リア シ ン グ とデ ィ

　　　ス ク レ パ ン シ イ

／
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　2．1　画像生成に お ける エ リア シ ン グ

　画像生．成 に お い て エ リ ア シ ン グが 発生 す る の は，直

線，多角形，色，輝度，時間などが連続的で あ る の に

対して ，そ の 画像生 成結果が サ ン プ リ ン グ不 足 の た め

離散的 に な る た め で あ る．こ れ を防ぐ方法（ア ン チ エ イ

リ ア シ ン グ）と して ，よ く使用 され て い る の が ス
ーバ ー

サ ン ブ リ ン グで ある 4．’．ス ーパ ーサ ン ブ リ ン グで は，サ

ン プ リ ン グ領域 に対 し てサ ン プ リ ン グ数を増加 させ ，

各サ ン プル の 平均，もしくは 重 み 付け した 平均 に よ り

計算する．

　画素領域 に対す る従来 のサ ン プリン グ手法 と して は
，

N−rooks サ ン プ 11
ン グ，　 potsson　disk　sampling ，　 jittered

sampling 等が あ る 16’，こ れ らの 方法に共通 す る こ と は，

均
一一．

に サ ン プル 点 を分布 させ る た め，サ ン プ ル 点 の 位

置制約 を弱 けて い る 点 と乱数 を用 い て い る点で あ る。

N−rooks サ ン プ リ ン グで は，あらかじめ 区切 ら れた 区

画 で ，各サ ン プ ル 点 が お互 い の 行 お よ び 列の 区画 に 入

ら な い よ う制約して い る．poisson　disk　sampling で は，

各サ ン プル 点間の 距離が ある
一
定値以上 に なる こ と を

保証するため，一定値以上 に なる まで サ ン プ リン グを

繰 り返 す，そ の た め，サ ン プ リ ン グ点が 増加す る と計

算効率が悪 い ，jittered　sampling で は，まず，画素領域

をサ ン プ ル 数 で 区画化 し，各区画内の 位置 は 乱数 に よ

り決定す る，そ の た め，各区画内に必ず サ ン プル点が

存在す る，Jittered　samphng は ，上 記サ ン プ リ ン グ 法 の

中で最 も効率 が よ く，　 般 に使用 され て い る．Jittered

sarnplmg の N が 16，64 の 場合 の 分布 を図 1 に 示す．

　2．2　 デ ィ ス ク レ パ ン シ イ

　S 次元空間の 単位 、lt／方体 1・＝ ［O，1p に分布する 点の 集

合 xl．x2，＿κ
・V
を評価するひとつ の 尺度が デ ィス ク レパ

ン シ イ で あ る．

　x
］．x2，＿，副 ⊂ 1・ を満たす点の 集合と部分集合G ⊂ 1「

が 与 え られ た と き，x
，
　EG を満 た す点 の 数を数え る 関

数∫、v （G）を用意す る，次に 任意の 点 κ ＝（κ 1，κ 2，＿，κ、）∈

1・に 対 して ，式 （1＞で 区切ら れ る s 次空間内の 領域をG

で 表す．

．［

図 1Jlttered 　Samplm9 ［IN＝16，　64〕

Gx ＝亅O，　x1 〕× ［0，　x2 ｝× ・・x ［O，　Xr） （1〕

こ の と き，デ ィス ク レ パ ン シ イ は 以 下 の 式で定義さ れ

る
2｝．

D
＊

〔κ  エ
2．…，κめニsup 　1　S，v （6．，）− N 荊 κ2

…x占1．　〔2）

本デ ィ ス ク レパ ン シ イ の 定義 で は，領域 G が各軸 に　　　　　　　　　　　　　　　　　　 tI

垂直な区 画 に なる た め，関数S，，（G ）の 計算は容易であ

る．Dobkin らは任意軸の 区画を与える デ ィ ス ク レ パ ン

シ イ を定義 し，その 計算方法 に つ い て 述べ て い る が 2D〕
，

関数 5話G）の 計算 は 複雑 に なる，

　2 次元 の 簡単な例を示す と，総数 1000点 （1＞＝1000）

の サ ン プ リ ン グ 点の うち ，
4等分 され た 区画の 左下 の 領

域 〔κ 1
＝0，5，κ 2

＝0．5）に 245点入 っ て い た とす る と，デ ィ

ス ク レ パ ン シ イ D
”
〔O．5，　O．5）は sup　1245− 1000 ＊ 〔〕．5 ＊ ｛）．51

と言i’算され る．

　我 々 は デ ィ ス ク レパ ン シ イ を計算す る 上 で，次 の 方

法を用 い た，

（D 生成 さ れ た数列 を面積 1の 領域 に分布させ る．

（2）領域内で，乱lft　a，　b に よ り，左下隅を（o，　o），右上

　 隅 を（a ，b！とす る 長方形 の 区画 を決定す る．

（3）区画の 中の 点 n を数え，その 場合 の デ ィス ク レ パ

　　ン シ イ夬「 a ＊ ろ を副算す る．

こ の 方法を適当な 回数，繰 り返 し，デ ィ ス ク レパ ン

シ イ に は そ の 平均 を用 い た．こ の 方法以 外 に も数列を

発生 させ る度 に デ ィ ス ク レパ ン シ イ を計算し，奈体の

算術平均 を求 め る 方法 もあ る が，今回 の 評価 に は 用 い

な か っ た．こ れ は ，Good 　 Lattice　 Points お よ び

Hammers．　］ey 　POintsの 生成順序が 領域を端か ら順 に埋 め

て い くためで ある．

3． Low 　discrepancy数列

　Low 　discrepuncytw列と して数値積分で よ く使用 され

て い る代表的なLow −disc［cpancy 数列 に は，Sobol数列，

Halton 数列，　 GFSR 数列，　 Good 　 Latuce 　Points ，

Hammers 】ey 　Pointsな ど が あ る ．こ こ で は ，　Neiderreiter

らが CG ア プ リケーシ ョ ン に有効 で あ る と提案 して い

る Low −discrepancy 数列 の Good 　Lattice　Points と

Hammersley 　Pomts ，そ して Sobo】数列 とGFSR 数列

（Halton数列 は，HammersleyWX 列 の 部分 数列 で あ る）を

取 り一L げ る ．サ ン プ ル 点 の ば ら つ き度合 と して は
，

Good　Lattlce　Pomts ，　 Hammel ’
s］ey 　Points，　 Sobo1 数列，

GFSR 数列の 順 に 前者ほ ど規則的 で あ る ，

　3．1Sobol 数列

　Sobo 【数列
1．E）

は，　 O か ら 1の 間 の ．ノ番 目 の 実数 X を辰
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 J
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さ w の 特別な 2進数配列称1＝1．2，＿．v・
’を用 い ，各ざ

の 1 番目の ビ ッ トが ゼ ロ で な い とい う条件 の 時 の み ，

元 の 数列と2 進数配 列の要素V の XOR （排他的 OR ）を　　　　　　　　　　　　　 1

と る．以 降，各数列 V は 連続的に 生 成 され る，Sobol数　　　　　　　　　「

列 の N が 16．64 の 場合の 分布 を図 2 に 示す．

　 3．2　GFSR 数 列

　L ビ ッ ］・GFSR （Generahzed　feedback　shif ［reglstcr ）数

列 tt、，　i＝ t，2，．．．，は，以下 の よ うに 定義され る
L’・bV／，

　 　 　 　 　 L

　　　u・＝
．，；ibc （s

−・2
” ＝O・af… 1

…
・

・．1

　　　　　・幅 1：吉）
1

＋ 帆，． 、（吉）
2

＋ … 　 〔3）

こ こ で ，b．，ノ ＝1，2，．、』は ，　 a　hnear　feedback　shit
’
1　register

と呼 ば れ る
，

ビ ッ ト列 で あ る．Lewis と P ‘，、ソ喫 は ，　 r 次

元 の d の 値 は 100　r よ り大きくすべ きで あ る と述べ て

い る 員 ：．全体の 数列は r よ り小さな s を用い て連続的

に 生成 される，

　　　 1．t，　＝　tl、一厂＋，XORu ，，．　　　　　　　 （4）

GFSR 数列 の N が 16．64の 場合の 分布を図 3 に示す．

　3．3　Good　Lattice　Polnts

　Good 　Lattice　POintsi〜，は，優良格了
・法と も呼ば れ，サ

ン プリン グす る個数 酬 ≧ 2）と適当な整数 g （1 ≦ g ＜ 恥

を用 い て
，

t）fr
・〔発・［咢）妙 ’・

・o」，・… N 一
い 5）

こ の と き，lt］は，実数’か ら，〔0 ＜ 国 く D へ の 変換を

意味す る，こ の 点列 は N ．rooks サ ン プ リ ン グ とな る ．

Good 　Lamce 　PomtS の N が i6、64の 場合 の 分布 を 図 4に

示す，

　3・4　Hammersley 　Points

　Hammersley 　Polntssn
’
y は，整数値 n （＞ 0）の バ イナ リ

表現 ，1 ＝ax ．1ak−：
t．alac

エ
の ビ ッ ト列 を 反 転 させ た．式 （6）

の ビ ッ ト反転関数 Φ（ω を定義す る ．

Φ 〔n ）＝O・［？u・・1
…

咋 1
・

・姐訓＋司ザ＋
…  

こ の 結果，Φ（n ）は，0 ≦ Φ （川 く 1 を 満 た し，次式 の

Hammer．s［ey 点列が定義され る．Φ（广η の み を．E「1い た も

ヴ）が Haiton数列 で あ る．

　　ノ肩 持・Φ 圃 fo冖 ・ ・ o・」，…，N − 1 （7）

Hammcrsle ．y　Peintsの N が 16
，
64 の 場 合の 分布を図 5 に

小 す，

4． 評 　価

　4．1 計算時間

　各サ ン プリン グ法 の 生成効率 を評仙iす る ため ，我 々

は 6種類 の ア ル ゴ リズ ム ，SQbo1薮列，GFSR 数列，Good

Lattice　Polnts，　 Hammerslじy　Points，舌L数に よ る方法，

jittcrcd　sampling を C 言語 で 実装 し，　 HP90001770 （PA −

RISC ＠ 100MHz ：IHP −UX 　BIOOI ．Lの UNIX 　time 機能 を

用 い て 計算時間 を計測 L た．Sobo］数列，　 GFSR 数列，

Good 　Lattice　Po】nts お よび Hammersley　PeinLsの 実装 に

！⊥一

　　 I　　 i
−一一一L−一 十

一一
　　 …　　 1
　 　 …　 　 1

ニヨ

一 十 iニー

　　　　　　　　　　ド7

図 2Sobo1 数 列 （N ＝16．64〕

丁下
．．．
1
．一
｝
．一一一．．．

図 4Good 　Lattice　Pomts 〔N＝16，　g＝7）、〔N ≡64，　g≡i311

］ 三
一．一＿ 上L

・ ー
1
図 3GFSR 数列 llN ＝16，64：1

．．．．−1．

．．
「

．

　　｛ …　 ・
’j　l、・ 1

⊥t
…

1卞匚「
一一

i

．
．
…一

．∵ キ ・
・

ト
　 　 　　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　　 ，　　 　 　 　　 　

　 　 1　 　 　
’
　 　 1　 　 ．　 　 1

図 5　　Hammerslev 　POints　Il　N＝16、64）
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は，そ れ ぞ れ，文献 15｝，11），12），7）を参考 に した．乱

数 に よ る 方法お よ び jittered　sampHng に は HPIUX 上 の

randO 関 数を用 い た．乱数 に よ る 方法 は，画素領域 の

サ ン プ ル 点 を独立 に乱数の み で 決定 し，Poissen　Disk

Samplingの ようなサ ン プル 点の 取 り直 しは一
切行 っ て

い ない ，表 1，2 は
，
512xsl2 画素 に 対す る斜め格子

パ ターン お よ びサ
ー

キ ュ ラ
ー

ゾ
ー

ン プ レ
ー

ト（Circular

zone 　plate）（図 6）を生成す る際 の CPU 時間の 平均値 で

あ る．斜め 格子 パ ター
ン の 線の 厚み は 画素幅の 半分で

ある，

　各列 は 1画素当りの サ ン プ リ ン グ数 （16サ ン プ ル r64

サ ン プル ，256 サ ン プル ）を表わ し，数列発生時間 と図

形評価時間の 両方を含む．両パ ター
ン における 計算時

間の 違 い は，各パ タ
ー

ン の 関数値計算に よ る差 で あ る．

我 々 の 実験 で は
， 両パ タ

ー
ン で Sobo】数列が最 も速 く，

2番目が Good 　Lattice　Pointsで あ っ た．そ の 理 由として ，

Sobol数列 の 生成方法が ， 条件分岐とXOR 〔排他的 OR ）

表 1　S12 × 51211素に対す る計算 時間 劇 め格子パ ター

　　 の 〔秒）

1画素 あ た りの サ ン プ ル 数 （16）
厂
t64♪ （256）

Sobol数列 29、60U7 ．77470 ，D7
GFSR 数列 84．i2348 ．821445 ，78

Good　Latnce　Polnts34 ．92138 ，88555 ．27
Hamnler5］ey 　POInts 48．82193 ．94773 ．92
randO （HP 〆UX ） 43．5617343693 ．82
Jlttered　Sampllng 82．67327 、871308 ．39

表 2　512× 512画素 に対 する 計算時間 〔サー
キ ュ ラ

ー一
ゾ
ー

　　 ン プ レ
ー

ト政秒 ｝

艮画素あた りの サ ン プ ル数 （16〕 （64） （256）

SobDl数列 7．953108123 ．49
GFSR 数列 6245258 ，95 且080．4S

Go りd　Lauice　Pomts 13．4152 ，91210 ．78
Hammersley 　Poin［鷲 33、95220 ．471223 ．81
randO （HPIUX ） 22，D5101 ．4334952

」1廿 ercd 　Samphng 27．25lO7 ．89428 ．U

図 6 斜め 格 子パ タ ーン とサ
ー

キ ュ ラ
ー

ゾ
ー

ン プ レ
ー

ト

表 3256 × 256回計 算 した デ ィス ク レ パ ン シ イ の 平均値

1画素あた りの サ ン プ ル 数 （ユ6） 廟 ） （256）

SobQl数列 0．0275190 ．0077850 ．   2139
GFSR 数列 0．0275240 ，0 78870 ．  02575

Good 　Lattice　PQints0 ．04240  0．Oll2520 ．  03330
Hamm 。 rsley 　POInts0 ，0437440 ，0130540 、003513
randO （HPIUX ） 0，0876420 ．0606890 ，053967
亅1ttered　Samphng0 ．0415410 ．0152370 、005717

の み の 計算で あ り，Good　Lattice　POintsで は，導純 な割

り算の み で あ る た め で あ る．

　 4．2　デ ィ ス ク レ パ ン シ イ に よ る 評価

　CG に おけ る 2 次元サ ン プ リ ン グ 問題 にお い て ，

Shirley　］61は デ ィ ス ク レ パ ン シ イ に よる 評価 の 有効性 を

報告 して い る．表 3 は 各 bw 　discrepancy数列 の デ イ ス

ク レ パ ン シ イ を 256 × 256 回計算 した平均値で ある．

デ ィ ス ク レパ ン シ イ で の 評価で は，Sobol数列とGFSR

数列が 最 も良い 結果 を示 して い る ．Good 　Lattice　Peints

とHammersley 　Pointsは規則的に空間を埋 め て い き，理

論的 に もそ の デ ィ ス ク レ パ ン シ イ は小 さい ，しか しな

がら， 本実験 の よ うに サ ン プリン グ数が少ない 場合 で

は，デ ィ ス ク レパ ン シ イ が小さ くな ら な い ．そ して ，

Good 　Lattice　Pointsや Hammers ］ey 　Pointsの ような規則

正 しい サ ン プ リ ン グ 点の 場合，サ ン プ リン グ 数が 少 な

い とモ ア レ な どが 生 じやすい の で 注意が 必要で ある．

　4．3 精度

　Jittered　sampling で 1画 素 あ た り256 点 サ ン プ リ ン グ

した 画像 （こ こ で は，こ れを基準画像 と呼ぶ ）を用い て，

他の サ ン プ リ ン グ方法 で 作成 した 画像 と比較 した，基

準画像 に用 い たテ ス トパ タ
ー

ン は，図 6 の斜め格子 と

サ ーキ ュ ラ
ーゾー

ン プ レ
ー

トで ある，比較方法 は 画素

ご とに差を求め て，その 差の 2乗和（RMS 誤差）を計算

す る （式 81．こ の 場合，各画素の 値が相対的 に 基 準画

像の 画素に 近 い ほ ど
， その サ ン プ ル 法 の RMS 誤差は小

さくな る．

　　　…   ・》1
Σ 〔
篇 諜1飢 ・・

こ こ で，V、
J・f「・・ed と V、

°”1’E「‘は，　jittered　samp 】mg と他 の サ ン

プ リ ン グ 法で 計算 した 画 素の 値 で あ る，表4 と表 5 は，

格了
．
方向 と斜 め 方向パ タ ーン の RMS 誤差 の 平均値 で

ある．両 パ タ
ー

ン で 最 も良い 結果 を示 した の は GFSR

数列 と Sobol数列 で あ り，デ ィ ス ク レ パ ン シ イ の 評価

と も よ く似 た結果 に な っ た．各 RMS 誤差は，サ ン プル

数 η が 増加す る につ れ て，M に比例 して 減少 して い る．
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表 4RMs 誤鹿 斜 め 狢子 ズ タ
ー

ン

11卜rl； あた りの サ ン プ ル 数 〔16：1 〔64
噛
11256

Sobo呶 列 〔104 「8550 〔〕209170 〔｝（罵5〔〕7

GFSR 取列 ｛｝．0373690012186O 〔105494

Good 　La 【nce 　Poln吐50051985002382400135 り5
Hammersley　Pomts （10466970 〔〕19056O ，0 84η
ra囗dO （HP尺JX） 0〔〕679350 ，〔134250O ，Ot7520
．ll竃1じ red 　Salnpl田 9o ．0364830 ．〔lB496 〔L〔

．
1α
．
［oα ｝

幽
7

　く・恥 　 ・・・…，掘  

叔
｝婦琴  櫓 ！韓 、

晦磁
 
’

鯔 騨

図 7Jl ［しcrcd 　Samplm9 に よる り こ元 ナ ン プ リ ン グ

　 　 2N ＝256、［〔）4）

表 5 　RMS 　 こ〔サ
ー

キ ュ ラ
．一

ソ
ー

ン ヅ
．
レ
・一

ト11

1↑巾1 素あた りの サ ン プ ル 数 〔1  〔64） 〔25 

S（b〔レ怯
F
列 26870210 ．8［4257052i840

G 卜Sk牧列 2 刀 85り305 斗3694 （1、317586
G 〔〕od 　Lamce 　P（川 n1   3417 〔〕5〔｝ 06667780 、355223
Ha111m　 lov　Polnt、　　　　　　　　ぜ 6493344 ＿〔1455〔150697995

randU 田 P！UX ） 123970146L84552Ml7691

川 e1
．
Cd 　S 〔⊥1T甲iHl94009379 田 694呂3OOOOO 〔，O

驫
図 8 　Sobol 数ヴ1，に よ る 3 次元 サ ン プ リ ン ク ：N ≡256，1（）24

　5．　 Low 　discrepancy 数列 を用 い た 適応

　　　 的 3 次元 サ ン プ リン グ

　5．13 次元サ ン プリ ン グ

　モ ン テ カ ル ロ 法を用い る輝レ 11†算 喉 ⊃釦 臼反射を考

慮 L た ラ ジ オ シ テ ィ 法で は，球而 i’．で の サ ン プ リ ン グ

が 必要 に な る．Arv θ は，2 個の 乱牧 を 用い た球 ［甸上 の

3点 か ら成 る球山 3 角形内をサ ン プ ル す る方法を提案

した
！1．オ 「1侖：文で は，Arv θ の

．
ノ∫法 に 対

．
して ，　 Low 　dtS−

CI
・
epanc ｝数列 を 用 い て ，ア ル ゴ リ ズ ム の 改 良 を試み る ，

本ア ル ゴ リ ズム の 利点は，サ ン プ リン グ数をジ 加 させ

た 時，サ ン プ ル 点が 重複 しな い こ とが 保証 され て い る

こ と と計算時間が 乱数よ り速 い ＿で ある，

　図 7 は，An ，o の 力法 に よ り生成 した もの て あ b，図

8，図 9．図 10．図 1i は，そ れ ぞ れ，　At’vo の方法の 乱数

を Seb 〔，1数ダ［」，　 GFSR 数 歹II，　 Good 　 Lattice　Points，

Hanlmerslev　p〔｝mts に 岩き換 えた もの で あ る．サ ン プ リ

ン グ点 ぜ ±甬加 させ る こ とに よ り，各サ ン プ リ ン グ法打

有 の パ タ
ー

ンが 牛戚 触 れ る の は 興味泳い ．計算時間に

関 して は ，表 1，表 2 に 示 した 計算時間 に 比 例 し，乱 数

［
・
andO とS（，bo瞰 列 を比 べ る と約 47 パ ー

セ ン 1・以 上 ，速

度が 回 上 す る．一
舷に ラ ジ オ シ テ ！法 で は

， 適応的 3

次元 サ ン プ リ ン グの 計 r よ全体の 中 で 大きな割合 を 占

め る の で ，こ の 速度 向 上 は 年 体 の 処 理 速度 に大 きく利

い て くる．

　ま た ，レ
．
イ トレ

ー
シ ン グ法

C’
画 桑 ご とにサ ン プ リ ン

グ 奴 亡変夏 させ た り，而 光 源 の 輝 度 を必 安 な縮 度 まで

サ ン プ リ ン グ した い 」易合，牛 戊 され た low　dlscrepancy

　　，戯 ｝、、

　轗 豎1證雛
‘・
、

、婁謙 〜三畳
・
齢騨忍、

　．嘔轣
「隔．騾論

図 9GFSR 数 列に よる 3次、一距ン
イ

リ ン グ 〔N＝256、10241

轟
図 10Good 　Lattice　 Pom ［s に よ る 3 功 元 サ ン プ リ ン グ

　 　 「』＝256，1024）

飜 講
図 11Hammervlc ｝

・Polnts に よ る 3 次 元 サ ン プ リ ン ク

　　 （N ≡256，SO241

数列の
’tle．i を最初 か らや り直す の で は効率が 悪 い ，こ

の よ う な場 合 に は，Sobo1数列 や GFSR 数列 を期 い る こ

とに よ り．あ ら か じめ 区 画 され た 伸 域 を 守 りな が
t
，，

〆．

12 ン 1 ユ レ
ー
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サ ン プ ル点を 増加さ せ る こ とが で きる ．図 12 は ，

Hamrnersley 　Pomts と GFSR 数列 で 4x4 区画 内 で 順 に

サ ン プ ル 点 を増加 させ た例で あ る．サ ン プ ル 点 は 50個

つ づ 色 を変更 して い る，GFSR 数列は 順次区画を横断

しな が ら，サ ン プ リ ン グ空間を埋 め て い く，Good　Lat−

tice　Peintsや Hammersley 　Pomtsはサ ン プル 数 に よ り発

生する位置が変 わ るた め，こ の よ うな場合 に は 向か な

い ．この 性質を利用す る こ とに より，必要な精度 まで

任意 の 回数，サ ン プ リ ン グを続ける こ とが で きる。

　 5．2 ル ッ ク ア ッ プテ
ーブル 方式 を用 い た low

　　　 discrepancy数列

　Low 　discrepancy数列は 決定性 ル
ー

ル に よ り生成 され

る の で
， 前処理 に よ りあ ら か じめ 数列 を ル ッ ク ア ッ プ

テ
ー

ブ ル に格納 して おき，表引きの み で 数値 を参照す

る こ とが 出来る，表 6 は
，

ル ッ ク ア ッ プ テ
ーブ ル 方式

に よ る GFSR 数列の各パ タ
ー

ン の計算時間（サ ン プル 数

は 1画素あたり16点 で 512× 512画素計算）で あ り，ル ッ

クア ッ プ テ
ーブ ル か らの 表引 き時間 と図形評価時間の

総和で あ る．ル ッ ク ア ッ プテーブ ル に使用 した メ モ リ

容量は約 32Kバ イ トで ある，本方式 の 利点はどんな数

列 に も適用 で きる 点 と
， 前処 理 さ え 終了す れ ば

， 表引

きの計算時間が た い へ ん 短 い 点で ある．メ モ リ 面で の

トレ
ー

ドオ フ は あ る が ，最近 の ワ
ー

ク ス テーシ ョ ン レ

ベ ル の 計算機 で は ほ とん ど問題ない と思 わ れ る．また，

別 の 利 点 と して ，適 応 的 サ ン プ リ ン グ に向い て い な い

Good　Lattice　Points　‘P　Hammersley　Pointsの 数列 で も，
一

旦数列をル ッ ク ア ッ プテ
ーブ ル に 格納 して しまえば，

表引 きの 順序 で 簡戦 こ適応的 サ ン プル を行うこ とが で

きる．

図 12 適応的サ ン プ リ ン グ （Hammers 亅ey 　Pointsと GFSR 数

　　 列 ）

表 6 　ル ソ ク ア ノ ブ テ 』一ブ ル 方式 を用 い た計算時間 （GFSR

　 　 数 列〕

1画素あ た りの サ ン プ ル 数 16 研 256

　　 斜 め格子 パ タ
ー

ン

サ
ー

キ ュ ラ
ー

ゾ
ー

ン パ タ
ー

ン

27．755
、9211

 ．3523
．02440

，719
］32

6．　 お わ りに

　本稿 で は，準モ ン テ カ ル ロ 法で 使用 され て い る 10W

discrepancy数列（Sobol数列，　GFSR 数列，　Good 　Lattice

Points，　Hammersley　Points）と従来 か ら使用 され て きた

乱数を用い たサ ン プリ ン グ法（jittered　samplingJ を比較

し，そ の 有効性を検証した．一
般に 10w　discrepancy数

列 は言［
．
算効率が よ く，均

一にサ ン プ リン グ 出来 る た め，

CG で使用 され て い る ほ と ん どの 乱数計算に 使用す る

こ とが 出来る．また，乱数 を用 い た方法に 比べ て サ ン

プ ル 点 の 重複 を避ける こ とが で きる ．

　Sobol数列 は言1算効率と ば らつ き具合の 点で バ ラ ン

ス の と れ た数列 で ある．GFSR 数列は 各点の ば らつ き

具合が今回 テ ス トした 数列 の 中で
一

番良 い が ，我 々 の

実装で は そ の 計算効率 は 良 くな か っ た．こ れ は サ ン プ

ル 点生成 の ため に行列計算に よる方法
1匚）：：を用 い て い る

からで ある が，よ り効率 の 良い 実装方法 の 開発 が 必要

で あ る．また ，Sobo1数列 と GFSR 数列 の 生 成パ ター
ン

は，jittered　sampling の 生成 パ ターン に近 く，サ ン プル

数を適応的 に変更 したい 場 合に も有効で ある．Good

Lattice　Pointsは ア ル ゴ リ ズ ム が 簡単 で イ ン プ リ メ ン ト

が 容易であり処理 速度 も速い ．た だ し，Good 　Lattice

Poin［s と Hammersley　Pointsは 周期性が 強 い た め使用 に

は 注意が必 要 で あ る ．Good 　 La，
　ttice　 Po1 飢 s や

Hammersley 　Pointsは 理 論的に デ イ ス ク レ パ ン シ イ が 小

さい こ とが証明され て い る が，サ ン プル 数 の 少ない 画

像 生 成 に お け る 2次元 の ア ン チ エ イ リ ア ス に は あま り

向か な い ．

　最近 の CG の 分 野 に お ける，　 Low 　discrepan⊆y数列 の

話題 に 関して は，文献 2D が詳 しい ，特 に レ ン ダリ ン

グ （画像牛成）に適 用 した 話題 に 関 し て は ，文献22 ），

23）を参照 された い ．

　今後の 研究として ，よ り高速で 実用的な low　discrep−

ancy 数列を発生 させ る ア ル ゴ リ ズ ム と デ ィ ス ク レパ ン

シ イ の 評価方法 の 開発が挙げられ る．Dohkin の 提案し

て い る デ ィ ス ク レパ ン シ イ 評価方法
2°〕は その ひ とつ の

解決案 で ある．また，今回は各数列を評価する 上 で ，最

も よ くCG で 使用 され て い る jittered　sampling に よ る サ

ン プ リン グ結果 と比較 したが，各数列の 埋 論的 な 誤差

の オ
ーダ に 関 す る 議論 も必 要 か と思 わ れ る．
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