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《講 座》

　　　　　　領域分割法入門

第 3 回　領域分割法の高速化 （1）

秋　葉 博
＊ ・鈴　木　正 　文

＊ ・大 　山　知 　信
＊

　ABSTRACT 　This　ls　the　third　artlde 　of　a　seria止mfour 　lnstal 皇ments 　of　an　introdu¢ tion　on 　domaill　decLDmposltion

method 　for　fmitc　elemcnt 　analysis ．　Numerica 且algorithms 　of 　the　iterative　subs しructuring 　me ［hod　for　structural 　ana ］ysls

ln　 whlch 　two 　domamsonly 　have　a　c   mmon 　boundary 　are 　discussed　in　detaiL　On 　the　basisof　this、　the　balancln呂

domain　decompos1Uon（BDD ）method 　is　prescntcd ，　as　techmque 　of 　spced 　up 　of　the　itcrative．substructuring 　mcthod ．

 

 

1．　 前回の 復習 と今回の 内容

　前回は，領域分割法に は 部分領域 （subdomajn ）が オ
ー

バ ラ ッ プす る 領域分割法と，オーバ ラ ッ プ しな い 領域

分割法の 2 種類が ある こ と，部分領域 が オ
ー

バ ラ ッ プ

し な い 領域分割法に 反復 型部分構造法 が あ る こ と，

オ
ー

バ ラ ッ プす る領域分 割法，オ
ーバ ラ ッ プ しな い 領

域分割法 と もに実 は，線形方程式 を解 くための 前処埋

と捕ら え る こ とが で きる こ と，こ れ を Schwar ；，の フ

レ
ー

ム ワ
ー

クと呼 ぶ こ となどを述 べ た．以 下，簡甲．に

復習 して み る，

　計算対象領域を Ω とす る．Ω を有限要素分割する．

V を，有限要素分割 に よ り離散化され た Ω Lの 自由度

の うち，幾何学的境界条件の 課 され て い な い 自由度 の

ベ ク トル 空間 とす る．同 じ く Ω ヒの 偏微分方程式を離

散化 した 線形 方 程式を

κlt ＝ f
’

〔1）

とする．屠 よ V の ベ ク トル で あ る，K は 正定値対称と

仮定す る．別 に 正定値対称行列 6 を取 り，方程式 （1）

を次 の よ うに変形す る．

Gκu ＝qプ 〔2〕

G と して κ の 逆行列 に 近 い もの が 取 れ る な ら，方程式

（2）は （1）よ りも解 きや す くな る は ず で あ る．幾何学的

Introduc［1｛m 　k，　Domam 　Dccompos 山 〔m 　Method − 「3］［mprove −
mentof 　Domain 　Decomposmon 　Method （1）．　By 　HiroshtAksb‘1，
Mayahumt ∫“zukt　and 　Toneonobu （冫’り

・an ’ia （Allに d　Engmeemng
COI’POIIItlOロ）
杖 株）ア ラ イ ドエ ン ジ ニ ア リ ン ク ソ ル バ 開発 チ ーム

に は，V の 内積 を，標準 の vitt か ら vJ （］
−itc

に 交換 す

る こ とで ，有隈要素某底関数，した が っ て 方程式 に 別

の 表現を与えて 解 きや す くす る こ と を意味す る，こ れ

が 方程式（1）の 前処理 で あ り，G を前処理行列 と呼 ぶ ．

　こ こ で ，Ω を領域分割す る，こ の 分 割 は 要 素 を切 断

す る よ うに は 取 らず，境界面 は 必ず要素 の 面 （2次元 の

場合は線分）に な る もの とす る．ノを分割 され た部分領

域の イン デ ク ス として 各部分領域 を Ω
厂

と記す．Ω
’

は

彑 い に オーバ ラ ッ プ して もしな くて もよ い が，部分領

域は全体と し て Ω を覆い 尽くして い なけれ ばな ら な

い ．Ω の 自由度 を Ω
’ とそ の 境 界に含 まれ る節点 の 自

由度 に 制限 した 自由度 の 空間を V ’ とする，V’ は V の

部分 ベ ク トル 空間で ある．

　こ こ で ，Vl．ヒの 半止定値対称行列 K ’

を定義して T
　VS

上の 線形力程式

　　　 κ
ltlJ

＝ fl　　　　　　　　　　 （3）

を考える．ui ，vJ は VJ の ベ ク トル で あ る．K ’ は，κ を

VJ に制限 した行列，あるい は Ω
f
の メ ッ シ ュ か ら得ら

れ る 係数行列 な ど とす る．KI の 取 り力 に は あ る 程度 の

任意性があ り，ff一則性 も求めない ．方科式（D を グ ロ ー

バ ル な方程式 ， （3）を ロ ーカ ル な方程式と呼ぶ ．P ’ を V

か ら vi へ の 直交射影 子 とす る．V の ベ ク トル と ロ
ー

カ

ル な 方程式 を結 び つ け る た め ，グ ロ ーバ ル な ベ ク ト ル

を ロ
ー

カ ル な ベ ク トル に写す行列 G 「

を次 で 定義 して，
ロ
ー

カ ル な前処 理 行列 と呼 ぶ ．

　　　 σ ≡ 〔κり
一
P ’

　 　 　 　 　 　 （4）

こ こ で 〔KI ）
一
は KJ の

一
般化逆行列 で あ る ．こ の よ う に

作 っ た G ’ か ら，G を
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　　　 G ＝ΣGi 　　　　　　　　　　　　 l51
　 　 　 　 　 ’

で 定義勺 る．こ の G を〔2）の 前処 理行ダ1比 して とる．KJ

は お よそ K’を部分領域に 制限 した もの ，a ’ は Kl の 逆

行列 に 近い もの で あ る か ら，そ れ らを重 ね て で きる （5〕

は K
’
の 逆彳J列 に 近 い もの 1こなる だ ろ う，こ れ が，領域

分割法が ん程 式 （U を 解 くた め の 前処 理 ，と捕 らえ る こ

との 听以 で あ る，

　 今回は 以 上 の フ レ
…

ム ワ
ー

ク を 部分領 域 が オ ーバ

ラ ッ プ しな い 領域分割法に反復型部分構造法 に適用 し，

具 体的 な 反 復漸化式 に まで 話をつ な げる こ と に す る．

バ
， （フ

’

，
（冫な ど び）具体形が 3章 で 与えられ る．さらに

，

反復型部 分構造法の 前処理 に マ ル チ グ リ ッ ド法の 手法

を採 り人 れ たBDD 法〔Balanclng叡〕mam 　Decomposit］on

Tnethod 　
／・
　
T〕

）を 中心 に ，領域分割法の IF二1速化手法 に つ い

て 紹介す る．扱う問題 は線形構造解析に限定する．議

論 は 少 しこ み い る かもしれない が，理論 に わ た る もの

で は な く，数値計算 ア ル ゴ リ ズ ム につ い て の もの で あ

る．

2．　 反復型部分構造法の 標準形

　2．S　方程式 と領域分割

　線形材料 の 微小変形平衡問題 を 扱う．解析対 象構造

物 Ω に お い て 方 程式ID を考え る．t‘ ，！は そ れ ぞ れ 変

泣場，外力 の 場を離散化 したベ ク トル で あ る．以下混

乱 の 恐れ の な い 隈 り，変位場 を離散化 して 得 られ た ベ

ク トル も，単に変位場，あ る い は離散化 された変位場

と呼 ぶ こ とに す る ．外力場な ど も同様 とす る、κ は 対

称行列 に なり，変位場 を　
・
意的に 決定す る だ け の 充分

な幾何学 的境 界条件 も与え られ て い る とす る．こ の 場

合，幾何学的境界条1牛を｛薗た す 許容変位場 ベ ク トル に

剛性行列 κ は 正 則 に 作用す る．簡甲．の ため，幾何学的

境界条件と して 以下 セ ロ 拘束 を仮定す る．

　 い つ もの 通 り Ω は有隈 要素分割さ れ て い る．Ω に

オr バ ラ ソ プ しな い 領域分割を施 し，1 を分割され た 部

分 1勘豈の イン デ ク ス と して 各部分構造を Ω
’と記す．Ω

に 誄 さ れ た 幾何学的境界条件 （変位 ゼ ロ ）は Ω
’ ヒに 引

き継が せ る．本講座前圓 と同様 ， 部分構造問の 境 界全

体あ る い は そ の
一

部 を内部境界 と呼ぶ ．オーバ ラ ッ フ
．

し ない 領域 分 害1」に よ る 部分領 域 を部 分 構造 と呼ぶ こ と

にす る．

　 2．t　部分構 造法 の フ レ
ーム ワ ーク

　部 分 領域 が オ
ーバ ラ ン プ しな い Schwarz 法 1．を適 用

す る た め に ，部分構造法 の フ レ
…ム ワ

ー
ク を以 トに 準

備 す る．全 自由度 は 内部境 界上 の 自由 度 とそ れ 以外 の

自由度 に 分か れ る，後者 の 自由度 は，部分構造内部の

自由度 と部分構造 の 境 撃の 自由度から内部境界の 自由

度と幾何学的境界条件 の 誄 され た 自目！度 を除い た もの

か ら成 る が，簡単 の ため，以 ドで は 後者 の 自由度を，単

に 部分構造内部 の 自出度 と1r乎ぶ こ とに す る ．

　前回と［司様，全印 †1度をもつ ベ ク トル tt に 対 し．部

分構造 内 部 の 自由度 の ベ ク トル を lll ，内部境界上 の 白

由度の ベ ク トル を et
’と 記す．方程式（1｝は次 の よ うに

ブ ロ ッ ク 表示 され る ，

　　　際：1）〔：：〕目：：：の　　 ・・

前回 は，こ こ か ら 部分構造内部 自由度 を消去 す る た め

に．係数マ トリ ク ス をブ ロ ッ ク LU 分解 した，直接法

で は それ で 十分 だ が，反復法 に 適用す る た め に は ，こ

こ で は もう
一手間 か け て次の とお り LDLf 一分解す る．

（多：：薫：：：載 1：：嬬：謄 ：：…

　　　s ・・κ
．

一
κ、．κ

，：
】

　K ，、　　　　　　 （s）

前回 述 べ たとお り，5 は Schur袖元と呼ばれ る，［は そ

れ ぞ れ 単位行列 で あ る ．次の よ うに 変数変換 す る ．

　　　：鯛・（1咽 〔il〕1　 ［1・！

す る と方程 式 〔6：1 は次 の よ うに 2 つ に分 解 さ れ る．

K
、、

尻
噌 ＝ fJ （10：旨

　　　5〜ビ ＝ Jl一κ、，κ ，7▽f，　　　　　　　　　　　（1ヨ〕

2つ の 解 i’
．1，．，ll

’が求まれ ば，全体び）解 u は 次 の よ う

に構成で きる．

　 　 　 　 　 ド　　 ち

　　　一 1：）一（6
こ こ で ，翁列 P ，，．，

一κ」
1

繍 ’・
剛

　 1　 　 　 　，1　1 ヱv ，
　 　 　 　

’L　　　 ，

P “ ， を

（12）

　　。
・〕 1 ぺ ・・、憶P ・・

．

’
・
一
ぺ ・

・

、

（B ）

　　　　 ，，．0 　 0　 1　　　 LO 　　l　 t
／

と定義す る．す る と，式 （12）の 変数 u
”・・〕「，ut に よる 解

1．t の 表示 は 次 の よ う に 整理 で きる ．

u ＝1ゴの ＋ 扉
い｝

　　　　　 ボ

産 P ％ 。1’・〔

唱，
　　　　　 1，01

〔14）

、、
Cl・ ． 尸

・引
一κ：

−1
κ・、　tl

’、

　　　　　 L．　 u
’
　 1

　　　　　　　　　　 〔15〕

38 シ ミ ュ レーシ ョ ン 　第 22 巻第 4号

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

263

 

式 05）を見 る と，P ω と Pf“ が ベ ク トル u を 2 つ の 成

分 屍
ω ．“

〔t）に分解 し，片方の 成分だけを取り出す射影

行列で あ る こ とが わ か る，さ ら に P （ll を使うと，Schur

補元 S と元 の 係数行列 κ の 関係，方程式 （11）の 右辺 ベ

ク トル と 元の 右辺 ベ ク トル．fの 関係が 次の ように書け

る．

・匹 時 味 。1ぺ 、）（16・

　式（15）の第 1の式か ら 配
ω と t｛co

，を自然に 同
一

視 で

きる こ と が わ かるの で u
［・｝d

も μ
ω と記す こ と にす る．

f，や u
／に つ い て も同様に扱う．また，関係式（16）を

使 っ て 方程式（11）を書き直せ ば，方程式（D は結局次の

よ うに 分解 で きる こ と に な る．

u ＝u
｛tl

＋ u
｛s］

κ
、μ

ω ＝ 五

（17）

（18）

　　　 u （s ］＝P〔s  t
」
　：　1（P ［s ）

u
，

； pCs）　
’
1
ブ　　　　（19｝

方程式（18）は部分構造ご とに完全 に分離さ れ た方程式

の 集 ま りで あ り，
μ

ω は 部分構造 ご と に 独立 に計算で き

る，一
方，方程式（19）は内部境界 の 自出度に関す る方

程式で あ り，グ ロ ーバ ル な処 理 が 必要 と なる ．

　式（19）で は，まず方程式か らベ ク トル uS を解 き，こ

れ に 射影行列 P （・）の 掛け算を施 して  
ω を求め る．方

程式（19）の 係数行列 KP 　c“ は式 （16）で 示 した とお り，半

正定値対称 で ある．さらに，κ は正則だから右辺 ベ ク

トル fに対す る 変位解 ttが
一

意的 に存在す るの と同様

に，P ω 7 の 性質 κP ω
＝ P ω 7

κ か ら，方程式 （19）は そ

の 右辺 ベ ク トル P （・｝
げ に 対 して

一
意的な解 u

（・）をもつ

こ ともわ か る．した が っ て，方程式 （19）を解 くに は CG

法が 適用 で きる ．

　 こ こ で次の 事柄 を注意 して お く．射影行列 PC・）の 定

義式（13）か らわか る よ うに，P ω あ る い は P ω τ
の 掛け

算に は Ki の 処理 が 含 ま れ て お り，つ まり方程式（18）

の 求解 に 相当す る処 理 が
一

回 の 行列 × ベ ク トル 算 に 含

まれ て い る，方程式 〔19）は その 係数行列 に P ω をもつ

た め，CG 法 で 解 く際に は，各反復 ス テ ッ プ ご と に 方程

式（18）を一
回解 くに 相当す る コ ス トが 掛 か る こ と に な

る，

　式く16）で 示 したとお り，係数行列 κP ［s 〕は Sehur補 元

5 と等 しい ．直接法を使 っ た 部分構造法の 場合 は，反

復す る必要が な い の で KPI’｝を計算 して Schur補元 に し

て しまい （κ再
1 の 計算は行 な わ ず，前 回述 べ た よ う に

LU 分解 で S を と り出 す），自由度 を u
・ に 限定し て 扱

う方が効率的 で あるが，反復型部分構造法 の 場合は 行

列 の ス パ ー
ス 性 を生か して κPC“｝を K と P 〔’）の 掛け算

の 形の まま扱 うこ とが必 要となる．大規模解析 など K

の ス パ ー
ス 性 を生 か した処 理 が必要 と され る 場合 は K

をそ の ままの形 で使える ようなア ル ゴ リズ ム が要求 さ

れ る ．

　方程式系（17）〜（19）を解 くに は，上 に 述べ た ように，

方程式 （18），（19）を別 々 に解 い て 結果 を合 わ せ れば よ

い ．実装 で は こ の とお りで よ い ．一方，こ の 処理 は全

く同等に，以 下 に述 べ る よ うに，方程式（1）を解くた め

の 共役射影勾配法 （CPG ：Conjugate　Projected　Gradient

methQd 　2りの 適用 と解釈する こ とが で きる．こ の 観点

は，以 下 の 節で 述 べ る Schwarz法の 適用 とコ ース グ

リ ッ ドに よ る 高速化 との 関係 を 考え る の に 役 に 立つ ．

共役射影勾配法は，以下簡単に射影CG 法と呼ぶ こ と

にす る．

　方程式 （1）は 射影 CG 法 に よ り次 の よ うな手Ilr頁で 解か

れ る，まず，方程式（18）を部分構造ご との 処理 で 解き，

配
ω を求 め て お く．解 の 初期候補 ベ ク トル Ua を

　 　 〔t｝Uo ；u （20）

と設定す る．初期残差 r
。
を r

‘o 。
と記す．つ ま り rc

、

＝

r 　 とす る．
ls｝o

　後続 の 反復処理 は，射影行列 PC・〕 に よる 自由度 厚
ω

へ の 射影CG 法 で，次 の と お り行 な う．

ρo
＝1）いlG

厂
｛s＞e

Un
＋ 1

＝u
，：

十 α nPn

　 　 ア

α ．
匝 飯 塑

　　 P，｛　Kp，、

， 厂
〔伽 ＋ 1

＝ 厂
〔、ゼ α。ゆ 。・

　 　 　 　 　 　 　 τ

（21）

（22）

Pn・ 1
− ・脇 副 触 ＋

汽

竃驚：｝i
＋ 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23）

G は全 自由度に対して定義され る 前処理行列 ， pn は 第

n ス テ ッ プ の 探索方向ベ ク トル で ある． r　 は第 n ス
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〔b ｝Pt

テ ッ プの 残差 ベ ク トル で あ る．

　各ス テ ッ プ の 残差
  ．はすべ て 内部境界上 の 力場あ

る い は 反 力場 で あ る．つ ま り， 残差 が ゼ ロ で な い とい

うこ とは，‘‘
ω に よ り生 ず る 内部境界上 の反力と内部境

界上 に 働 く外力f，が つ り合 わ な い か ，あ る い は 隣 り合

う部 分 構造 ど う し及 ぼ し合 う面 力 が つ り合 わ な い か ，

ど ち らか あ る い は 両方 で ある こ と を 意味す る．両方が

つ り合 っ た と き，反 復過程 は 収束す る ．

　な お，（21＞〜（23）に 示 した ア ル ゴ リ ズ ム は 共役射影

勾配法 と して は特殊な もの で あ り，　 般 に は κ 一直交
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直和 分斛に 限 らす
．．一
般 の 消：和分解 に 対 して定義 され る

もの で ある が ，そ の 説明は 本稿 の 目的 に 必 要 な い の で

省 1＋］Xす る．

　 ア ル ゴ リ ズ ム （21：：1　・・．．123：：Ire は 前処 理 彳∫
．
列 G を杢 く　

・

般 の 形で 導 入 した．次 の 節か ら，こ の 前処埋行列 G の

設定 に Schwm7 法を適用す る こ とf’考える．

3．　 反復型部分構造法の 前処理

　3．1　部分構造方程式

　前節
．
で は 方程式 を 1二つ に 分けた が，わ れわ れは 方程

式 を．更に 部分構造 ご と に 分け る．そ して ，ヒに 示 した

と同 様 の 方程．式 の 分 1難を各部分構造 こ
．
とに 施す．こ れ

に よ りオ
ーバ ラ

．
y プ し ない Schwarz法 の 適用 を 1ヤ備す

る。

　前Lnj，；兎明 した よ う に、領域分割は 韻分構造が
．
有隈 要

素
．
の 合併 に なる よ うに 行 な わ れ て い るの で ，Ω と珂時

に Ω
’ も有 阻 要素 分 割 され て い る t一とに な る，Ω 一「二で

走義 された有眠要素基底関数 q，を Ω
’

に制限した 関校

吟 味 ，

の 内… 蒔 自勺に 初 で な い もの が 一Q ’ tD 有

限要素基底闘数 に な り，その すべ て は Ω
r
の 有「荘腰 素

基底 を成す．

　全自［
．i：1．度の 変位場 1， と同 じ く Ω ’の 有隈要素基底で

離 散化 さ矛一た Ω
sL

の 変tl：く場 を 卍 とす る ．．．．．方，Ω
’ と

そ
・
の 境界に 含 まれ る節点．1．二に 定義 され る 許容変位場（幾

イII∫学的境界条件，
．
変位 モ 可 を渦たすもの ）を tf

” と記す．

　 〆 は tt つ 成分 の 一一・
ヂ分 で あ る．と こ ろ で ．卍 と II

「

は等 し くな い ，なぜ な ら，Ω
’ ．1．1で 定．義され る 有限要素

基底隣数は，そ の 内 ；ヨ11境界」二で は Ω の もの と契 な・
っ て

しまうからだ．内部境界上 の 節点に 対応す る Ω の有
’
限

要素月：

底1周赤
父1よ Ω

’ C？）「
ナ
ヨと夕下に また カ｛

っ て ，B り，対「、L・

す る節点の Ω
1
の 右限 1”i．素基底鬨数 は そ‘

1

）外 に は み 出

す部分 を 明 り取 っ た も の で あ る．そ の た め に．配 は t’ti

と異 な り tlの
一．．・
部 分 で は ない ．また．Ω

∫ は オ
・一バ ラ ッ

プ しな い が ，ui は 内部境界．ヒの 重ii〕点 の 臼由 度 を共 有 す

る の で オ
・．一パ ラ ッ プ （線形従属 1 す る．

　しか し，it　1 と パ の 有 限 要素基底関牧は そ の 対応す る

節点 を参照す る こ とに よ っ て IZ；　 ，／、tミに一
対

』の 畑 1し・を も

つ か ら，こ れ に 基 づ い て it　1 か ら t，t ’
一 の

一．一
対
一

の 線形

写像 を定義 で き る．こ れ を Ni と記 す ．パ は u の
．
諦

分 で あ る か ら．八μ は ロ ーカ ル な 自 r．1
’
1．度をグ ロ

ーバ ル な

自由 良 へ 埋 め 込 む役 ［］
’
を 果 た ！、て い る．M は 有眼要集

基 底 ｝こ基 づ い て 行列表示で き る が，そ の 転 置 を考 え イ し

は そ れ に 対 応す る グ ロ ー．バ 1レな 自由度 か ら ロ
ー

カ ル な

1抽 度 へ 1綴 す る 1態影 写 像が 定義 され る t　．／二f，L を 1：M
’

と記す．マ ル チ グ リ ノ ド法 で は，プ ロ ロ ン ゲ
ー

シ ョ ン

（pmkmgat ］on ）．レ ス トリ ク シ ョ ン 1；：res ［1
’
Lct］o ］1：：

1 とい う「
・1
．

薫 が 魂 わ れ るが ，こ れ を使 う と iN
，
　
t は 副 か ら u へ の プ

ロ ロ ン ゲ ．
シ ョ ン，IsN，Ti111 ぱ 1．i か ら i｝’

へ の ン ス トリ ク　　　　　　　　　 戸
シ ョ ン で あ る と表現 で き る，

　こ こ で ．フ
．
「1 ロ ン 今へ ．一

シ ゴ ン，レ ス トリ ク シ ョ ン ；こ

つ い て 説 明 して お く，プ ロ ロ ン ゲ』．
シ ョ ン と は部分白

由度を全体 自由曳内 に展 llli　Lて 埋 め 込む こ と，レス ト

リ ク シ ョ ン は逆 に 全 f木「二1［．臼1芝か ら 部分 白由度を訂1」限 し

て抜 手出す こ とで あ る，例えば，マ ’レチ グ リ ノ F法で

は，コ
ー

ス グ リ ソ ．・の 自由良1をフ ァ イン グ リ ッ ドの 自

由度内 へ iEめ 込む 一と をプ ロ ロ ン ケー・
シ 言 ン ，フ ァ イ

ン グ リ ッ ドの 自由度 か ら，コ
ー

ス グ リ ッ ドの 自i
．
1」度を

抜 きrL尸1す こ と を レ ス トリ ク シ ョ ン とII乎ん で い る ．便不IJ

な の
．
で，以 陸）Eうこ とに す る．

　剖；分寸冓造法の フ ゴ ロ ン ゲ
ー

シ ョ ン 、レ ス ト リ ク シ ョ

ン に 話 を 展 す ．ク ロ
ー ハ ル な 1彑日、「度 を ロ

ーカ ル な 自1当

寝こに 1 ス ト リ ク シ ョ ン し
．
て か ら，また グ 冂 一．

ハ 丿レ な iヨ

［1
．
1度 に プ ロ ロ ン ゲ ー

シ 」 ン して み る，内部境界一［
．
tの 節

点 の 自目
．
1度 は，レ ス トリ ク シ ョ ン で それ を 共 有す る複

致の ロ ーカ ル な臼出度 に 移 1．tれ．
”
1
’
ロ ロ ン ゲ ー．．

シ 7 ン

で 元の i≒卜点 1に ・乎：k；2 して 展 ・
っ L くる．そ の 節点を 共有

．
d

る部分構造 の 数だけ重複す る．こ の 重複を解消す る た

め ，［ 一
カ ル な 自由度 に お い て ，そ の 内部境界．．ヒの 負fu

’

点の 自由度に関 して 適当 に 重み t・1』け して プ ロ ryン ゲ
ー．

シ ョ ン した の ち に 重複が 解 1肖され る よ う に L ，部分描

造内部の 節点 に 関 して は 纏 も変え．な い 写像pi を定
’「

して 単位 の 分割 と呼 ぶ ．Dr は 尉角行列 で あ り．条件

　　　 1漏ΣN ’0 佑V勹
厂

　　　　　　　　　 （24 ：・
　 　 　 　 　 ’

を 満 た す．左辺 の 1は 全体 自由度 に お け る単位 豹列 を

表わ す ，倣み刊け の 靴方は
一

つ とは 限 ら ない が．．一．
番

簡 iii．な もの は ，当該節、i二71、を共有 す る 「
il−1〜分輌造 の 数 で

：、｝lI」

る とい うもの で あ る．

　〃 の 自由度 は t，it の 自田度 を ’全 部 に 瀧 っ て 集 め た も

の で あ り，tti は 副 の プロ 」 ン ゲ
ー一

シ ョ ン で 習 ら れ る ．

ロ
『一

カ ル なベ ク トル を グ ロ
ーバ ル に集 め る と き LI1：複す

る と こ ろ を迫当に 平 均化 す る こ と を考 え る と，プ ロ ロ

ン ゲ
．
シ ョ ン す る 前 に ρ

∫
で
．
重 み 付

．
け す る こ と が

一
つ

の 力 法 で あ る こ とが わ か る ．こ れ を考 え あ わせ る とべ

ク トル II，　 1ド お よ び il’の 闊 係 を次 の よ う，こ とれ る こ

とが わ か る．

　　　 “
＝Σ 1，

・
’
．Σ 1＞

’D ！

パ 　　　　　　　　1：2s）
　 　 　 　 　 厂　 　 　 　 ’

　奈 解析11貞域 Ω 上 で 定義 され た平衡方程式 を Ω
’
に ．．司

限 し た も の は，部 分 構造 1の 平衡方程式 で あ る．こ れ

4c シ ミ 」 L レ
ー一

シ ョ ン 　
．
第 22巻第 4 号
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を Ω ’の有限要素分割に よ り離散化した方程式を，グ

ロ ーバ ル な離散化方程式（】〕と同様 に 次 の ように 表わ

す，

池 ’
＝ 11 〔26）

以
．．
トこ れを部分構造方程式，あるい は ロ ーカ ル な方程式

と呼ぶ こ とにする．グ ロ ーバ ル な有限要素基底関数と

ロ
ーカル な有限要素基底関数の 関係 か ら，各剛性行列，

各右辺 ベ ク トル の 問に次 の 関係 の あ る こ とが わか る．

　　　K ＝ΣNik
’

（NO
τ

　　　　　　　　 C27）
　 　 　 　 　 l

　　　f＝Σノ＞
ifl

　　　　　　　　　　　 〔28）
　 　 　 　 　 1

こ れ よ りロ
ー

カ ル な変位 ベ ク トル と グ ロ
ーバ ル な変位

ベ ク トル は次の 関係をもつ ，

〆＝〔納   〔29）

般 に部分構造の 境界 に は十分 な境界条件が課され る

とは 限らない の で ，ロ ー
カ ル な剛性行列 Ki は正則 と

は 隈 らず
一

般 に 半正定値対称 で あ る，解 は存在 しない

か も しれ な い し，存在 した と して もロ ーカ ル な 方程式

の 解 は一
意 と は 限 ら ない ，式（24）か ら

tt．＝〈IIDItii 〔30）

とす れ ば ittか ら u に 戻 る．ロ ーカ ル な 方程式 が 解 を

もつ ならば，グ ロ
ー

バ ル な方程式 の ge　u と式（29）で 表

わ され る itlは ロ ーカ ル な 方程式 の 解 の
一・つ を与 え る．

　3．2Schwarz 法の 適用

　ロ ーカ ル な方程式 （26）の 設定 の 下 ，Schwarz法を適

用 す る．前回で 述 べ た Schwarz 法 の フ レーム ワ
ーク の

標準的な手順 に 則 れ ば，ロ
ー

カ ル な 方程式 （26）を プ ロ

ロ ン ゲーシ ョ ン し て tt の
一

部分 ‘」上 の 方程式 に し， そ

の 求解処理を ロ
ー

カ ル な前処理行列として 設定す る と

い う段取 りに な るが ，手 間を省 くため こ こ で は，プロ

ロ ン ゲ
ー

シ ョ ン され た ロ ーカ ル な方程式の 段階を飛 び

越 えて ，直接 ロ ーカ ル な 前処理行列 を定義す る こ とに

する．k ’

が半正定値対称なの で そ の
一
般逆行列 〔fi

’

）
一

を
一

つ 選 び ロ ーカ ル な前処理行列 ぴ とこ れ をプロ ロ

ン ゲ
ー

シ ョ ン した ロ ーカ ル な前処理 行列 Gi を

Ci．（ki〕
一

（31）

　　　Gl＝ハ〆DiaiDl 〔N つ
’
f

　　　　　　　　　　　　　　（32）

と定義す る．加法 的 Schwar∠ 法 を適用す る と し て ，グ

ロ
ーバ ル な 前処 理 行列 C を

G ＝Σ Gi
　 　 ’

〔33＞

と定義する，こ の G に よ り元 の グ ロ ーバ ル な方程式を

次 の よ うに 書 き直す．

cκ“ ＝ （コf
’

〔3411

方程式 （34）に 前処理 つ きCG 法 を 適用す る に は O × 残

差 r と K × 探索方向ベ ク トル p の計算が必要となる が，

そ れ ぞ れ次の 式を右 か ら左 に辿 っ て 処理 され る ．

GrニΣNiDJ（kり
一
〆 ← （k

’

）
一
〆 ← 〆＝D ’

（Ni）
Tr

．
　 　 i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （35）

　Kp ＝ ΣN 衡
’

〆 ← k ’

P
，

← 〆 ＝ 〔NOTp ．　 〔36）
　 　 　 1

まず グ ロ ーバ ル なベ ク トル 广 と p を レ ス トリ ク シ ョ ン

で ロ ーカ ル な ベ ク トル rl ，pl に変換 し，部分構造 ご と

に ロ
ー

カ ル な前処 理 σ
’

，ロ
ー

カ ル 剛性行列 Ki の 掛 け

算 を施 し， プ ロ ロ ン ゲ
ー

シ ョ ン で グ ロ ーバ ル なベ ク ト

ル に戻す．ベ ク トル と双対ベ ク トル の 若十 の 取 り扱 い

の 違 い を注意す る．つ ま り，ベ ク トル の レス トリ ク

シ ョ ン は 〔Nl）
T

で ，プ ロ ロ ン ゲー
シ ョ ン は 重 み 付 き

N ’D ’ で 行 な わ れ る　
・
寿，双対 ベ ク トル の レス トリ ク

シ ョ ン は重 み 付 きD ’

〔Nl）
T

で ，プ ロ ロ ン ゲ
ー

シ ョ ン は

N ’
で 行なわ れ る．ρ ， （kf）

−
rl は ベ ク トル

，　r
，
kfp’ は

双対 ベ ク トル で ある ため 上記 の とお り処 理 され る．

　3．3　部分構造 に お け る 内部 自由度 と境界 自由度

　　　 の 分離

　2」 節で 白由度 を部分構造内部と内部境界に分解して

方程式（t）を2 つ に分離 した こ と に ならっ て ，ロ
ーカ ル

な方程式（26）を 2 つ に分け る，

　 il　J を部分構造内部の 自由度 と内部境界の 白由度に分

け る，前者の 自由度 の ベ ク トル を ［t　J ， ，後者を fillと

記す．t｛
1 も同様に部分構造内部の 自由度 と 内部境界の

自由度 に 分け る．前者 の 自由度 の ベ ク トル を ‘〆・，後

者を ul
・ と記す，　fii・と utt は 等 しくない が，　ith＝ui

」
で

あ る．そ こ で ，以下 i・h
は u

「t と記 す ．fi’ は次 の よ う

に分解す る．

〆；u
’1

＋ tits （37｝

こ の 自由度 の 分 解 に 従 っ て 方程式 （26）もグ ロ
ーバ ル な

方程式 （6｝と同 様 ，次 の 通 り ブ ロ ッ ク 分解 さ れ る ．

　　　劇 （郷｛）　 ・・8・

KL は uh 上の 行列，礁は fil「上 の 行列で ある。kJrは tti
’

か ら 融 へ の 線 形 写 像 を表 わ す 行列 ， 慰 も 同様 で あ る ．

”
tr は 部分構造 内部の 自由度 な の で ，剛性行列 K が 搆
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造物平衡方程式の 離散化 で ある 限 りKt は 正 則行列で あ　　　　　　　　　　　　　　　　’r
る．

　レ ス トリ ク シ ョ ン （Nl〕
f
，プ ロ ロ ン ゲ …シ ョ ン NJ お

よ び 単．位の 分割 Di も次 の よ うに ブ ロ ッ ク分解 され る．

NI ・圜 〔酌
’・謡1

’1［・が ・1：：副
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔39）

ブ ロ ッ ク 内 の 1は ub の 自由度上 の 学．位行liijを表わ す．

IVI は il　i・か ら む冶 へ 変換 す る．r．E方行列 で あ る ．Di は ‘沙L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〕
の 自 磁 度 上 の 行列で ，ii

“
か ら lt　

J，へ の 重 み 付 け プ ロ ロ

ン ゲ…
シ ョ ン をす る際 の 重み 値 が 並ん だ対角行列 で あ

る ．

　グ ロ
ーバ ル な 「副性行列 K とロ

ー
カ ル な 剛性行列 Ki

の 関係式（27）か ら K の ブ ロ ッ ク 成分 と Ki の ブ ロ ッ ク

成分 の 関係式 が 次 の よ うに得 られ る，

　　　：驚：：：鴫 濃 1蜘1 …

こ の 式で は ul の 自由度か ら L‘ の 自由度 の
一t

部分へ の

包含写像 は省略 して 書い た ．例 え ば，適当に 行列成分

の 順序 を 入 れ 替 え れ ば，Σ κ，：は κ，｛を対角ブ ロ ッ ク に
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ダ

並べ た グ ロ
ー

バ ル な行列 （行列 の 直禾1．1  κ り を表 わす．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ　　

「’
ま た

， Σ N （ft（、〔N ｛）
J
は 内部境 界自由度 で の み 重 複 す る

　 　 　 i

和に な る．

　式〔呈3）で 射影行列 P 〔「tP，P 〔，1，を定義 した と 同様 に ，

ロ
…カ ル な射影彳

．f列 Pi（o ，Pl
，／・／，を次の とお り定義する．

匹 贈評）・・卜｝
・（1堅

∴

〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （41：I

P川 と ρf国 は ，Pf，／・，P ／・／と 同様の 条件を満 た す．し

た が っ て ，グ ロ ーバ ル な方程式につ い て そ の 分解 〔17｝
一・

〔E9）を導い た と1司様 な考察 の 末，ロ
ー

カ ル な 方程式

（26）も fl　i，の 白由度 と il　J’の 自出度 に関す る方程式に

次 の よ うに 分解さ れ る，

舜
’＝舜

iO
＋ it1（，．1

κ1，轟川 ＝fl

（42）

（43）

　　tii〔1）．P’（，）ai，、 k ’P ’〔’］
、11，

； P’｛s）’
．
．デ

1

　 〔44）

グ ロ ーバ ル な 内部自由 度 の ベ ク トル ull ）は ロ ー
カ ル な

内部 自1．臼度 の ベ ク トル itl／，）の 和

　　　 乙｛
ω ＝Σ 舜

川
　　　　　　　　　　　〔45冫

　 　 　 　 　 　 J

で
一

意的 に 表 わ され ，
グ n 一バ ル な方程式 〔：t8：1は ロ

ー

カ ル な方程式叫3）を部分搆造すべ て に 渡 っ て 集 め た も

の に ほ か な ら ない ．実際，グ ロ
ー．．・

ハ ル な 力
．
程式〔18）を

解くこ とはす な わ ち部分構造 ご とに 独立 に 方程式 〔43）

を解 くこ と帰す る．した が っ て実質的 な ロ ーカ ル 方程

式 は （44＞で あ る．

　方 程 式 （43）の 解 が
一

意 的 に定 まる一
方 ，

Ki の Pl［“ へ

の 作用が正則と阪 ら ない ため ，方程式（44｝の解は
一・
般

に 存在 しな い か
， 存在 して も　意 的 に 定 ま ら な い ．こ

れ は，内部境界 に は拘束条件は 課 さ れ て い な い の で ，

部分構造 の 境界が ，ほ とん どあ る い は 全部が 内部境 界

で 占め られ て い る 場合な ど，部分構造境界 に十分 な 幾

何学的境界条件が 課 さ れ て い ない まま，部分 構造 の 変

位を計算 しよ う とす る こ とに 起 因する．構造解析 の 場

合，幾何学的境界条件が
一
ト分で な い と剛体変位が 定ま

らない ．こ の ようにII司rl体変位 ゆ
’
）定まらない こ とを浮遊

運動 ，定 ま ら な い 部分構造 を 浮遊 部分構造 1：floaung

substrueturei ／
’
）な ど と呼ぶ ，こ れ が ，変位：解が有：在した

場合
一

意的 に 定 ま ら ない 理出で あ るが ，また一
方 で ，

変位解 が 存在しな い 場合 もあ る．こ の 状況 は 次 の よ う

に 埋解 され る．1．分 な幾何学的境界条件が 課 され て い

な い と い う こ と は，幾何学的な境界条件が 課 さ れ るべ

き場所 に，何 らかの 力学約境界条件が課 されて い る こ

とを意味 す る，不定 の 剛体変位 の ど れ を と っ た と して

も，そ の荷重 が そ こ に発生す る 反力と釣 り合わない と

き，変位解 は 存在で きない ．こ の 荷重 は本来
．
［貫性力 に

なる もの で あ り，こ れ に 応答す る解 は 動的問題 の 変位

加 速 度 解 しか な い ．しか し，今扱 っ て い る 方程式 （1）は

平衡
．
方程式 （静的闊題）で あ り，加漣 す る変位解 に は対

応 で きない ．

　 3．4Neumann 前処理

　部分構造方程式（44）の 問題 は，Neumann 境界条件を

取扱 う問題 で あ る ．ロ ーカ ル な 前．処理 行列 Gi を式 〔3D

で 設定す る に 際 して，n“，／ すなわ ち ll　
1’

の 自由度 に つ

い て は 薩1、厂1
で 問 題 な い ．爵

知 の 白由 度 に 関 し て kiが

正則 で ない 場合 は，式 〔3］）の 定義に した が い KJ の
．一一

般逆行列 ぽ
’

｝
一

を使 っ て ゐ程 式 〔44）の 解あ る い は近似

解 を定 め る ．グ ロ ーバ ル な 方程式（ig、の 場 合 と 同様，

κ
lp “ ，1，は KJ の Schur補元 5i

　　　s・i ≡ k（、−R（，〔k：、〕
．．1
紀、　　　　　 〔46）

に な る．夕 は ロ
ー

カ ル で あリグ w ・一ハ ル な Schur補兀

と比 べ て 自由度が桁違い に 小 さい こ とが 期待 で きる が，

〆

42 シ ミ コ レ
ー
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ダ に は 〔ftl、）
−1

が 含まれ て い る た め，ロ ーカ ル に もグ

ロ
ー

バ ル な計算 と同様 KIPIm の 掛 け算 の まま扱 うこ

とが薦め られ る
2．6 ；．

　また
，
k ’ と SJの 関係 と 1司様 に

， （ki）
一

を扱う こ と は

〔型）
一
を扱 うこ とに対応す る，一

般逆行列 の 基本事項

に つ い て は
， 8）な ど を参照 して ほ しい ，また

， 本稿最

後に，若干の 補足説明を した．

　よ り処理を簡素化す る方法と して，式（3D で 厳密な

一
般 逆行列を扱うこ とは や め て ，例えば小 さ い 量 ε を

か けた単位行列を Ki に加 える などし て Ki を正則化し

て しまい ，そ の 逆を LU 分解 で処理す る とい う方法が

ある．

kf → 　k ’

＋ ε1 （47）

こ れは 各節点 に 変位量 に比例 して 引 き戻そうとす る物

理的に は存在し ない 仮想の 微小 な保存力を想定す る こ

とに 相当す る．こ れ に よ っ て部分構造の浮遊運動が防

げられ る，こ の 近似逆行列 も正 確 な
一

般逆行列 と一
緒

に以 下 まとめ て 〔R
’

）
冖

と記す．

　全自由度の ベ ク トル u の 分割 （25）を次 の ように 変更

する．

　　　 u ＝ uC
’）＋ Σ P ｛’）

ui 　　　　　　　　 （48）
　 　 　 　 　 　 　 ’

こ の ベ ク トル の 分割 に基 づ い て，Schwarz 法を適用す

る ，プ ロ ロ ン ゲ ー
シ ョ ン した ロ ー

カ ル な前処理行列

G ω ，G ’

を次 で定義す る．

G 〔犀｝
≡ P 〔「｝1ぐガP〔‘｝T 、G ’

≡ p 倒 M が δ
101

〔ノv
ノ

｝
Tpls

］T

（49）

　Ci≡ Pi〔り儒り
一
戸
1〔’）τ

＋ P1〔s ）　（kl）
−
PJ〔s 〕T 　　 〔50＞

P ‘・）NiDip “ r｝＝O の 関係 に注意すると，式（50）右辺 の

第
一

項の 効果 は消え る．グ ロ ーバ ル な前処理 行列 の 定

義式 （33）に，上 の G ω
，
Gf を代入 して 次 を得る．

G ＝P ω κ万
lp ω τ

＋ P〔s）G，vNp ｛S ］T

G
斟

ヨ Σ1V／D ’
戸

’〔∫〕
（kiり

一
P’（’）「

が 〔〜Vり
7

　 　 　 ！

・

〔1；邨
9
）
．
。，、嗣

（51）

〔52＞

こ の ¢ w
を Neumann 前処理 行 列 と呼ぶ ／1｝，また，前処

理 と して GPt，N を用 い た射影 CG 法（21）〜（23）は，もと

の 方程式 （1）に 式（51）の 前処理 G 付き CG 法 を施 した

もの と等価 で あ る ．

　以 一E，反復型部分構造法を基 盤 に，オーバ ラ ッ プ し

な い Schwarz 法 に し たがい ，夕 の
一

般逆行列 〔S
’

｝
一
を

使 っ て 構成す る前処理 に つ い て 述 べ て きた，この 前処

理 は Neumann 前処理 と呼 ば れ る
3），こ の 前処琿 は，部

分構造 の 数が多い と き効率が 悪い こ とが 知られ て い る．

3次元線形構造問題 に お い て Neumann 前処理付 の 剛性

行列 Schur補元 の 条件数 cond （G．，，　S）の 上限が次 の よ

うに評価さ れ て い る 5：1．

　　　… d｛・NNS ）・景〔1・ 1・ 9（7））
2

　 （53）

こ こ で H は部分構造の 直径（差渡しの 最大値）の 代表

値，h は有 1垠要素 の 直径 の 代表値，　C は H ，h に 依存 し

な い 定数で ある，同 じ条件 の 下 で 部分構造 の 数 だ け増

やせ ば H だけが減 り，そ の 逆自乗の オーダで条件数の

上 限が 上 昇す る こ とが わ か る．こ の よ うに Neumann 前

処理 は，部分構造の 数が少な い 場合に しか効果 が 期待

で きない ．

4．　 コ
ー

ス グ リ ッ ドに よ る 高速化 一 BDD

ア ル ゴ リズム

　部分構造の 数が増える に つ れ て Neumann 前処理 の 効

率が悪 くな る原因を，部分構造ごとの 剛性行列の
一・

般

逆行列の 適用で ，不適当な浮遊運動 を生 じ させ る とこ

ろ に あ る と考えた M α ndel は，部分構造 の 浮遊運動 の 自

由度 を，反復処理 で 扱 う自由度か ら取り除い て別に扱

い ，Neumann 前処理 の 効率 を 向上 させ た
s・11 ，こ れを

Mandel は バ ラ ン シ ン グ領域分割法（Balancing　Domain

Decomposition　method ）と名 づ けた，以 下 ，慣例 に 倣 っ

て BDD 法 と呼 ぶ ，

　部分構造 は ロ ーカル の ままだか ら こ そ 浮遊運動を 許

して し まう．第3．3 節の 最後 で 述 べ たとお り，幾何学

的境界条件が不足 して い る 場合 は
， 荷重 に 加速度運動

（加速度ゼ ロ ，つ ま り等速運動も含む〉の 原因と な る慣

性力 が 現 われ る が，こ れ を 般 逆行列 に よ り力学的根

拠の 欠けたまま計算の都合だけで ある 静的な剛体変位

に対応 させ る た め，無意味な浮遊運動が 生 じて しま う、

そ こ で BDD 法で は，部分構造 ご と の 浮遊運動 を集め て

グ ロ ーバ ル に 扱 うこ と で ，そ れ を部分構造 ご と に と る

剛体変位 と して決定 し，残 りの 自由度の 反復処 理 で 浮

遊運動 の 問題 が 生 じ な い ように す る．連続体 の 変形 は

剛体変位 とそ の 他 の ひず み を生 じる 変形 に分け られ る

こ と を思 い 出す と，こ れは次 の よ うに ま とめ られ る，

部分構造ご とに その 変形 を剛体変位 と ひ ずみ を生 じる

変形 に 分離 し
， 両者を別 々 に グ ロ ーバ ル に解 くこ とで

浮遊運動 の 問題 を解消す る．Mandel は 文献 6，7）で ，反

力残差 ベ ク トル （双対ベ ク トル 〉か ら剛体運動（加速 度 運

平 成 15年 12月 一 43 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

268

動）の 原囚 とな る 自由度を取 り除 くこ と をハ ラ ン シ ン グ

1：balancmg）と呼んで L・　！i る．バ ラ ン シ ン グ を施され た 反

力残差 ベ ク トル は，副体変位 の 成分 を もた ない 変位誤

差ベ ク トル に 煩 芯す る．

　また こ の 方法 は，マ 1レチ グ リ ッ ド法 の 観点か らみ る

と，有限要素 メ ッ シ ュ を 基本 グ リ ッ ドと し， 部分構造

へ の 領域分割を コ
ー一

ス グ ／）ッ ドとす る 2 轡 マ ル チ グ

リ ノ ド法 と解釈 で きる ．つ まり，まず部分構造 の グ

リ ッ ドで 粗 く解い た後，有限要素グ リ ッ ドで細 か く仕

ヒげ る．部分構造 ご と の 喇体変位 を考え る こ とが ，
一一・

つ の 部分．購造を コ
ー

ス グ リ ッ ドの
一

つ と考 え る こ と に

梧 当 す る．

　なお，本来 BDD 法は，
．一・

般 の 偏微分方智式か ら離 散

化 さ れ た 大規摸線形方程式の 解 1去に 鬨す る ア ル ゴ リズ

ム で あ り，ハ ラ ン シ ン グ も部分構造 ヒに制 限 さ れ た離

散化線形 方程式 の 係数行列 の 核空間 の
一．

般的 な取 り扱

い に 関す る事柄 で あ る．しか し，こ こ で は微小変形 の

線 形 構 造 問 題 へ の 応 用 に 特定 して ，部分 構造の 11iiill」体変

位 と して 説明す る ．

　上 に 述 べ た BDD 法の ア イデ ア を実現 させ る ため，各

部分構造の 境界の 剛体変f ケ：を重ね合わせた自由度 ‘洲 を

定義 し，さ らに そ こ か ら射影行列 P ・，／
で ，自由度 バ

喉

と そ嚇 劇 ・）讐 鵬 ．諺 定義す る・詳細 は 611］　，　 7）

を参照 して ほ しい ．

　グ T　 − 2V
’
w な ベ ク ト 1レu は 式U4 ）の とお ！iu ’1” と t．s｛’／

に 分解され た．さらに，！f ω を Ct　
，1H 「1 と ul

’・’）に 分解 す る．

　　　 u11
’）

＝ tt　
L 
．
い1

＋ lt〔
、1’／）　　　　　　　　　 （5411

こ れ に 伴 い 射
』
影行列 Pi・， も PW ［，，，’

）“u ）に 分解す る．

　　　 pl・
’L ’

・ IV国
＋ P幌 　　　　　　　　　〔：55）

た だ し，こ の 分解 された射影行列 は ’
川 や Pi’ト の よう

に あ ら わ に 表示す る こ と は で きず ，まもな く下 の 式

〔6口，162｝で 説明す る ように，尸回 の 作用 を計算す る

予順 だ け が 示 し うる ．と に か く，こ の 分解に より方程

式 （19）は 次の とお り分 解 され る．

Ll
「・L ‘，

剛 ・1
＋ ，‘

回

κ♂
’
いLP 擁咽 1

．プ

〔56）

〔57）

　　　 M ［／tl）＝PI    κP
’［・’］

。
・一鯉

’

ノ　 〔58）

方程式 （57 ）で 定式化 され る問 題 は コ
ー

ス グ リ ッ ド問 題

と1呼ば
．
れ る ．コ

ース グ リ ソ ド問 題 は 自由度 が 比 較 的 小

さ い ため 通常 は 直接法 で 解き，方程式 ［：58）は射 影 CG

法 で 解 く．

　 コ
ー・

ス グ リ
・
ソ ド問

．
題 曳57）は ベ ク トル uu

．・11，．1 の 白i力度

の 基底 ｛e冫∵
」1
｝，、「1，／ 、．鋸 に よ り，よ り具体的な次 の 形 に

して 解 く，

　　　1｛
Lv〔　ttl

； こづ）
口

μ
乙1

： κ1｝1産μノ」 η，　　 （59）

こ こ で ，μ
” は ベ ク トル の 展開係数 で あ る，係数行列，

右辺 ベ ク トル は ）欠の よ う に定義され る．

　　　K ：1， ≡ ell
’
〔’1 ’

κ8坂
い ：1．、t｝， ≡ e：

’
い ：IJt

　 〔60）

Kl−IIIは BDD 法の コ
ー

ス グ 1丿ノ ド行列と呼ば れ る．

　ノブ干呈工t（58）
’
で｛よ身・J

’
景彡彳亅

：

歹「」P
「tt’】・1こよる 彳」

：

歹lj×
．X ク　ト 1レ

言卜算 が 必 要 に な る．上 で r 苫 L た とお り，こ れ は 関 1系

式（5511を不1亅用 して ，コ ー
ス グ

’
リ ノ ド閤題 に 還元 して ril

．

算 す る．

ズ → ／
：・1

＝ P い II
λ → 1・M ．r 三 ．tい：1− P レレ

「
h   ll臼 1：：6D

戸 瞳 L ．〉，
”
，
〔 い tL胴 ・ w 〔」1 ・

絢
脚 L ・冫1卜｝嘘 ト

射影 CG 法 の 適用 は 〔2（

なる，

Ui’
／
；‘汐：

＋ 亅‘
レ肌
「
〔 ｝

1冫o；Pい』’℃ 厂
圃 、

　　　　　　　　　　 〔62：〕

〕
− 1：23 〕に 替わ っ て ：」

・
（の よ うに

u／／　＋ 1
＝t‘厂「 十 α ，IPn

　　厂諞β r
い 、、レ，

α ・・≡

，双戸1；

・　 f
’
［

1：63 〕

1：64）

，， 刊
＝
〜 PI

．一
α

，，仰 、1
・

　　　　　　　 （6511

・ …
回

鯨 ＋ 1 ＋ 伽 ・廐 ・ 窯｛；li：：：：：：u
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （66：：

　Schwarz 法 の 観点か ら見 る と，　 BDD 法 は，　 Neumann

前 処 理 に お ける グ ロ ー．
ハ ル 前 処 理 行列 に 関 す る式 （J］）

を次 に 取 り替えた もの に相当す る．

　o ＝P い 1
κ
一ip ｛，v

＋ 尸
悶  ｝

κ
一lp 肺 ：li

＋ P（‘t’lu ，x“・t
’（’“］r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （67）

射影CG 法（631
−一（66）は も との JJ．程式 （1）に 前 処 理 G 創

きCG 法 を 施 した もの と 等価で ある ．こ の 前処 理 は，全

自由度ベ ク トル 1・1 を 3 つ の 部分 に

　　　 u ＝〃
1／1

＋ Ilwl：
／．i＋ ul

・〔t，b　　　　　　　　　　　　　　　〔68）

と 分 解 し，u ／’／ と 己｛
岡 の 成分 に つ い て は 前処 埋 で 厳密

に 解い て し ま い ，t’f””“／の 成 分 の み ，　Neunrann 前処 埋 て」冫

44 シ ミュ レ
ー．
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き反復法で解 くこ とを表わ して い る．こ の 反復 で は，

部 分構造 ご との 浮 遊 運 動 の 自由度 は よ‘
乢 ，で 取 り除か れ

て い る た め 浮遊運動 の 問題 は起 こ らない ．その 代 わ り，

ベ ク トル 占‘
‘“

の ‘f胴 ，εぜ
圃 へ の 分解処理 の 分だけ計算

コ ス トが増加 して い る．

　Neumann 前処理 の 条件数評価（53）と同様に ，　 Le

γh〃8c らに よ っ て 3次元線形構造問題にお け る BDD 法

前処 理 付剛性行列 の 条件数上 限が 次の よ うに評価 され

て い る
1 ：1．

　　　・・ nd （GK ）・ C ’
〔1・ 1・9傍））

2

　 （69）

こ こ で H は （53）と同様，部分構造 の 直径 （差渡 しの 最

大値）の 代表値，h は 有 限 要 素の 直径 の 代表値，　C
’
は H ，

h に依存しな い 定数 で ある，Neumann前処理の ときに

あっ た H の 逆自乗因了
一
が消えてい る．もは や部分構造の

数は 条件数 に 影響せ ず ， 部分構造 に対す る打限要素メ ッ

シュ の 相対的な細か さ の みが影響する こ とが わか る．

5． 今回の ま とめ と次回の 予定

　今回 は，領域分割法の うち，オーバ ラ ッ プ しな い

Schwarz 法の 代表で あ る 反復型部分構造法 と，その 高

速化 ア ル ゴ リズ ム Neumann 前処 理 法，　 BDD 法 を細部

に わ た っ て 紹介 した．

　次 回 は ，同 じオ
ー

バ ラ ッ プ しな い Schwarz 法 に 分類

され
， その 高速化を E「的とす る もの で あ る が，標準の

部分構造法とは 異な り部分構造問をLagrange未定定数

法 に よ り処理す る FETI ア ル ゴ リズ ム を紹介する 予定

で あ る．

補 注 ． 一
般逆行列

　〔疋 ）
一

を扱 うこ と は 〔計）
一
を扱 うこ と に対応す る．一

般逆行列の 条件式

　　　 it1〔ki）
．．
fil＝ki，　S

’

（Si）
一
奮
J＝SJ　　　　　　〔70｝

か ら，（R
’

）
一

と〔rtf）
一

は ，　kJと Siと同様次の 関係 を もつ ，

　　　酬 鯉 … 鬪
こ れ は 健
の
一

つ （，9
’

）
一
が 得 られ る とい う意味 で あ る．

　KI の
一

般逆行列 と して，　 Moore−Penrese

（71）

厂か ら式 （7D に したが っ て 夕 の
一

般逆行列

．
矧殳逆そ了歹rJ

を使 う と，方稈式 （44 ）の 解が存在 しな い 場合 は 残 差 ノ

ル ム が 最小 に な る 近似 解 を，解 が 複数存在す る と きは

ノ ル ム 最小 の 解を選び 出 す．Moore −Penrose．・般逆行列

は こ の 意味 で 最 も良い
一

般 逆 行列 で ある が ，与 え られ

た行列 kiか らその Moore−Penrose　・
般逆行列を言1’算す

る こ と は 簡単 で は な い ．

　非正則線形写像 κ
i
に ガ ウ ス の 消去法を適用 して ，

ピ

ボ ッ ト選択に よ る行の 入 れ替えお よ び非正 則性 に 由来

す る ピ ボ ッ ト選択不可能時 （0一ピボ ッ ト以 下 の 列成分

が すべ て ゼ ロ ）の 列 の 最右移動 （当該列 の 右側諸列は 左

へ
一
列ずつ 繰り上げ．列を並 べ 替える ときは対

．
応す る

彳」
．
も1司時 に 並べ 替える ）に よ り，行，列 を適当 に 並び替

える こ とに よ っ て ， k1の 止 則な部分 をすべ て 含む ブ

ロ ッ ク部分を右上 に集 め る と，κ
i
は次 の よ うに ブ ロ ッ

ク表示で き る 4，．

　　　・
’

・ 睡 ）　 　 ・…

こ こ で ，κ
1 は κ

1 と同 じラ ン ク をもつ 正則行列で ある．
　 　 　 　 fヴp

こ れ は，次の ように LDLT 一ブ ロ ッ ク 分解 され る，

虫 齢・1）閣〔1〔
π偏

凶 簡

そ こ で
， Moore−Penro8e一般逆彳丁列〔」〜

1

濫p
は次の よ う

に 与え られ る．

〔κ
’

）
〜
MP

・1纛
・（賦 厂

鴎

附陶 ：）
一
（
駆 び

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）
一
方，反射型

・
般逆行列の

一
つ 〔ki）

一
も次 で定義 で きる．

（端
一
鴎
「

紘

牌
1

眠齢11 ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔75）

ガ ウ ス の 消去法 に おけ る ピボ ッ ト選択に類す る 処埋で ，

式 ワ2）の ブ ロ ッ ク分解 さ えで きれば，あ と〔π鋤
一1

の 計

算 を 追加 す れ ば反射型
一

般逆行列 は 計 算 で きる が ，

Moore −Penrose一般逆行列 は さ ら に部分領域 全 体 自由度

サ イ ズ の 逆 行列 を計算 し なけ れ ば な らな い ．
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