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圏
ボ クセ ル 解析 に お ける境界条件の 付与方法

長 嶋 利 夫
＊

　 ABSTRACT 　The 　modelmg 　method 　uslng 　the　volume 　data，　whlch 　lsprGduced 　by　convertlng 　CAD 　da ヒa　alld 　CT

data　dlrectly，　has　been　utlhzed 　 ln 　varLous 　engmeerlng 　analyses 　The 　analys 】s　methed 　based　on 　the 　flmte　element

meIhod （FEM ）Incon 」unctlon 　wlth
“
voxel

”
modeling 　can 　be　performed　to　so］ve 　structural　prob ］ems 　 I囗 such 　a　voxe ］

method 　however ，　the　free　surface 　havlngcomplex 　geomelry　does 　no 〔 always 　colnclde 　wlth 　the　surface 　o『［he　voxeI

mesh 　ln　general　 Therefore　an 　apprQpr 蝋 e 　methQd 　to　Lmpose 　boundary　condmens ，　wh ］ch 　tnclude 　bo山 essent 旦al　and

na 加 ral　bou 冂dary　condttions 　ls　required 　to　solve 　pracncal 　prob【ems 　usmg 　the　voxel 　method 【n　thls　paper　the　proce−

dure　to　enforce 　boundary　conditions 　for　the　voxe 里method 　is　described　for　the　stress 　analysis 　based　on 　FEM 　uslng

struc ［ured 　hexahedral　flnlte　elemen 【s　 Moreover 　the　 numenca 】resu 且ts　by　the　structural 　FEM 　program ，　which 　cap

utihze 　the　volumedata 　structure 　of 　the　volume 　CAD （V−CAD ）developed　ID　RIKEN 　and 　use 　the　boundary　condltlon

treatment 　procedure　stated 　111　thls 　paper ，　are 　a】so 　demenstrated

1．　 は じめ に

　 こ こ 数年，計算機性能 の 著 しい 向上 を背景 と して ，

設計用 CAD ソ フ トウ ェ ア で 定義 され る複雑形状 や，

CT 画像 ・デ ジ タ イ ザ
ー

画像な ど を 処理 して 得 られ る

形 状 を対象に，「ボ クセ ル 」と呼ばれ る 等 しい 立方体形

状 を有す る 多数 の 六面体要素 を利用 した構造解析が 実

施さ れ る よ うに な っ て きて い る 1〕．ボ クセ ル デ
ー

タ は

比較的容易にか つ 確実 に作成す る こ とがで きる の で ，

こ れ を利用すれ ば 自動要素分割 が 困難 で ある よ うな複

雑 形 状 の 有 限 要素解析 （FEM 解析）が 実施可 能 と な る

もち ろ ん ，こ の よ うな手法 は，通常 の FEM 解析 モ デ ル

と比較 して 扱 うデ
ー

タ 量が 膨大 に な っ て し ま うと い う

欠点 もあ る が
，

そ の 反 面，自動要素分 割手法 が適 用 困

難 で あ る よ うな複雑形状 に 対する モ デ ル作成 を自動化

で きる 点が 最大 の 魅力 で あ る．

　従来 FEM が 利用 され て き た構造解析 分 野 で は，ボ ク

セ ル を用 い た 解析 に お い て も基本的 に は FEM に 基づ

い た 方法が 用 い ら れ，通常六面体立 方体 （直方体）要素

が 利用 され て い る．こ の よ うなボ ク セ ル 解析 に お い て

は，
一

般 に滑 らかな 自由表面形状 は六面体 の 表面が凹

凸 として 表 れ る 形状 と して 表現 され て しまう，その 欠

Boundary　Condi匸10n 　Enforccment　inFEM ，usmg 　Voxel　By 　Teshio

1＞cr，gashtina（Facu】ty　of 　Sclenee　and 　Tcchnology，　Sophia　Umver −

slty）
’
上智大 学理工 学部機械工 学科

点 を補 うた め に ボ ク セ ル サ イ ズ を小 さくした り，自由

表面近傍 の ボ ク セ ル を さ ら に サ イ ズ の 小 さ い サ ブ ボ ク

セ ル で 表現す る 方法も用 い ら れ る が，こ の ま まで は 任

意形状 の 領域 をモ デ ル 化 で きる とい う有限要素法の 特

徴 を生 か し きれ て い な い ，一
方 ， 理化学研究所 が 行 っ

て い る 「もの つ くり情報技術統合化研究」に お い て 開発

され て い る VCAD （ボ リュ
ー

ム CAD ）
2）で は，ボ ク セ ル

と形状表面 と の セ ル 切断面，セ ル 切 断点情報 を ボ

リュ
ー

ム デ
ー

タ として 保持す る こ とが可能で あ る，す

なわ ち，図 1 に 示す よ うに ，VCAD に お ける ボ リ ュ
ー

ム デ
ー

タ で は
，

ボ ク セ ル 情報 に 加 えて
， 形状 デ

ー
タ と

ボ クセ ル との 切断点情報 と，そ れ ら を連結 して 得 られ

る切断面情報 を保持 して い る．VCAD で は，こ の よ う

、，i
鑢襾　　　佇
篭華

　 声　　　　　　　印

艶レ
，’

　　　　　　　　　　　 セ ル 内面
セ ル 切断点
　　　　　　　　　　　 （Kitta　Cube 面 ）

図 1V −CAD にお けるボ リ ュ
ーム デ

ータ
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な ボ リ ュ
ーム デ

ータ を「Kttta　Cube」と呼 ん で い る．こ の

よ うな Kttta　Cube を用 い る こ と に よ り，形状表面 を か

な り滑 ら か な 形 状 と し て 表現 す る こ と が で き る．

VCAD の 開発 は 現在進行中 で あ る が，　 VCAD の バ ー

ジ ョ ン 2 以降で は ，ボ ク セ ル デ ータ は オ ク ツ リー

（OCtree：八 分 木 ）構造 で 階 層 的 に定 義 さ れ る の で ，さ ら

に高精度なモ デ ル 化が 可能とな る．

　現在，こ の よ うな VCAD が 扱 うこ と が で きる ボ

リ ュ
ー

ム デ
ー

タ（Kttta　Cube）を利 用 した，　 FEM に 基 づ

く構造解析手法の 開発が 行 な わ れ て い る．著者ら は，

有限要素内を通 過す る表面形状を考慮した剛性評価を

行 な っ て い る ．こ の 手 法 は，拡 張有 限 要素法 （山 e

eXltended 　Fimte　Element　Method ：X −FEM ）
3）
の
一

種 と し

て も解釈する こ とが で きる，この よ うな手法に お い て

は ，境界 条件 を与 える べ き表面 上 に な か らず し も有 限

要素 の 節点が あ る とい う保 証 は な い ．な お，実 は 同 じ

よ うな問題 が エ レ メ ン トフ リ
ー
が ラ

ー
キ ン 法（EFGM ）

4〕

に 代表 させ る よ うなメ ッ シ ュ フ リ
ー

法 にお い て も現 わ

れ る．メ ッ シ ュ フ リ
ー

法の 実用化 に お い て は，境界条

件 と くに 基本境界条件 の 合理的な付与方法
S）につ い て

考 え なけれ ば な ら な い ．本稿 で は ，有限要素の 形状 と

表面形状 が 完全 に
一

致 しない ボ ク セ ル 解析手法 お い て

境界条件を与える方法
6 ”S）に つ い て の 解説を試み る．

また ，本稿 で 示 した よ うな境界 条件 の 付 与 方 法 を用 い

て い る VCAD シ ス テ ム が扱 うデータ を利用 した構造解

析 プロ グ ラム V−STRUCT バ ージ ョ ン 1に よ る数値解析

例 B〕を示 す，

2． 解析 手法

　本稿 で 紹介す る ボ リュ
ー

ム デ
ー

タ を利 用 した 解析手

法 の
一

例 と して
， 微小変形線形静弾性問題 を対象 と し

た基礎方程式 お よび ボ リュ
ー

ム デ
ータ に よ る 離散化式

を示す．

　2，1　基礎方程式

　FEM に基 づ く手法 で あ る の で ，通常 の FEM の 定式

化 と同様 に 次式 に 示す よ うな領域 Ω 内の 連続体 に つ い

て の
， 仮想仕事 の 原理 が 基本原理 とな る ．

∫∫∫… u　・・Ω ・∫∫∫… 石・Ω ・∫∫… 耐

　 Ω　　　　　　　　　　　　　　　　Ω　　　　　　　　　　　　　「t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　こ こ に σ は 応力 テ ン ソ ル ，bは 物体力 ベ ク トル ，　u は

変位ベ ク トル
，
tは 表面力 ベ ク トル

，
δu は 仮想変位 ，

で

あ り，上 線 は 境界上 で 値が 規定 され て い る こ と を示す，

▽。δu は ▽δu の 対称部分 で ある ．また ，r
，
，　 ru は，そ

れ それ 力学的境界お よ び基本境界 （幾何学的境界）を示

す．

　境界条件式 は，次式 で 与 え られ る ．

σ ● n ； t　on 　r， （21 ）

　　 u ＝ ii　on 　　r．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

こ こ に n は r
、
に垂直 な法線ベ ク トル で あ る．

2．2　離散化式

　仮 想仕事の 原 理 式 （1）を離散 化す る た め に
， 直方体形

状 を有する 8節点六 面体
一

次要素 を用 い る こ と に する．

こ こ で は，X −FEM （拡張有限要素法）の 定式化
9，

に 準 じ

て
， 内挿関数 を次式 の よ うに 与 え る．

　

O

　

X

　

V幻

8

Σ
訓

　

＝
　

X

　
齢

　

U （3）

　 こ こ に，V は 領域 の 内部 で 1，外部 で 0 の 値 を と る よ

うなス テ ッ プ関 数 で あ る．また，内挿関数呪 は 8 節点

直方体 線 形 要 素 の 内 挿 関 数 で あ る．ボ ク セ ル 解 析 を前

提 と した 場合，直方体形状なの で ア イ ソ パ ラ メ ト リ ッ

ク要素 の 定式化 は 不 要で あ る，た だ し，要素内を形状

表面が 通 過 す る 場 合 に 対 して も，剛 性 評 価 す る必 要 が

あ る た め，数値積分 に よ る 剛性評 価 が 要求 さ れ る，

　式（3）で局所的 に与えられ る変位の 近似関数を用 い

て，解 析 領 域 内 部 の 変位 場 は 次 式の よ うに表 わ され る．

u 〔x〕ニ Φ 〔刈u （4）

こ こ に，Φ （x ）は 内挿マ トリ ク ス ，U は節点変位 ベ ク ト

ル で あ る，

対称 ひ ず み テ ン ソ ル や対 称応力 テ ン ソ ル をベ ク トル

の 形 に並 べ 替えた Volgt表記
tO）に よ る ひず み ベ ク トル ，

応力 ペ ク トル は 次式の よ うに 表さ れ る ，

ε 〔x 〕＝ B 国 u

σ （x 〕＝D 〔x 〕B 国 u

（5」）

（5．2）

こ こ に，B （x ）は ひ ずみ 変位 マ トリ ク ス ，D （x ）は弾性マ

トリ ク ス で ある ．

　式 （4）（5．1）（5．2）を仮想仕事の 原 理式（1）に代 入 して次

式 を得る，

こ こ に

KU ＝ F

K −∫・ ゆ 国 ・ 〔・〕・Ω 国

（6）

（7．D

一 10 一 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 　第 23巻第 4 号
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F ・ ∫・ 国
7i
〔・〕dr 〔・〕・∫・ 〔・〕

7
石〔・〕dΩ 〔・〕

　 「
r　　　　　　　　　　　　　　　　　 Ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （72 ）

式 （7．1）に 示す K は 全体剛性 マ トリク ス ，式 （72 ）に示

すF は
， 等価節点力 ベ ク トル で ある ．式（7．1）（72 ）は ，

ボ リュ
ー

ム デ
ー

タ を用 い て 離散化 さ れ る，こ の よ うに

離散化式 自体 は 従来 の FEM と全 く同 じで あ る．ボ ク セ

ル に よ る モ デ ル 化 の 手順 は
，式 （3）で 定義さ れ る 内挿関

数 で 要素毎 に 考慮 され る

3．　境界条件の 処理方法

　 こ こ で は，前節 で 示 した，基礎式お よ びそ の 離散化

式 に 基 づ い て 解析 を行 な う場合 に お い て 境界 条件 の 処

理方法 を示す．

　 3．1　 力学的境界条件 の 処理

　式（2．1）で 示 さ れ る 力 学 的 境 界 条 件 は，仮 想 仕 事 の 原

理 式（1）の 右 辺 に 自然 に 取 り込 ま れ て い る．した が っ

て，その 離散化は式 （72 ）の 第 1項で考慮 され る．そ の

項 は 面積積分 と なる の で ，形状定義面 あ る い は そ れ を

近 似する 表面の 「青報 を利 用 し て 数値積分 が 実行 され る．

VCAD を利用 した著者 らの 処理 で は，セ ル 切断面情報

を利用 して 面積積分 が 実施 さ れ る．

　 3．2　基 本 （幾何学的）境界条件 の 処理

　式（2．2）で 表 され る変位境界条件 は，仮想仕事 の 原理

式に 取 り込 まれ な い ，したが っ て，離散化 さ れ た 式（6）

を解 く際 に は，基本境界条件 を付帯条件 （ある い は拘束

条件）と して 与えて 解 く必要がある．通常の FEM 解析

で は，節点 は か な らず境界 上 に ある の で ，変 位境 界 条

件 の 記述 は
， 基本的 に は ，単

一
の 節点自由度毎に簡単

に記述す る こ とがで きる．こ れ に対 し て，本稿 で示 す

よ うなボ ク セ ル 解析手法 で は ，節点 は，か な らず し も

境界一ヒに あ る と は 限 ら な い ．そ こ で 基本境界 上 に 適切

な 評価点 を設定 し，そ の 点 で の 基本境界条件を記述 し，

そ の 式 を満足 さ せ る こ と か ら拘束条件式 を導 出す る．

評 価 点 で の 変位 の 値 は，一般 に そ の 点近傍 の 複数個 の

節 点 自由 度 に 関連 して い る の で ，拘束条件式 は一
般 に

複数 の 節点の 自由度 を用 い て 表され る．評価 点の 設定

方法 と して は様 々 な方法が 考え られ る が，著者 らの 開

発 プ ロ グ ラ ム （VSTRUCT バ ージ ョ ン 1）で の 処理 で は，
セ ル 切 断点で 拘束条件式を満足 させ て い る．

　図 1に示す よ う境界 を 近似す る 形状 とセ ル との 交点

（セ ル 切断点）に おい て ，拘束条件式 を記述で きる，複

数個 （m 個）の 切断点 に つ い て の 拘束条件式 をまとめ る

と次式 の よ うに な る ．

こ こ に，

CU ＝ d

C ＝

d ＝

Φ 〔XI〕

Φ｛Xm 〕

u 〔x1〕

u 〔x 。 ）

（8）

（9．1）

（9．2）

　u は u の うち，基 本境界条件 に 関与す る 節点変位 の

自由度 を並 べ た もの で あ る．

　拘束条件数を m ，関与す る 節点 自由度数を n と する

と，式（91）で 定義され る C は m 行 n 列 の マ トリクス と

な る が ，式 （8）で 表 わ され る m 個の 拘束条件式 は ，す

べ て 独立 で あ る とは 限 らな い ．マ トリクス Cの 階数 （ラ

ン ク）r が 独 立 な拘束条件 の 個数 に なる．式（8）に お い

て 係数マ トリ ク ス C を ピ ボ ッ ト選択 し なが ら，基本変

形 を 施す こ と に よ っ て 次式 を得 る．

100cuc1 ．，、．「
0
’・．O　 i　 　 i

OO 　lc ．、Ic ．、、一，
U’＝d’ （10）

こ こ に，U ，　 d
’
は U ，　 d の 成 分 を入 れ 替 え た ベ ク トル で

あ る ．

　式 （10）の 左 辺 の係数 マ トリ クス は r 行 n 列の とな る．

U
’
の 最 初 の r 個 の 自 由 度 は，残 りの n −r 個 の 自由度 で

表す こ とが で きる．す な わ ち r 個 の 自由度 を 従属 自由

度 とす る こ とが で きる．した が っ て，式（10）は 次式 の

よ う に書 くこ とが で き る．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’
1

　　　［1 （1］・
’
］｛呂1｝・d’　　　　 （11）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ！

こ こ に 1は単 位 マ トリ ク ス ，UD
，　UJ は U ’

の 部分集合 と

して 得 られ る 節点変位 ベ ク トル で あ る．

式 （11）よ り次式 を得 る，

　　　 UD ＝− C ’
Us ＋ d’　　　　　　　　　 （12）

　　　　　　　　　 」

式（12）を，式 （6）で 示 され る離散化 され た シ ス テ ム 方程

式 を 解 く際 の 付帯条件 と して 与え る．具 体 的 に は，従

属自由度 u
．
を消去 した うえで 式 （6）を解 く．こ の よう

な方法 は 通常 の FEM 解析でも扱わ れ る多点拘束 （MultL

Pornt　Constraint：MPC ）条件式 に他 な ら な い ，

4． 数値解析例

　本稿で 示 した 境界条件付与方法 を用い て 三 次元 CAD

で 設計 した 三 次元薄肉形状 の 部品（3枚羽根 フ ァ ン ）の

平成 16年 12月 一 11
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静 応力解析を実施 した．本解析 で は ，等方性弾性材料

（ヤ ン グ率 E ＝ 21 ，000kgflmm2，ボ ア ソ ン 比 v ＝03 ）を想

定 し，三 次元 CAD で 定義 され た形状情報を IGES デ
ー

タ を経由 して VCAD に取 り込 み，　 VCAD を用 い て 皇25

xl25 　 × 125 の 構造状 の ボ リ ュ
ー

ム デ
ー

タ を作成 した

解析対象を表 と裏 か ら見た ボ リ ュ
ー

ム デ
ー

タ を構成す

る セ ル 内面（Kttta　Cube面〉を図 2 に示す．こ の ような

ボ リ ュ
ー

ム デ
ー

タ に 対 して ，VSTRUCT バ ージ ョ ン 1 を

用 い て FEM 解析 を実行 し た，拘束条件 と し て
， 図3 に

示す よ うに 裏面 の モ
ー

タ
ー

取付部近傍 を完全拘束 し，

羽根表面 に
一

様圧力分布荷重 を与えた．拘束条件 は セ

ル 切断面 の 中央 で 付与 し
， 荷重条件 は セ ル 切断面 の 中

央 で 評価 し解析結果 と して 得 られ る 表面 の ミ
ーゼ ス 応

力分布を図 4 に 示す．詳細 は 省略す る が ，FEM に よ る

同様 の 解析 と比較 して ，ほ ぼ 整合の 取 れ た 妥当な結果

が得 られ て い る．

5，　 お わ り に

　本稿 で は，ボ リュ
ー

ム デ
ー

タ を用い た解析手法 に お

い て ，一般 に 有限要素 と表面形状 とが一
致 しな い 場合

に お け る ，境界条件 の 処理方法 に つ い て 解説 した ．本

稿 は ，構造応力解析 を対象 と し て 説明 した が ，伝熱問

題な どの 他 の 問題 に お い て も同様 な方法が 可能で ある ．

著者 らは，こ の 他 に も，変分原理 と して修正仮想仕事

の 原 理
iL

　
t2）　de用 い た 定式化 や ，ラ グ ラ ン ジ ュ 未定乗数

法 や ペ ナ ル テ ィ 関数 を用 い た 方法 に つ い て も検討 を

行 っ て い る 13）．現状 で は こ こで 示 した手法が 最 も直接

的で ，非線形問題 へ の 拡張性，ペ ナ ル テ ィ 数 な ど の 設

定パ ラ メ
ー

タ が 不要 と な る と い う利 点 が あ る と考 え て

い る．しか しな が ら，拘束条件 の 設定方法 に よ っ て は，

拘束条件を処理する ため の 計算量 が大き くな り，計算

時間 も無 視 で き な い 場合 もあ る．拘 束 条 件 評 価 位 置 の

設定法 お よ び実用問題解析 にお ける言1
．
算の 効率化 に つ

い て は 今後 の 課題 で あ る ．
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