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国
　　　　　　　メ ッ シ ュ フ リ

ー
／粒子法

第 1 回　 メ ッ シ ュ フ リ
ー
／粒子法の概要 と

ガ ラ ー キ ン法に基づ くメ ッ シ ュ フ リー 法

野 　口 　裕　久 ＊

　 ABSTRACT 　 Thls　serles 　of　arhcles 　summarlze 　the　curren しprQgress　of　meshfreelpartlcle 　methDd 　 In　thls　lssue ，　a

brlef　overview 　of 　meshfreelparncle 　method 塵s　descrlbed　and 　then 　meshfree 　methods 　based 　on 　the　Gaterktn　me しhod 　are

introduced 　The 　theoret 且cai　formulation　ls　glven　and 　the　several 　numenca ［examples 　are 　illustrated

　 1．　 は じめ に ： メ ッ シ ュ フ リ
ー
／粒子 法の

　　　 概要

　メ ッ シ ュ フ リー法／粒子法 は，現在計算力学分野 に

おい て もっ とも注 目 されて い る数値計算手法 で あ り，

例 えば 2004 年 9 月北京 で 開催さ れ た 第6 回 WCCM

（World　Congress　on 　Computational　MechanLcs，世界計

算力学会議）で は，約 80 もの 関連論文が集 まり，会期

の 間 2 部屋 並行開催 とい う盛況 ぶ りで あ っ た，さ て，

メ ッ シ ュ フ リー法の 「フ リー」は 「無」とい う意味で，

つ まりメ ッ シ ュ フ リ
ー
法 とは メ ッ シ ュ （要素）を要 しな

い 解析手法 の 一つ で あ り，メ
噛
ッ シ ュ を要す る 「有限要

素法」 を 意識 して 作 られ た 造語 で あ る，図 1 に 有限要

素法 と メ ッ シ ュ フ リー法の モ デ ル 図 を示す．ま た グ

リ ッ ドレ ス 法 も同様 に，グ リ ン ド（格子）を 要 しない 解

析手法の こ とを指 し，こ れ は格子 を 用 い る 「有 限差分

法」に対 して 用 い られ る こ とが 多い ．現在，こ れ ら有

限要素法や 有限差分法は，構造／固体，熱流体解析 シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン にお い て
， 最 も実用 的 に用 い られ て い

る 数値解析手法 で あ り，ま た シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に 不可

欠なコ ン ピ ュ
ー

タ の 高性能化，高容量化 に 伴 い ，よ り

大規模か つ 複雑 な自然現象 や 人工 物 の ふ る まい が 解析

可能で ある，しか しなが ら一
方 で ，解析 の た め の 入力

デ
ー

タ も複雑化 し，例えば有限要素法で は，解析そ の

Meshfree／Particle　Methods − Senes　l　 Introductlon　ofMeshfreel

ParUcle　Methods　and　Meshfree　Melhods 　based　on　Galerkin
Method 　By 　Hi　rohTsa 　Nogueht 〔Dept　 ofSys しem 　Design　Engt−

neenng ，　KeiO　UnlverSl［y）
掌
慶 應 義塾 大 学 理工 学 部 シ ス テ ム デ サ イ ン工 学科

もの よ りも入力 デ
ー

タ 作成，特 に メ ッ シ ュ 生成 に 時間

を要 して い る の が現状 で あ る．また，構造／固体解析

に お い て は
， 大変形 と同時 に 有限要素 メ ッ シ ュ が 解析

不能 な く らい に歪 む 場合 や，メ ッ シ ュ の 存在 の た め に

構造／ 固 体 に 生 じた き裂 の モ デ ル 化 が 限定され る場 合

が あ り，メ ッ シ ュ に よ る解 の 健全性 の 議論が 従来 よ り

続け られ て い る．こ の よ う な背景 の 下 で ，い わ ゆ る

「メ ッ シ ュ 」を必 要 とし な い 解析手法に 関す る研 究が

1990 年代半 ば よ り，精力的 に行 わ れ る よ うに な っ た．

無論こ れ に 類する研究は それ 以前か らも行 わ れ て い た

が，こ の 頃 よ り，そ れ まで 有限要素法を 開発 して きた

研究者 が，こ ぞっ て メ ッ シ ュ フ リ
ー

法の 研究開発 を開

始 し，今日に 至 る まで 種 々 の 新手法 の 提案，改良が な

され て きた 12 ｝．こ の 講座 で は ，こ の 10年間に 提案 さ

れ た メ ッ シ ュ フ リ
ー
／粒子法 に つ い て 体系的 に整理し

た い ．

　さ て ，固 体／構造解析 あ る い は熱 流 体解析等，自然

現象や 人 工 物の 振る舞い は，多くの 場合，2 階偏微分

方程式 に よ り記述 す る こ とが で きる．こ こ で簡単 に次

の よ うな 1 次元 2 階偏微分方程式 を考 える．未知数 を

“，位置座標を x ，時間をt とす れ ば，
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　　・〔・・器籌，黔器・・1・・　　　 （1）

と書け，式 （D を適切 な 境界条件 や 初期条件 の 下 で 数値

的 に 解 くこ とで
，

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を行うこ とがで き

る，式 （1）は強形式 と呼 ば れ，有限差分法 は この 形式

に 対す る 解法で あ る ＝ 方，式（D に 任 意 の 重 み 関数 δθ

を乗 じて 解析領域内 ソ で 積分 した，

∫　sθ（・）　・（・ 礬 ・礬 壷 ・ ・ （・・

は 弱形式 と呼 ば れ る が，有限要素法 は こ の 形式 に 対す

る 解法 に な る．有限差分法，有限要素法い ず れ の 方法

に お い て も
， 領域 内の 任意 の 点 に お ける 空間方向の 微

分 を何 らか の 方法で
， 着 目点 の 周囲の 情報か ら近似す

る こ とに 変 りは ない ．有限差分法で は，着目点 の 周囲

の 格子点 か ら差分近似 に よ り空間方向 の 微分を求 め ，

有限要素法で は
， 着 目点が含まれ る 要素 の 各節点値お

よ び 補 間関数（の 微分）か ら求 め ら れ る．メ ッ シ ュ ブ

リ
ー

法で も こ の 点 に つ い て は 同様 で あ り，要素 や 格子

を利用す る こ と なく節点 の 陦報 だ けで 空間方向微分 を

表す こ とが で き れ ば，後 は 強形式 で あ れ，弱形式 で あ

れ ，そ れ らを代 入 す る こ とで 従来 の 解析 手法 と何 ら変

る こ と な く解析す る こ とが で き る．こ れ ま で 数多 く提

案され て い る メ ノ シ ュ フ リー法は，例外な く，空間方

向 の 近 似 式 の 違 い ，強形式，弱形式 の 違 い に よ り分類

す る こ とが で きる．また 粒子法 は，偏微分方程式 を 強

形式 で 解 くメ ッ シ ュ フ リー
法の

一一
つ で あ り，常 に あ る

粒子（物質点）に 着 目す る ラ ン グ ラ ン ジ ュ 型解法 で あ る

た め
， 流体をオ イ ラ

ー
型で 解析す る 際 に 扱 い が 困難な

対流項 を考慮す る必要が ない と い う長所 を有 して い る 。

粒子法 自体 は，1990 年半 ば か ら始 ま っ た メ ソ シ ュ ブ

リ
ー
法 の 研究 と は独立 して ，従来 か ら開発 され て い る

た め，こ こ で は メ ッ シ ュ フ リー
法 と区別 して取 り扱 う．

　本講座 の 構成 は次 の とお りとす る，まず第 1回 目 は
，

構造解析 に 対す る メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 の 分類 を簡単 に

行 っ た 上 で
，

ガ ラ
ーキ ン 法に 基づ き弱形式 で 方程式 を

解 くメ ソ シ ュ フ リ
ー

法 に つ い て 解説す る．次 い で
， 最

近の 傾向 と して メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 の 考 え 方 に 基づ く新

た な有 限 要素法 の 開発 が 行 わ れ て い る が
， 第 2 回 は 拡

張／仮想有限要素法 と呼 ば れ る解析手法 に つ い て 解説

す る．第 3 回，4 回 は先 に述べ た粒子法 に着 目 し，1970

年代 か ら天 体 の 解析 に 使用 され 近年 は圧 縮性流 体 か ら

構造 の 解析 ま で 幅広 く適用 され て い る SPH に つ い て 第

31亘1で 解説す る．第 4 回 は，MPS と呼ば れ る元来非圧

縮性流体 の 解析 の た め に 開発 され た粒子法 に つ い て
，

その 基礎 か ら流体構造連成解析等 へ の 応用 につ い て解

説す る．

2．　 メ ッ シ ュ フ リ
ー

の 原理 と分類

　 こ こ で は 固体／構造解析 に つ い て 考 え る．一般 に 有

限 要素法 で は領 域 内 の 任 意 の 点の 変位 は，そ の 点が 含

まれ る要素の 節点変位 か ら補間 して 求 め られ る．一方

メ ソ シ ュ フ リー
法で は，こ の よ うな要素が 存在 しな い

た め，例 え ば 図 2 に 示す よ うに 「そ の 点 を 中心 とす る

ある 半径内の 円（3次元 の 場合 は球）の 内部の 節点か ら

（重 み付き）最小自乗法に よ り近似」して 求 め ら れ る．

こ れ は移 動最小 自乗法
3死 呼 ば れ る多 くの メ ッ シ ュ ブ

リー
法が 採用 して い る 近似手法 で あ る．

　す な わ ち メ ッ シ ュ フ リー
法 で は，要素の 代 わ りに 評

価点の 近傍領域 を定義 し
， そ の 内部 に ある 節点変位 か

ら変位 の 近似 関数が作成され る．こ の と きこ の 近似関

数 は，評価点 の 変位 を ll，そ の 近傍 （円の 内部）の 節点

値 u
、
とす れ ば，形状関WX　N

，
を用 い て ，有限要素法 と同

様 に，

J ＝ Σ w （r）（uh （x ）
− Ul ）

2
，r ＝ lx−x11

　 Ul 影響半径内の 節点 1の 値

uh（x ） 影響 半径 内 の変位 近 似関 数

　　＝a1 ＋ a？x ＋ a3 ｝
，
（線廾彡基 底 関数，　m ＝3）

評価 点 （黒節点）近傍の 変位場 を、影響半径 内の　　O
節点 値 か ら重み 付 き最小 自乗去に よリ近似 する

　 　 　 P

重 み 関数 W （r）

O・

♪
O

〜
POoo

Q

MLSA

図 2　移動最小 自乗法 に よる変位 の 近似
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　 　 　 ／ギ
u （x）旨 Σ φ， 〔x ｝u 、

　 　 　 i冨1 （3）

と表す こ と が で き る．こ う して 変位 の 近似関数 が 定 ま

れ ば，後 は 強 形式 で あれ 弱形式 で あ れ
，

基 礎 とな る 偏

微分方程式 に 代入す れ ば 離散化 は 完成す る．こ れ ら を

整理する と，現在まで 多 くの メ ッ シ ュ フ リー
法 が 提案

され て い るが．そ の 基 本 的 な考 え 方 は
，
1）変位 の 近 似

閧数の 作成方法，2）偏微分方程式 の 解法 で 分類す る こ

とが で きる
4）．1）の 変位の 近 似 手法 に 関 して は，代表

的 な も の と し て a ＞移動最小 自乗法
］〕（Movmg 　LeaSt

Squares　Approximation ），　 b）Reproduc 亅ng 　Kernel

Funct］on5 ｝，　 c ）Shepard　Function6｝，　 d）Hp 　Cloud7｝，　 e ）Fl−

nlte 　Cover　Fu　lctions ），　 f）Point 【nterpolationY 〕，　 g）Radial

Basls　FunctteniO〕等があげられ る．2）の 偏微分方程式 の

解法 と して は，1）CoUocatlon　Method6 ・11 ¶ ）（強形式），

II）Global　Galerkin　Method3・　s・7　s　 i4）（弱形式），
　 III）Local

Ga ］erkin 　Method9　ie　is　i6）（弱形式）に 分類 され る．1）に 属

する手法は差分法の 性質が 強 くな り，II）に 属す る 程有

限 要 素 法 の 性 質が 強 くな る．IIDは，　 II）で の 積分 が 領

域全体 に わ た る の に対 し，評価点 の 近傍（影響半径内）

だけで 局所的 に積分を行うもの で あり，差分 法と有 限

要素法 の 中 間 的 な性質 を有す る．表 1 に，こ れ ま で提

案され た手法に つ い て示 す．こ こで ，（ ）内 は 変位 の

近似手法を表わ し て い る，

　3． ガ ラ
ーキン法 に基 づ くメ ッ シ ュ フ リ

ー

　　　 法
17 ）

　 こ の 章 で は 具体的 に
，

ガ ラ
ーキ ン 法 に 基 づ くメ ッ

シ ュ フ リー
法 に つ い て 具体的 に そ の 定式化 を示す，こ

こ で は エ レ メ ン トフ リーガ ラ
ーキ ン （ElemenI 　 Free

Galerkln）法 3｝をベ ース に解 説 す る が，基 本 的 に は 式 （1）

表 1　 メ ノ シ ュ フ リー法の 分類

Type Method

Colbcation

　 MethodFlm

【已 Polnt　M ¢1hod 〔MLS ）、　N−Grld1じ〜s　Me 匸hod （MLS ＞，
F【xcdKCm 巳lM ¢ にhu己〔RKF冫

GalerkinM

瓠 hod

Dlf隔 ω Elemem 　M 巳【hod 〔LS ｝，　El巳mE 【匸［ Fro巳 Ga1巳rkln

M 巳thod 〔MLS ）．　R ¢ produclng　K じnlcl　Parucle　M 紬 od

〔R胛 1．HP −Cbud 　Melhω 〔PU ），　Fmnc 　Cover　Method 〔1
，
の ，

PiM （PD．　RPIM 〔RBF ）

　 1，0calGalerkinMethod
Meshless　LQcal　PoしrDvGal 冒rkm 　M じ山 od 〔MLS 〕．　Mcthod　of
FII】1【e　Sphere（PU ，、　LPIM （PIM ）

の 形状関数を用 い る 手順 が 異 な る だ け で あ り，そ の 他

の メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 につ い て は文献 1），4）に詳 しい ，

　 3．1 移動最小自乗法

　移動最小 自乗法 で は
， 図 2 に 示 し た よ うに ，領域内

の 任意 の 評価点 に おけ る 変位 は，その 点を中心 とす る

円の 内側 にあ る 節点群 の 変位 か ら
一

種 の 最小自乗近似

法 に よ り求 め ら れ る 、こ の 時 円 の 半径 を 影響半径

（radius 　ef　domain　of 　infl 　uence ）と呼 び，こ の 円で 囲まれ

る 領域 を影響領域 （domain 　 of 　influence ＞と呼ぶ ．特 に ，

評価点 と影響領域内の 節点 との 距離 に よ り影響度 を表

す重み関数 を導入す る 最小 自乗法を移動最小 自乗法

（movmg 　least　squares 　interpolation ）と 呼 ぶ ．移 動 最 小 自

乗法 に よ る場 の 近 似 の 特徴として は，（1）有 限 要素法で

用 い られ る 内挿近似 が 節点を介して そ の微分 値が 不 連

続 で あ る の に対 して ，移 動 最 小 自乗 法 に よ る 近 似 は ど

の 区 間 も連続 で あ り近似精度 が 高 い ，と い う長 所 が あ

る 反面，（2＞近似 曲線 は 節点（サ ン プ リ ン グ点）を必ず し

も通 ら ない ，とい うデ メ リ ッ ト も有 して い る ．

　 こ こ で 具体的 に 式（1）の 形状関数 を求 め る ．図 2右上

の よ うに ，黒点で 表 され る 評価点の 値 を 移動最小 自乗

法に よ り近 似 す る．影響半径 を ρ と置き，白丸 は 影響

領域 内の 節点 を表 して い る、な お 評価点 は 必ず しも節

点 と一
致 して い る必要 は ない ．さて ，評価点 の 位置ベ

ク トル を x，変位の 近似関数 を 娯 x ＞，節点 ∬の 位置ベ

ク トル （ノV は 影響領域内 の 節点の 数）， 変位を Xl ，　 u
，
評

価点 と節点 の 距離を rl，重み 関数を w （rl）とす れ ば，　 uh

（x ）は 次 の 重 み 付 き自乗和 を最 小 に する よ う に決 定 され

る．な お ，w （rl）＝1 の 時 は 式 （1）は 通 常の 最 小 自乗法に

一
致す る ．

　J ニz．　w （r ，）（♂（x ∂− u
、〕

2，　r 、
＝1x− x

，1　　　 （4＞
　 　 ’＝1

重 み 関数 に つ い て は，w （ρ）＝wt （ρ）＝wr
’
（ρ）＝O，　w （0）＝1，

w
’
（0）＝ O を満 た す よ うに 決定す る こ とで ，2階微分 ま で

連 続 な近 似 関数 が 得 られ る．重 み 関数 に つ い て も種 々

提案さ れ て い るが ，代表的 な もの と して 4 次 の 多項式

関数 1｝を示 す．

w 〔厂）二 1− 6（rノρ）
z

＋ 8 〔〃ρ〕
1 − 3 〔〃ρ〕

4

　（0 ≦ ダ≦ρ）

　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（P ≦厂）　　　（5）

ま た
， 変位 の 近似関数 uh （K ）は 例 え ば 2次 元 問題 で 線形

基底 を 用 い る 場合 は

♂ 〔x ）＝ alx ＋ a2y ＋ a
、 （6）

で 与 え られ る．式 （4）が 最小 と なる よ うに 式（6）に お け

る係数 at が決定され る．こ の 時，得 られ た 関数 は あ く
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まで も評価点 x に お い て の み有効で あ り，そ の 近傍の

点 につ い て は，その 点 を 中心 とする 影響領 域 を 定義し

て 関数 を評価 し直す こ と に 注意す る．これ を繰 り返 す

こ と で ，線形 の 基 底関数 で も滑 らか な近似 曲線 を得 る

こ と が で きる，な お 影響半径が 大 き い ほ うが ，局所的

な影響 が 無視 さ れ よ り通常 の 最小 自乗法に 近 くな り，

平滑化 され た近 似 曲線 が得 られ る。従 っ て，移動最小

自乗法 を用い て 近似 関数 を求 め る場合，あ る程度の 局

所性 と 滑 らか さの 両方を得る た め に は，線形基底に対

して は ρ
＝15c −25c （c は最小 節点間 距 離）程度 が 適当

で あ る と考えられ る．

　移動最小 自乗法 に よる 関数の 近似 は，式 （4）の 重 み 付

き自乗和を最小 に す る よ うに ，近似関数 頑 x ）が 求 め

られ る．こ こ で凪 x ）を多項式 で 表す もの と し， その 係

数を並べ て ベ ク トル に した もの を a，また p を式（7）の

よ うに 定義す れ ば，uh （x ）は ，例 え ば 2次元 問題 の 場 合，

m を多項式 に おけ る 項数 と して ，式 （8）の よ うに 書 くこ

とが で きる．

pT＝ ｛1，x，y｝，　 m ＝3

　＝｛1，x，γ，κ
2
，ギy，　y2｝，配 ＝ 6

　ニ｛1，
x

，
　y，

　x2
，
　xy ，｝／

2
，　x3 ，　x2y ，　XIY’

1t
　yl｝，　ln ＝ 9 　　（7）

　uiI（x 〕＝a
τ

P （x ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

式 （8）を式 （4）に 代入す れ ば，ノの 停留条件 よ り次式 を

得 る ．

詳・ 嵐・   ・P （・ ，）C・’Cx）・ 〔・ 1）− u ・｝・・

こ れ よ り

（9）

1蔦・ 〔・）・〔・n・
・

〔・nla（・ ）・蕩幅 ）・ 〔x ・）・
，
・ Cl・）

と な る．こ こで便宜 上 マ トリ クス A 及びベ ク トル B を

以 下 の よ うに 定義す る．

・ 〔・〕・「
，V
Σ w （・，
’＝1

）・ （・ 、｝・pT〔・ ，）］

B （x ）
’
「一｛w （rl）P 〔・ 、），　w （・、）P （・ 、），

式（ll），（12）を式（10）に代入すれば

a （x ）＝A
−1

〔x）B ｛x ）u

u7 ＝似 ，　 u2， ，UN ｝

（11＞

，w 〔r、v）P 〔x ，v ）〉

　　　　 （12）

（13）

（14）

を得 る．こ れ に よ り，近似関数の 係数ベ ク トル を 決定

す る こ とがで きる．更 に式 （13）を式 （8）に 代入す れ ば，

頑 x ）は

P伝の

〃

Σ
司

＝
，

幻
　
彪

（15）

　　　　　 tt／

　　の〔・）一勲 ・（・）（A
−1
（・）B （・））・’ 　 　 （16＞

の よ うに 求 め られ る ．こ こ で e，
が 有限要素法 で の 形状 関

数 に 相当す る ．こ こ で ，形状関数の 観点か ら，有 限 要素

法との 違 い は
， （D移動最小 自乗法 よ り得 ら れ る形状関

数 は，有限要素法 の よ うに 陽な形で 表現す る こ とは で

きず，評価点毎に 違 っ た 形で 求 め ら れ る
， （2）移動最小

自乗法で は，領域内 に含 まれ る評価点の 数だけA−1 を計

算しなけれ ばな らない ．（3）A
−1は領域内の 節点 の 数が適

切 で な い と評価 で きな い 場合 が あ る ．すな わ ち領域内

の 総節点数！》は，基 底関数（あ る い は係数ベ ク トル ）の 個

数 〃 z以上 で なけれ ばな らない ．N ＝m の 場合 は，節点位

置 に お け る 近似関数の 値と節点値 が
一

致す る よ うに 係

数が 決定 され る．

　3．2　剛性方程式 の 導出

　こ こ で は ，線形弾性体 に お け る メ ッ シ ュ フ リー
法の

剛性方程式 の 導出 に つ い て 述べ る，ガ ラーキ ン 法 に基

づ くメ ッ シ ュ フ リ
ー

法 は，次 に 示す エ ネ ル ギ ー
原 理 か

ら導 か れ る ．

　線形弾性体 にお い て は，次 の トータ ル ポ テ ン シ ャ ル

エ ネル ギ
ー

が最小 に なる よ うに 構造 の 平衡状態 が 決定

され る ．

・ （・ ）・ fn〔S・ 〔・ ）・ （・ ）− u　b）dΩ一∫岬 r ・17）

こ こ で ，E は ひ ずみ テ ン ソ ル
，

σ は 応力 テ ン ソ ル
，
　b は

体積力ベ ク トル
，
t は 表面力 ベ ク トル ，Ω は解析領域 ，

1
一
は 表面力 が 作用す る境界 を表 して い る．式 （［7）を停

留条件 は

・・ （・〕・ 工｛・・ 〔・〕・σ 〔・）一δ・ b）dΩ

一t．6 ・ 正dr ・ ・
　 t

よっ て

（t8）

t，・・ ｛・ ）・ 〔・ ）岨 ・u − ・dF ・L・・ bdΩ （19・

を得る ．こ れ が 有限要素法の 基礎式 とな る仮想 仕事 の

原理で ある ．更 に 式（19）を部分積分すれ ば

fn・・ （d・V ・ （u）・ b）dΩ 一f．
，

・・ （・
Tn − i｝・dr （・・〉
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と な る．こ こ で n は境界表面 に 対す る 法線 ベ ク トル で

あ る ．よ っ て
， 変分 の 任 意 性 よ り左 辺 よ り平衡方程式，

右辺 よ り境界 にお け る 平衡方程式が 導 か れ る．ま た 式

（20＞は，平衡方程式に自分 自身（δu ）を重み と して乗 じ

た ガ ラ
ーキ ン 法 に よ る重 み 付 き残 差 式 と見 なす こ と も

で きる．こ れ ら を u に対 して 離散化 を行うこ と で メ ッ

シ ュ フ リ
ー
法の 基礎式 が導か れ る，慣用 的 に ひ ずみ 変

位 マ トリ ク ス と して B ，応 力ひ ず み マ トリク ス と して

D を用 い ，表面力お よび体積力 を離散化 して得 られ る

外力を ま とめ て f とす れ ば，

　　　・・工曲 ・dΩ・ ・ δ・
’f

変分の 任意性 よ り

Ku ＝f

（21）

（22）

　　　・ ・五・
TDB

・Ω 　 　 　 （23）

とな る，こ こ ま で は，有 限 要 素 法 と 何 ら手順 は 変 らな

い が，移動 最 小 自乗法 に基 づ くメ ッ シ ュ フ リ
ー

法の 場

合次の 点が有 限要素法 と異なる．

（D 有限要素法の 場合，要素内の 変位 は 要素 を形成す

　　る 節点 の 値 か ら 内挿され
， 節点位置 で の 値 は 節点

　 値 に
一

致す る の に対 して ，移動最小自乗法を用 い

　 た メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 の 場合 は ，あ る点 の 影響領域

　　に含まれ る 節点の 値か らを用 い て 近似 され る ．こ

　 の 時，節点位 置 に お け る 近似 関 数 の値は必 ず し も，

　 節点 値 に
一

致 し な い ，

（2＞領 域 積分 は，有 限 要素法で は 分 割 さ れ た 要素単位

　 で行わ れ ，要素内の積分 は要素形状 か ら定め られ

　 る積 分 点 を 用 い て 行 わ れ る，一
方 メ ッ シ ュ フ リ

ー

　 法 の 場 合 は
， 要 素 と い うもの が 存在 しな い た め

， 積

　 分点は，
一

般的 に は 解析領域 とは 別 に定義 した積

　 分 の た め の セ ル を利用 し て 行 わ れ る ．

　 3 ．3　境界条件処理

　先 に 述べ た よ うに 2階偏微分方程式 で 表 され る境界

値問 題 は ，
一

般 に Neumann 型境界条件及 び Dirichlet型

境界条件 の 2種類 の 条件 を与 え る こ と に よ り解か れ る．

特に構造問題 で は前者 は荷重条件 に相当 し，仮想仕事

式 で は外 力 の す る仮 想仕事 と して （式 （19）右辺 参照 ）考

慮さ れ る．一方後者は essentialij 界条件と も呼 ば れ ，構

造解析 で は 変位の拘束条件（固定ある い は強制変位）に

相 当 す る．ま た Dmchlet 型 境 界 に お い て は 変 位 が 拘 束

され てお りそ の 変分 は ゼ ロ に な るた め 仮想仕事式 に は

含 まれない ．したが っ て 有 限要素法 で は，離散化後 の

方程式 に 対 し て 境界条件の 処理 を行 うが，移動最小 自

乗法 を用 い た メ ッ シ ュ フ リー
法で は

， 移動最小 自乗法

に基 づ く近似 の た め ，離散化 され た 節点値 を拘束す る

だ け で は，節 点 位 置 に お け る近 似 関 数 の 値 を拘 束 す る

こ と は で きな い ．そ の た め 離散化す る 以前 の エ ネル

ギー原 理 の時点で そ の拘束条件を導入す る必要がある．

メ ン シ ュ フ リ
ー

法 に お け る拘束条件 処 理 につ い て も，

Lagrangeの 未定乗数法を初 め と して 種 々 提案 され て い

る が
1｝，こ こ で は，もっ とも簡易 で，広 く用 い られて

い るペ ナ ル テ ィ 法 につ い て 紹介す る，

　式（17）で 表され る トータ ル ポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ
ー

に変位拘束条件を付加す る と，式 （24）の よ うに表す こ

とが で きる，

・ 〔・｝睾 ・ 〔・〕・ （・〕一・ b）・Ω

一
五・ 正… 唐 〔・ 一晦 （24）

こ こ で，α は 正の 極 め て 大きい ペ ナ ル テ ィ 数 で あ る．式

（24 ）の 変 分 を と る と次式 を得 る ．

五・・〔・ 〕・σ 〔・ 〕・Ω ・五跏 ・r

一
五・・一 ・dF ・工6u ・・Ω ・frt・ 6・一 ・dF ・…

最終的 に は 次 の 離散化平衡方程式 が 求 め られる ．

〔K ＋ K ’
〕u ＝f＋ f’

こ こ で，J，ノは節 点番号 と し

K ’

・J
−∫・’ φ’ iPJ… r

f”−J．・ ・tip ， ・dl
一

ー
0

畠

50

ー
　
＝S

（26）

（27）

（28）

（29）

で あ り，Sv 篤は それ ぞ れ 節点 ∬が Xt 　y 方向 に 拘束 さ

れ て い れ ば 1，そ うで なけれ ば 0 の 値 を と る ．

　 3．4 領 域積分

　 ガ ラ
ー

キ ン 法 に基 づ くメ ッ シ ュ フ リ
ー
法 で は最終的

に は 全体領域積分を実施 しな けれ ば な ら ない ．有 限 要

素法で は ，こ の 領域積分 は 要素単位 で 行 なわ れ て 合算

され る．各要素に お い て は，デ カ ル ト座標系に お け る

任 意 の 形 状 を 自 然 座 標 系 上 の 正 方 形 （2 次 元 の 場 合 ）に

マ ッ ピ ン グ して 数値積分 を実施す る．そ の 結果，有限

要素法は 任意の 形状 の 領域 に 対 して ，非常 に シ ス テ マ

チ ッ ク に 領域 積分 を行う こ とが で き る．

　
一

方 メ ッ シ ュ フ リー
法 で は

， 要素そ の もの が 存在 し
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な い た め に，領域全体 を有 限 要 素法 の よ うに シ ス テ マ

チ ッ ク に積分す る こ とは で きない ，Betytschkoらは，そ

の た め 解析対象の 領域 と積分 た め の 領域を区別 し，図

3 に 示 す よ うな バ ッ ク グ ラ ウ ン ドセ ル と呼 ば れ る積 分

の た め の セ ル を提案 した 3）．こ の 時バ ッ ク グ ラ ウ ン ド

セ ル の 形 は必ず しも，解析対象の 形状に
一致 して い な

くて も よ い ．こ れ は
， 簡単 に 言 え ば

，
2 次元問題 の 場

合，細 か い 方眼紙の 上 に 解析 モ デ ル を書 き，方眼の 数

を数える こ と で 面 積 を求め る こ と に 相当す る，実際 の

積分 に お い て は，そ れ ぞ れ の セ ル で ガ ウ ス 積 分 を行 う

こ と に な る．境界 近 傍 を精度良 く求 め る に は，セ ル を

細 か くす るか ，あ る い は
一

つ の セ ル に対 して 積分点を

多 くす る こ と で対 応で き．る．こ の 場 合 ，積 分 点 が 領 域

に含まれ て い る が否か で数値積分 に お け る重 み値をゼ

ロ にす れ ば よ い ．有限要素法 の 場合，用 い る要素 の 近

似 関 数 と積 分 点 の 数 に は 緊 密 な関 係 が あ る が，文 献 〕

で は，2 次元 問 題 の 場合次の よ うなセ ル の数と積 分 点

の 数を推奨して い る．

na ＝痂 ＋ 2，　Me ＝
》冗▽ （30）

こ こ で ，m は
一

つ の セ ル 内の 節点の 数，　nQ は セ ル 内 の

ガ ウス 積 分 点 の
一

方向あ た りの 個 数（1セ ル 内 ne ×
 

積分点）．nN は総節点数 Mc は一
方向あ た りの セ ル 数

（モ デ ル 全体 で m × m の セ ル ）で あ る．た だ し移動最　　　　　　　 c　　　　　　　ご
小 自乗 法 で 得 ら れ る 形 状 関 数 は，もは や 単純 な多項 式

関数で は な く，複雑な有理 関数（rational 　function）とな

る の で，式 （30）は あ くまで も目安 で ある ．

　数値積分 の 際 に は ，積分 点を中心 と して 影響半径 ρ

の 円を描 き，影響領域 となる 円 の 内側 に ある 節点 に 対

し移動最小 自乗法 に 基づ く形状関 数 を求 め る，こ の 時

影響 領 域 が境 界 を越 え た場 合 ，境 界 の 外 に は 節 点 は 配

置 され な い の で影響領域 と して は考慮 され な い ．そ の

後の 手順 は，境界条件処理 を除 き，有限 要素法 と同様

に 剛性 マ トリ ク ス を作成 で きる．そ して例 えばpenalty

法に よ り境界条件処理 を行う，

　そ の 他，バ ッ ク グ ラ ウ ン ドセ ル を用 い ず に，節点位

置 で積 分 を行 う方 法 も種 々 提 案 され て い る の で ，文 献

を参照 さ れ た い 1S−−21｝．

4．　 メ ッ シ ュ フ リ
ー
法の 長所 と短所

　前節 で も述べ た 手法 も含 め た メ ッ シ ュ フ リー
法全 体

に 共 通 な特長 に つ い て 述 べ る 22 ）．解析者に と っ て メ ッ

シ ュ 作 成 の 労力 が軽減 さ れ る こ とは重 要 な こ とで あ る

が ，
一

方 で 結果 と して 同節点数で 有 限 要素法よ り も精

度 が悪け れ ば，実用 に 供 さ れ る こ とは ない ，そ の 点で

は，表 1に示 す各メ ッ シ ュ フ リー法（が 用 い る 変 位 の 近

似 関数）は，有限要素法と同等以上の 解 の 収束性 （節点

を増加 に つ れ 解 が正解 に収束〉を有 して お り，そ の 精度

につ い て は 保 証 さ れ て い る ．そ の 他 有 限 要 素 法 と 比 較

した場合の 長所 ，短所 と考え られ る 点を表2に 示す，利

点 の
一

つ と して ，変位だけで は なく，ひずみ が 空間で

連 続 （有 限 要 素 法 は 要 素 間 で は 不 連 続 ），高 精 度 とな る

が，こ れ は 移 動最小 自乗法に よ る．ま た 図 3 の 概念図

に も示す ように ，ク ラ ッ ク を節点位置 に 関 係 な く配 置

す る こ とが で き，影響 領 域 が 不 連 続 面 を超 えぬ よ うに

調整す る こ とで，容易 に 不連 続 面 の モ デ ル化が 可 能と

な る．また，不 規則な節点配置（有限要素法 で は 要素 の

ゆ が み 〉に対 して解 の 精度 が さほ ど損 な わ れ な い こ と も

知 られて い る．こ の 時，適切な誤差指標 の 下 ， 節点密

度 を増 や す だ けで 容易 に 解の 精度を向上させ られ る ．

　
一

方 で ，有 限 要素法 と比べ て デ メ リ ッ トの
一

つ は ，

領域積分 で あ る．有限要素法 で は全体領域積分 を要素

単位 で 行え る た め 任意形状 に 容易 に対 応 で きる が ，

メ ッ シ ュ フ リー法で は ，要 素 の よ うな積 分 の 単 位 が 存

在 しない た め に，積分 の た め の バ ッ ク グ ラ ウ ン ドセ ル

が 必要 とな る 1・17 ）．こ れ を避け る た め に ロ ーカ ル な
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　 図 3Glebal 　Ga］erktn 型 メ ッ シ ュ フ リー法の 概念 図

表 2　メ ソ シ ュ フ リ
ー
法の長 所 と短所
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Ga ］erkin 法 も提 案 され て い る が，い ずれ に して も，複雑

な境界 で の 汎用的な処理技術が不可欠で あ る．その 他 ，

最小 自乗法に 基 づ くた め，関 数 の 値 と節点値が必ずし

も一
致せ ず，特 別 な 境界条 件 処 理 が必 要 と な る 1・17〕．ま

た，解析時間の 観点か ら は，近傍節点 の探索，積分点

毎 の 形状関数 の 作成，領域積分等に 関す る計算量が増

え
， 有 限 要素法の 約 5 〜10倍 の 計 算 時 間 を要 す る ．

5．　 メ ッ シ ュ フ リー法に よる解析例

　5．1 回 転 円板の 応力解析 の

　最初 に移 動最小 自乗法の効果 を表す示す例題 と して
，

遠心力を受ける 円板 の 応力解析結果 を示す．移動最小

自乗 法の 基 底 に は 線形 の もの を用 い て い る ，一次要素

を用 い た有限要素法 の 解析結果 も併 せ て 示す．線形基

底を用 い た 場合，影響半径が c （最短節点距離）程度 で

は有 限 要素 解 に近 くな るが ，影響半径 を適切 に とる こ

と に よ り，半径方向応力が 連続的 に精度の 良 い 解が得

ら れ て い る こ とが わ か る （図 4参照）．

　5 ．2　機械部 品 の メ ッ シ ュ フ リー法解析 bS・19）

　次 に ，CAD か ら CAE （解析 ）まで の
一

連 の 流 れ を ，

NBNM （N 。de　By　Node 　Method ）と呼ばれ る節点処理型

メ ッ シ ュ フ リー
法 の シ ス テ ム を 用 い て ，シ ーム レ ス に

解析 した例 に つ い て 紹介す る．こ の シ ス テ ム で は CAD

の フ ァ イ ル か ら自動 的 に 節点 配置を行 い ，メ ッ シ ュ ブ

リ
ー

解析後 に誤差解析 を行 い ，その 結果 に基 づ きア ダ

プテ ィ ブに 節点 を 必要箇所 に再発生 させ る．この 手順

は 解析誤差 が
一

定値以 下 に な る まで く り返 さ れ，解析

精度が高 め られ る．ま た こ の 手法 で は積分 に い わ ゆ る

バ ッ ク グ ラ ウ ン ドセ ル は 用 い られず，節点に お い て の

み 領域 積分が 行 わ れ て い る た め，計算効率に 優れ て い

る ．図 5 に 機械部品 の 固有値解析 の 結 果 及 び ア ダ プ

テ ィ ブ法 に 基 づ く節点 の 再 節点配 置 図 を示す．

　5．3　空間シ ェ ル 構造の 解析
23 ）

　メ ッ シ ュ フ リー
法 に よ る シ ェ ル 解析 の 例 を 示す．こ

こ で は，g．　hear　lockingお よび membrane 　lockingをさけ

る た め に ，完全 4 次ある い は双 3 次 の 基底 を用 い て 解

析 を行 っ て い る．図 6左 は 集中荷重 を受ける薄肉球の

解析 で ある．先 の 解析同様，曲げ応力状態と膜応力状

態が 共存する 典型的な シ ェ ル の ベ ン チ マ ー
ク 問 題 とさ

れ て い る ．また本問題 で は，シ ェ ル の 定式化 が 剛 体変
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P

位 を許容 して い な い 場合 は 妥当 な解 を得 る こ と は で き

ない ．図 6右 に 変形後 の 節点配置 と解析解 の 収束状況

を示す。有限要素法 に よ る 解や K ［rchhoff 板理論 に 基 づ

くBetytschkoら の EFGM 解 と比較 して も
， 十分 に よ い

収束解 が 得 られ て い る こ とが わか る ．

　5．4　有 限 被覆法 に よ る き 裂進展解析

　最後 に 移動最小 自乗海法を使用 しな い タ イ プの メ ソ

シ ュ フ リー
解析 に つ い て 解説す る．有 限 被覆法 （FCM ．

FLntte　Cever　Method ）s）は ，鈴木 ら に よ っ て 提案 さ れ た

セ ミ・
メ ッ シ ュ フ リー法で あ り，ボ クセ ル 型 の 有限 要

素法に マ ニ フ ォ
ール ド法 の 考え方を導入 したもの で あ

る．FCM で は 数 学 被 覆 （有限 要 素法 に お け る 形状 関 数
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ロ
に相当 す る）と物 理 被覆（物質が 存在す る 領域）を分離 し

て考え る．図 7 に FEM とFCM の 比較 を示すが，　 FEM

で は物理 領域 に
一

致す る よ うに 数学被覆（形状関数）が

定義され る の に 対 し，FCM で は 物 理 領 域 と は 別 に 数学

被覆が 定義 され る．こ の と き，数学被覆 と して 例 え ば

FEM 　mesh FCM 　mesh

図 7　FEM と FCM の 比較
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図 8　FCM に よ る き裂進展 解析

ボ ク セ ル 有 限 要 素 法 の 規 則 的 な形 状 関数 を用 い る こ と

で，境界付近 の 特別 な 領域積分処 理 を除 け ば，ほ ぼ

メ ッ シ ュ フ リーな解析が 可 能 と な る．FCM は更 に寺田

ら に よ っ て
， 非線形解析 へ の 拡 張 が 進 め ら れ て い る 1”｝。

一
例 と して ，FCM に よ る ク ラ ッ ク進展解析例 を示す．

FCM で は ，ク ラ ッ ク の （開閉の ）モ デ リ ン グ と して 多重

に 数学被覆 を定義し，ク ラ ッ ク に そ っ て 適切 な拘束条

件を付加す る こ とで ，任意 の 場所 に ク ラ ッ ク を配置 し

進展 さ せ る こ と が で きる ，図 8 上 は ク ラ ッ ク の 進展図

を表 し
， 下 は ○で 囲 ん だ 場所 の 拡大図で あ る．こ の 問

題 で は 3角形要素 で 用い る形状 関数 を数学被覆 と して

用 い て い る が ，要素 の 境界 で は な く内部 を き裂 が 進展

して い る 様子 が わ か る ．こ れ らは 従来の 有 限 要素法で

は解析 が 困難 で あ っ た 問題 で ある．

6 ．　 お わ り に

　本稿 で は，メ ッ シ ュ フ リー
法／粒子法の概要お よび，

ガ ラ
ーキ ン 法に 基 づ くメ ッ シ ュ フ リー法に つ い て ，特

に 移動最小自乗近似 に 基 づ く手法 を中 心 に 定式 化 と解

析例 を示 した．種 々 の メ ノ シ ュ フ リー
法 の 詳細 な 理 論

と応用 に つ い て は，近年成書が 出 版 され て い る の で そ

ち ら を参照 さ れ た い O．次回 は，メ ッ シ ュ フ リー
法 の

考え方か ら派生 した新 しい 有限要素法 につ い て 紹介す

る ，
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