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囲
　　メ ッ シ ュ フ リー ／粒子法

第 2回　拡張／仮想有限要素法

長 嶋 利 夫
＊ ・野 ［ 裕 久

＊ ＊

　ABSTRACT 　This　series 〔〕f　ar 【icles　summarize 　the　curr ¢ nl　progre∬ of 　rlleshfree ！parricie　methQd 」 n　this　issue．

Extended／Fictitious　finite　elemem 　meth 〔〕d　isfし｝cused 　and 　then　lhe　extcnded 　finite　element 　methed （X −FEM ）using

interpolation　fur●ctk 》11s　based　on 　the　partiIion　of　unity　is　introduced・The　theereti じal　formulation　is 〔川 thned 　and 　the

several 　numerica 【examples 　for　two −dimensional　elasticity 　are 　illustrated．

1．　 は じめに

　固体力学の 支配方程式 の 数 値 解法 と し て 有限 要素法

（Finite　Element　Method ：FEM ）が用い られ ，搆造強度問

題 の 問 題 解 決 手法 と し て 広 く普及 し て い る ．実 用 問 題

に おけ る 応力解析 で は，き裂而 や 異材界面境 界，複雑

形状 を有す る 自由表面な ど の モ デ ル 化が 要求され るが ，

FEM は 連続体 を対象 と した 離散化 r法 で あ る た め，実

際 の 形状 に 合 わせ た要素分害1」が 必 要 と な る．BeJ：，’schko

ら 1．は，複雑形状 を有す る き裂の モ デ ル 化 を 効率的 に

行うた め に は 要素分割 が 不要な解析手法 が 有効 で あ る

と ξえ，Element−Free−Galerkin−Methc ｝d 〔EFGM ）を提案

した．こ の よ うな解法 は ，解析 プ ロ グ ラ ム へ の 入 力

デ
ー

タ と して メ ッ シ ュ デ
ー

タ が 不要 と な る の で ，メ ッ

シ ュ フ リ
ー

法 （Mesh 　Free　Melhod ）と呼 ば れ て い る．

1994年 に 文献 1〕が発表され て 以来，計算力学（とくに

計 算 固 体 力 学 ）の 分 野 に お い て ，メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 に 関

す る研究開発が活発に行わ れ て きた．メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 の 研 究開発の 過程 に お い て ，従来 の 要素単位 で の 関

数近似 の 枠組 み が は ず され ，内挿関数 の 作成方法が
一

般化され た．た とえば，代表的な メ ッ シ ュ フ リー法で

あ る EFGM で は 移動最小 自乗法≧ に 基づ い た 手法 に よ

り節点 単位 で 作成 さ れ た 内挿関 数 が 用 い ら れ る．一
方，

Babuska コ・斗1
ら は，　PUFEM を提案 しPartition　of 　Unily〔以

卜PU と記す ）の 条件を満た す内挿関数 を導出 し用い る

MeshfreetPnrticle　Methods − Series　2：Extended／FiじLitieus　FEM

B ン Teshio　A’aga ．s’hima （Faculty　of 　Seience　and 　Tcchnology．
S ｛，phia　University）and 　Hi 厂vhisa 　No ，gueiti（DepI．　of　System　De−

sigr 匸　Er、gineerin9＿　Keio 　@UIユiversity ）
＊ 上 智た学 理工学 部機 械L 学科

＊ ＊慶 應 義塾ノ く 学理」1 学 部 シ ス テ ム デ ザ イン 丁

科 こ と に よって，近 似精度を 局 所的に高 精 度化 で

る こ とを示 し た ．このこ と は ，あ ら か じめ 解 の特

が 既 知 で あ る問 題 に対 し て は ． その 特性 を 考 慮 し

内挿関数 を 局 所 的 に 用 いることにより高 精 度 な 解

得 るこ と が できる こ と

示1 唆 す る． 　 こ の よ うな背景においてBei ． vtschko
ら 5・ f

／ は，　 PU 条 件 を満 足 する 内挿 関数 を利用

た拡張有限要索法 （cXtended − FEM ， 以下X − FEM と記

〕を提案し，応力拡 大係数（Stress　Intensily 　FactDr ： SI

p などの 破壊 力 学パ ラ メー タ
の

評 価 や き裂 進 展シ ミ

レーション に適用した． X − FEM は ， き裂 を 含 む連

体のモデ ル 化 を 容 易 に し， 破壊力学分 野にお け る応

解 析 を効率化す る ． こ の r 一 法 はまた ，他 のメ ッ シ

フ リ ー一法 と比 較 して ，これま で の FEM 技 術 の

積 を 基 本的にはそ の ま ま 継承でき る と い う 不 lj 点 が ある．

|FEM においては変位場の特． 性 を 表 現できる基

関数 が ， 従 来 のFEM で の内 挿 関 数 に 「 局 所 的 に 卦

加される．付加される 関数 はエンリッチ 関数（enTichmem 　 func

on ）と
呼 ば れ る ．

X

−FEM
の初期 の 研 究K ．にお い

は，． ． 1 次元問 題 におけ る き裂を表 現す る た め

き 裂 近 傍の漸 近解 を 再 構成できる関数が エ ン リ ッ

関 数 と し て 用 い ら れ た ．なお，こ こで行 われ た エ ン リ ッ

関数の導 入 は， β 8 加 κ c 从 ‘， ら ’ 1 がす でに E

M の 研 究 で行 って い る ． その 後 ，き裂先端から離れた 部分を 扱う

めに ヘ ビサイ ド （Heavi，gide ）関 数を利 用 す る 方

が 示 さ れ たC ・　 ．／，．二 次 元き裂解 析 で 用い ら れ

たこの よ う な関 数 は，
基本的にモ次元問題においても

利
用 す る

と が でき る S ． ． さ ら に， Suk “tnar らりの論

に 示 さ れて い るよ う に ， ス テ ッ プ 関 数 や ラ ン プ 関

を エ ン リッチ関 数 として 用い る こ と に よ り 自 山 表

に
お ける 変 位 不連

性や異
種
材界 面 に お け る ひ ずみ の不 ’ F 成 17 年3 月
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連続性 を 表す こ と も口∫能 で あ る．また，移動 す る境 界

を関数値 で 陰的に 表現 す る 手法で あ る レ ベ ル セ ッ ト法
］．1 ：

と組み合わせ る こ とに よ り計算効率 をさらに上げる こ と

が 可能 で あ る り   H ／．

　本稿で は X −FEM の 内挿関数 の
一

般式か ら出発 し，そ

の 式 に 基 づ い て 導出され る，き裂，白由表面，異種材

界面を含む二 次 元 線形弾性 聞 題 に 用 い られ る 内挿関数

に つ い て ，数値解析事例 を交えなが ら紹介す る，

2．　 X −FEM

　2．1X −FEM の 内挿関数の 一般形

　こ こ で は 簡単 の た め，図 1 に示す よ うなス カ ラー
の

独立変数 x で 記 述 さ れ る ス カ ラー
変位場 1｛ を扱 う

一
次

元問題 を考え る．X −FEM で は PU 条件 を満足す る 内挿

関数を坩い て 変位場 の 近似 u
／t を次式の よ うに 表す．

　　　 ”
11
（x ）＝Σ ili〔x ）幅 ＋ a

，9 （x ））　　　 （1）
　 　 　 　 　 　 　 ’

　こ こ に，φ∬
は 通常 の FEM で 用 い られ る節点1に 関す

る 内挿関数，g（x ）は局所的 に 導 入 され る 関数 で あ りX −

FEM で は エ ン リ ッ チ 関数 と呼 ば れ る，事前 に 解 の 特性

を表す関数が既知 で あれば，そ の 関数をエ ン リ ッ チ 関

数 形 状 g （x ）と し て 用 い る こ とが で きる ．具体的 に は
，

図2 に示す よ うな，き裂先端近傍 の 漸近解，ヘ ビ サイ ド

関 数，ス テ ッ プ関 数，ラ ン プ 関数 な ど が 用 い られ る 1z．．

　式（1）で 与 え ら れ る 内挿関数 に つ い て 考察 して み よ

う．まず，式 〔D に お い て ，す べ て の 節点 1 に つ い て

α
，

＝ 0 と す れ ば 従 来の FEM と 同 じ内挿関数が得 られ る

の で ，FEM の 内挿関数が有す る PU 特性お よ び線形場

の 近似特性で あ る次式を 継承す る．

Σφ，〔x ）≡ ［
’

（2．1）

　　　 Σφ， 国 κ
，
＝x 　　　　　　　　　 （2．2）

　 　 　 　 1

　式 （2，1）（22 ）は ・自
．
限要素 が 剛体変形 （ひ ずみ ゼ ロ ）お よ

び線形変形 （ひず み
一

定）を再現 で きる た め の 条件で あ

る．ま た，こ れ らの 式 か ら，評価点 を 含 む 要素 の す べ

て の 節点 に関す る 内挿関数の値の 合計は 1 に な り，ま

た そ の 点 の 座 標値 は，節点 の 座標値 を 内挿す る こ と に

よ っ て 得 ら れ る こ とが わ か る．こ れ らの 条件 は ，線形

弾性 問題 に お い て ，解析領域 を十分細か い 有限要素分

割 した 場合 に，収束解 が 得 られ る こ と を 保証す る 条件

と なっ て い る．

　つ ぎに，要 素内 に あ る 評価 点 を考 え，そ の 評価点 を

含 む 要素 を構成す る すべ て の 節点 に対
．
して エ ン リ ッ チ

関数 g （x ）に 対す る 自由度 の み が非零 で あ る と す る，す

1

0

  α
厘

xu ・・、an，

図 1 　ス カ ラ ー
場の 一次 元 問題 に お け る X −FEM の 内挿 関

　　 数 の
一

般形．通常 の FEM の 内挿関数 φ∫，エ ン リ ッ

　　 チ 関数 g（x ）を用 い て 変 位場 u を近似 す る．

　 　 　 　 　 　 　 r

−
＝ ＿ ＿ 3

Tl・細 ・1：号〕r2… 剄 号：I

x，　・・’・
’
r
’
　sin（号｝・血θ 74・舳 ・〔号：トin　e

（a ）Ag．ymptotic　basis

＋ 1一

o

（c ）Step 　functiell

＿1

＋ 1

（b）HcaVlside　funetlon

（d ）Ramp 　functi｛）宦1

図 2X −FEM で 用 い られ る様々 な エ ン リッ チ 関数の 例

なわち図 1 に 示す よ うに評価点 x を囲む要素を構成す

る すべ て の 節点1に つ い て UI ＝0お よ び al ＝1とす る と
，

式 （2．D の 条件 よ り次式 を 得 る ．

　　　 ”
’i

（x ）ニΣ　ip1〔x ｝9（x ）；9 ｛x 〕　　　　 （3）
　 　 　 　 　 　 　 ’

　式（3）に よ り，導 入 し た 関数 g （x ）を完全 に 再構成 で

きる こ とが わ か る。すな わ ち，X −FEM で 用 い られ る 内

挿関数 の
．
般 形式（D は，従来の FEM の 近似特性 を 有

し，付加 した エ ン リッ チ関数を再構成 で きる こ とがわ

か る．

　2．2 ヘ ビサ イ ド関数に よ る き裂の モ デル 化

　 こ こ で は MoLiv ら の 論文
6ト

に な ら っ て 1次 元 平 面 問 題

に お い て ，き裂 に お け る変位 の 不連続性 を内挿関数で

い か に して モ デ ル化する か に つ い て 説明 し よ う．図 3
に 示 す よ うに 4 個 の 4 節点平面要素で エ ッ ジ ク ラ ッ ク

をモ デ ル 化す る こ とを考え る．座標 x の原点は き裂先

端 に あ る もの とす る．エ ッ ジ ク ラ ッ ク を表現 す る た め

38 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン　第 24巻第 1 号
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に ，通常 の FEM で は ダ ブ ル ノ
ード（二 重節点 ）を設 け

る ．こ の メ ッ シ ュ に お い て ，内挿 関数 は 次式 の よ うに

表さ れ る ．
　 　 　 　 　 　 1［）

　　　 u
”

〔x ｝；Σ u ， φバx ｝　 　　 　 　　 　 （4）
　 　 　 　 　 　 J＝［

　こ こ に Ul は節点1で の 変位，φノ
は 通 常 の FEM で 用い

ら れ る 節点 1に 関係す る 内挿関数 で あ る ．た だ し，
こ

こ で の φ
，
は 自然座標系く要素 に と られ た 局所座標系〕で

は なく全体座標系で 書かれ て い る こ とに 注意 されたい ．

　内挿関数 φ1
に 関 連 して，内挿 関 数 の 台〔サ ポ

ー
ト）ω

，

を定義 す る ．こ こ で 台 と は，内挿関数 が 非 ゼ ロ と な る

領域 で あ る．通常 の FEM の 場 合 に は，ω
厂
は節点 1に結

合す る 要素の 集合 と な る．す な わ ち，こ の 問題 に お い

て ω
、
は次式 で 与 え られ る．

ω 1
ニ｛E ，｝

ω ユ
＝｛El，　Eil

ω
，

＝ 〈E ，｝

Ut4　＝ ｛E ），　E！．　E3．．　E4｝
ω F

＝｛E ，，　E ，
　｝

ω
、

＝ ｛E ，｝

ω 7
＝〈E3，E4｝

co
，

ニ ｛ε、 ｝

eq ＝ （E 、｝
ω 1。

ニ｛E3｝

こ こ に κ は 要素 1 を示す，
　 　 　 1

　さて 次式に よ り，ベ ク トル u，b を導人 す る．

　 　 　 　 　 u
り
十 UH

｝
　 　 　 a ロー
　 　 　 　 　 　 2

　 　 　 　 　 Ug − U1
（）

　 　 　 b ＝
　 　 　 　 　 　 2

　 　 　 　 　 　 　 1　 　 川

　　　 Uv ＝a ＋ b

〔51）

〔6．D

（6．2）

式（6）を逆 に u、，u に つ い て解い て ，次式を得る，

　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　 （7．0

U
旧
＝a − b 〔7．2：1

　式 （7．1）（7．2）を 用 い て ，再 び 内挿関数を次式 の よ うに

書 きか える こ と が で きる ．

　 　 　 H

U
厂’
（X ｝＝ Σ U ，φバX ｝＋ U ， φ，〔X 〕＋ UI，，φ1、 国

　 　 　 ’＝1
　 さ

；Σ u ，ψ，〔x ｝＋ 〔a ＋ b）酬 x ｝＋ 〔a
− b ｝φ1，，図

’

；
1

＝ Σ U
，φ，国 ＋ a 〔Pt、｛X ）＋ ip1。 〔X 〕〕＋ b 〔φ，図 一φ1Ll（XD （8〕

’＝1

　 こ こ で ，次式 で 定義 さ れ る よ うな ヘ ビサ イ ド関数

H ｛x ｝を導入す る，

謝
　

　

　

込

も
　

　

　一
〜
−

　

　＝
　　
X （9）

　内挿関数 φg
の 台 嶋 は ｛E

，
1で ，1だ1 ｝内 の す べ て の 位置

に お い て ヘ ビサ イド関数 は 正 の 値 を取 る の で
， 次式 の

ように 書き直す こ とが で きる．

φり （x ｝＝ φり 〔x ｝H （x ） 1：10：1

　
・
方，内挿関数iP］。の 台 ω

川
は IElで ，（Er］内の すべ て

の 位置で ヘ ビサ イ ド関数 は負の 値を取 る の で，次式の

よ う に 書き直す こ とが で きる ．

φlo〔x ）；
一
φ［θ（x）H 〔x ） （11〕

　こ れ らの 関係式 を利 用 す る と
， 結局，式 〔8）は 次式 の

よ う に 書 き直す こ とが で きる ．
　 　 　 　 　 　 　 s

　　　 u
’1

図 ＝Σ u
， 砺図 ＋ a 〔φ， 国 ＋ φ1。 〔x 〕）

　 　 　 　 　 　 ’＝［

　　　　　 ＋ b （φ9 （x ）＋ φm （x ））H 〔x｝　　　　 〔12）

　式 （12）に お い て φり
＋ il1［）

を φll
で，　a を Ull で ．　b を a1L

で 置 き換え て 次式 を得る．
　 　 　 　 　 　 き

　　　u
’1
図 ＝Σ u ，φ， 〔x 〕＋ cbH〔ul1 ＋ ai1H 〔x ）） 〔13）

　 　 　 　 　 　 ’＝1

　 内 挿 関 数 と して 式 ｛13）を 用 い た 場
．
合 の メ ッ シ ュ を図

4 に 示す ．こ の よ うに ヘ ビ サ イ ド関数 を用 い て き裂 1自1

910

】 2 3

6 7 8

E
，
＝（9 ，

4
，
2

，
亘）

五
2

＝ （4 ，
5

，
3

，
2）

E ．’s ＝ （6，7．4，10）
E4冨（7，8，5，4）

図 3 　二 重節 点 ぐ節 点 9 と節点 10）を 用 い た FEM に よ る

　 　 き裂 の モ デ ル 化

11

1 2 3

El κ
・ E2

　 4El
κ
15E4

6 7 8

E ；＝ （11，4，2，
1）

E2 ＝（4，
5

，
3，2）

E；＝ （6，
7

，
4

，
11）

E4 ＝（7，8，5，4）

図 4 　エ ン リ ッ チ 節点 を用 い た X −FEM に よ る き 裂の

　 　 モ デ ル 化．二 重節 点 な しで もき裂 を表す こ と

　 　 が で きる．

．刊∠成 17 ■
it
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にお け る変位 の 不 連続性を 図 3 に 示 す よ うな
．
：重節点

を用 い ず に 表 わ す こ と が で き る ．な お
，

こ の と き iP1］
の

台は ， φ、の 台 とφdn
の 台 との 和 と して 次式 の よ う に 表さ

れ る．

　　　 ω II
・ ｛石【，E ：｝　 　 　 　 　 　 （14）

　こ こ で ，要素E
［
とE

、
を構成す る節点の 番号（コ ネ ク

テ ィ ビ テ ィ ）が 変化 した の で
， そ れ ら を ElとE；と表 し

た．

　式 〔13）で 与 え ら れ る 内 挿 関 数 は，確 か に 前 述 した X −

FEM の 内挿関数 の
一

般式 （1）の 形式 に な っ て い る こ と

が わか る．

　 こ の よ うに X −FEM で は，事舸 に 解 の 特性 （こ の 事例

で は き裂面で の 変位 の 不連続性）が わ か っ て い る 場合 に

は ，そ の 特性 を表す こ とが で きる エ ン リ ッ チ 関数 （こ の

事例 で は ヘ ビサ イ ド関数）を導入 し，基底関数を修 正 す

る こ と に よ り，そ の 特性 を完全 に 満足あ る い は 近似 で

きる 内挿関数を導出 す る こ とが で きる．と くに 不 連続

性 を表現 で きる関数 を導入す る こ と に よ り，メ ッ シ ュ

分割 に よ らず に 不連続な場 を表現す る こ とが 可能に な

る ，X −FEM で 用 い ら れ て い る エ ン リ ッ チ 関数の 具体的

表示 に つ い て は 後述 す る ．

　 2．3　 レ ベ ル セ ッ ト法

　 レ ベ ル セ ッ ト法 11．b は，自由表面形状を関数 で 陰的 に

表 し，時 々 刻 々 変化 す る 過渡的 な 現 象を追 跡 す る 数値

解析手法 で あ る．X−FEM は，レ ベ ル セ ッ ト法 を 用い ず

に実 装 叮 能で あ る が ，X −FEM は レベ ル セ ッ ト法 と組 み

合 わ せ て 実装 され る場 合が 多い
／） ．1t1・。レ ベ ル セ ッ ト法

を導 入す る と，形状処理が 単純化 され る の で 「きれ い

な」プ ロ グ ラ ム を書 くこ とが で き る，こ こ で は，レ ベ ル

セ ッ ト法に よ り X −FEM で 扱 う複雑形状 を効率的 に表

現 す る 方法 を 簡単 に 説 明 す る．

　
’
1 次元固体内部 の き裂線，自由表面，異材境界面な

どの 不 連 続 線 を想 定 し，そ れ ら を 「 と す る ．境 界 r は

空 間 で 定義さ れ る レ ベ ル セ ッ ト関数 の 値 ゼ ロ の 等値線

と して 定義され る もの とす る．境界線r を表現す る レ

ベ ル セ ッ ト関数 と して は ，図 5 に 示 す よ うに 境 界線 r

の ヒ側領域 Ω
．
で 正 の値，「側領域 Ω一で 負 の 値 をとる

よ うな 関数 で あ れ ば良い ．た と えば，次式に 示すよう

な符号付き距離関数（Signed　Dist跏 ce 　Function：SDF）を

用 い る こ と が で きる ．

f（x ）＝

聖i，11x− slsign 〔n 〔幻 ・ 〔x − x）〕　 （15）

　式 U5 ）で 定義 さ れ る 符号付 き距 離関数 は，基本的 に

は任意 の点と不連続線 r との 距離 で あ り， 界面 の 上側

に あ る か
．
ド側 に あ る かを示す た め に 符 号を 与 え る．レ

ベ ル セ ッ ト法を有限 要素法と組 み 合わ せ て 用 い る場含，

レベ ル セ ッ ト関数 の 節点値．fJを用 い て ，任意 の 位 置 で

の レ ペ ル セ ッ ト関数 ノ図 を次式 で 近似評価す る こ とが

で きる．

　　　 ノ〔x ｝＝Σφ， 〔x ｝　fi　　　　　　　 （16．1）
　 　 　 　 　 　 ’

こ こ に

　　　 ．ti≡ ノ
’
（Xl）　　　　　　　　　　　 （16．2）

とな る ．

　 こ の よ う な 方 法 を用 い る こ と に よ っ て ，境 界 形 状 の

幾何学的表現が簡略化 し，形状 に 関す る 処理 を 高速 に

行な うこ とが で きる．X −FEM を レ ベ ル セ ッ ト関数 と組

み 合わ せ る 場合，エ ン リ ッ チ 関数 は レ ベ ル セ ッ ト関数

の 値 を 用 い て 計算 され る，

　平板内部 に あ る 傾斜
．き裂形状を レ ベ ル セ ッ ト関数で

表現 した 例 を図6 に示す．符号付 き距離関数はき裂線

近傍だ けで 計算され て い る が，レ ベ ル セ ッ ト値 の 絶対

値が き裂線 か ら の 距離 に な っ て い る こ と が わ か る ．ま

た ，き裂線を挟ん で符号が 反転 して い る こ とがわか る．

こ の 値 をヘ ビサ イ ド関数 に 代入す る こ と に よ っ て ，＋ i

か 一1の どち ら か の 値 をとる こ と に な る．図 6に 示 す よ

うに ，ヘ ビサ イ ド関 数 を用 い て き裂上側，
．
ド側を表現

す る こ と が で きる．

　　　　＄
x

　　　 Ω

／
丿ヒ て

一 「

f（X ）＝ min 　i）X − II）sign （n
＋
《X 一

動
　 　 　 　 XtF

図 5 　レベ ル セ ッ ト法 で 用 い ら れ る 符 号付 き距 離関 数

1冨1姪「O卩1

嚢、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　广
自”晒←伽

1　尸〜dE．01s　　’
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．

舞
蒲

．121d，Mlf
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Lgign　ed 　dis吻 nce 　F ” nction
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− il　sign （n

ト
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．
卿 1
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目
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図 6 符 弓
．
付 き距 離関数 に よ る 形状 表現
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．
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　 2．4 　コ ン ピ ュ
ータ ーイ ン プ リ メ ン テ ーシ ョ ン

　X −FEM 解 析 は 通 常 の FEM で 用 い ら れ る 内挿関数 を

局所的 に 変更す れ ば 良い の で ，従来 の FEM 解析 プ ロ グ

ラ ム を多少修止す れ ば 容易に実現 で きる．具体的 に は

内挿関数 に 係 わ る 部分 （た と え ば 要素剛性 マ トリ ク ス ，

荷重条件，拘束条件作成部 分 な ど）を修正 す れ ば よ い 。

さ ら に 前 述 し た レ ベ ル セ ッ ト法 を 組 み 合 わ せ て ，エ ン

リ ッ チ 関 数を レ ベ ル セ ッ ト値 に よ っ て 記述す る こ とに

よ っ て，複雑形状 を効率的 に モ デ ル 化 す る こ とが で き

る．プ ロ グ ラ ム 実装 に お い て の 留意点 をまとめ る と下

記の とお りである，

　 （1） 節点 自由度

　 通 常 の FEM の 実装 に お い て は，節点あ た りの 自由度

が 決ま っ て い る場合が 多い 〔た とえば二 次 元 平面 問 題 解

析 で は 節点あた り2，7三次元 ソ リ ッ ド解析 で は 3 な ど）

しか し な が ら X −FEM で は ，節点あ た りの 白由度 が エ ン

リ ッ チ 節点に お い て 局所的に変化す る．そ の ような場

合 ，
シ ス テ ム 方程式 （連 立 一

次方程式 〕の 求解処 理 に お

い て ブ ロ ッ ク処理 （固定 され た節点 白由度数 に対 す る ま

と め た 処理 ）を行 っ て い る もの は ，直接利用 で きな い ，

　 （2） 数値積分法

　X −FEM は 通常 の FEM と 同様 に 離散化 の た め の 指導

原理 と して 仮想仕事の 原理を用 い て お り，離散化式の

導入 に は 要素形 状 に つ い て の 積分 が 不 可 欠 で あ り，通

常 は ガ ウ ス の 積 分 法 な ど の 数 値 積 分 法 が 用 い ら れ る ．

しか しなが ら，エ ン リ ッ チ 関数を含むの で ，従来 の

FEM と異な り，内挿関数 は 単純 な多項式 で あ る とは 限

ら な い ．ま た，積 分 領域 は 要素形状 と完全 に
・
致 しな

い 場合 もあ る，そ の よ うな場合 に は，要素を複数の 積

分領域 に 分 割 して 実行す る 必 要が あ る．あ る い は 十 分

多数 の 積分点を用 い て 数値積分 を行な う必要があ る ．

　 （3） 可視化

　 FEM 解析 に お い て は，解析結果 の ボ ス ト処 理 と して

口∫視化が不 叮欠で あ る．しか しなが ら，前述 したよう

に X −FEM で は節点あ た りの 臼由度が 叮変 で あ り，また

形状 を メ ッ シ ュ で 直接表現せ ず に レ ベ ル セ ッ ト関数で ，

い わ ば 「陰的」に 表現す る た め ，既存 の ポ ス トプ ロ セ ッ

サ ーを直接利用 で きな い ．そ こ で ，解析結 果 を可視化

す る 際 に i二夫が 必要 とな る ．エ ン リ ッ チ 関数 を 含 む 要

素 に 関 して は ，局 所 的 に 要 素分割行 な っ た うえで 可 視

化す る 方法などが考 えられる．

3．　 エ ン リ ッ チ関数お よび数値解析例

3．1 き裂 の モ デ ル 化 （図 7 参照）

X −FEM に お い て は ，き裂 近 傍 に あ る 要 素 内 の 位置 x

に お け る 変位 を次式 で 近似す る．

　 　 　 　n　　　　　　　　　　 　　　　　　　 　

u
’挈

〔幻 二 Σφ， （幻 u
，
＋ Σφ、 国 Σ Y、 （x ）ai

　 　 　 ’昌1　　　　　　　　　　 1ヒ C　　　　　 尾＝1

　　 ＋ Σφ1（x ｝H （x 〕b ， 　　　　　　 （17）
　 　 　 ！F ．卩

　 こ こ に φ1
は 通 常 の 要素 の 定式化 で 用 い られ る 内挿 関

数，m は 要素 を構 成 す る 節点数，　 C は き裂先端近傍 の

変位に つ い て の 漸近解 の 特性 を考慮す る 節点 の 集合 ，

Jは き裂周辺 の 変位 の 不連続性 を考慮す る 節点 の 集合，

Ui，　a1L，　biは節点 に 割 り付け られ る節点自111度ベ ク トル

で あ る．C ∩ 」＝φで あ る．また ，　 r，
　（i＝L4 ）は ， き裂

先端 の 変位場 の 漸近解を表す某底 関 数，H （x ）は き裂 近

傍 で の 変位 の 不 連続 を 表す ヘ ビ サ イ ド 〔Heviside〕関数

で あ り，き裂線 の E側で 1， 卜
．
側 で 一1 と な る．

　 式 （17＞に お い て 要 素を構成す る 節点 1は ，集合 C に

属す る か，集含 」に 属す る か ，そ れ 以 外 で あ る．節点

1が 集合C に 属す る場合，そ の 節点 に お い て は 漸近解

の 基底関数 が エ ン リ ッ チ さ れ る の で ，式 〔17 ）の 右辺 の

第 1項，第 2 項 が 変位 の 近似 に 寄 与す る．同様 に 節点

1が 集合 」に 属す る 場合 に は 第 1項，第 3 項 が，通常 の

節点 の 場合 に は 第 1項 の み が ，それ ぞれ 変位 の 近似 に

寄 与．す る ．

　基底関数 7，と して は次式が 用い ら れ る．

γ1
− fi … （皇）．γ、

− fi … （皇），
M ・ 柚 （9）si・ e，・7，

・ 伽 ・〔皇〕・i・ θ ・18）

　 こ こ に r．θは き裂 先 端位置 を原 点 とす る 極 座 標 で あ

る．

　式 （18）に 示 された基底関数は，均質材中 の き裂先端

「 1．‡ 1lIII
一
Crack　tip

1　 −
1 C聡cktlp

ドイ

、
．
丶． ．

　　　　　一

．↓＿

　　　　m　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　 u
’
（x｝

一Σ”、（・）u，＋ Σφ，c・）Σ r，（・）・ f＋Σφ，｛x ）H （・ ，b ，

　 　 　 ’≡」　　　 　　　　 　　　 ∫ヒ【「　　　 　　 J　 I　　 　　　　 　　　　 ft亅

Enriclmcnt　fUnctions：

哩（・）些 薦 廨 ん 〃跏 卍

レ。 7露 ：7、
・碑 即 罐 ゐ・ ・司一L」二

・ 1

図 7X −FEM に よ る き裂 の モ デ ル 化 に 用 い ら れ る 内挿 関数

　 　 ヘ ビサ イ ド関 数の 自由 度 を有す る 節点 ：j

　　 漸 近解 の 基底 の 自由度 を 有す る 節 点 ：C
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近傍の変位場 につ い て の漸近解を再構成す る こ とが 可

能 で あ る ．

　なお，式 （17）を適用す る際 に，き裂形状 を参考 に し

て ，ヘ ビ サ イ ド関 数の 値 を評仙す る必 要が あ る．こ の

よ う な処理 に お い て 計算効率 を 向 上 させ る た め に 前述

の よう に，レ ベ ル セ ッ ト関数 を用い る こ とが で きる，

レベ ル セ ッ ト閧数 を用 い て 式 （17）を書 き換 えて 次式を

得 る．

　 　 　 ltコ　　　 　　　　　　　　　　　　　 　

u
”

〔x ）＝ Σ φ，〔x ）u ，
＋ Σの（幻Σ γ、（x ）ai

　 　 　 ’；1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’∈c 　 　 　 　 　 k＝1

　　 ＋ Σe， （x ）〃 げ〔x ））b 、 　　　 　　 （19）
　 　 　 1∈ 亅

　　　　　 m

　　ノ（x ）＝Σ φ， （x〕　f， 　　 　　　 　　 （20）
　 　 　 　 　 ’＝L

　 た だ し ヘ ビ サ イ ド関数 の 引数 が ベ ク トル か ら ス カ

ラ
ーとな っ て い る こ と に 注意 さ れ た い ，

　 こ の よ うな内挿 関 数 を用 い て ，格子状 の 矩形 メ ッ

シ ュ に 対 して傾斜角45度に き裂を設定 し，応力解析 を

実施 した 例 を 図 8 に 示 す 141 ，

　 3．2　自由表 面 の モ デ ル 化 （図 9 参照）

　餠析領域内部 の ボ イ ド表面 や外表面 などに 現われ る

自由表面 に おけ る 変位 の 不連続性 を表現す る た め に ，

エ ン リ ッ チ 関数と して 領域内部で 1，領域外部 で 0 と な

る ス テ ッ プ （Step）関数 V を 用 い る．す な わ ち，次 式に

示す よ うな内挿関数 を用 い る ．

　　　 u
”

（x ）＝Σφ， 〔x ｝v 国 uJ 　 　　　　 C21）
　 　 　 　 　 　 　 t

　 こ の よ うな内挿 関数を用 い る こ と に よ っ て ，解析領

域 の 外側 で の 変位は 必ず ゼ ロ に な り，解析領域表面 に

おけ る 変位場 の 不連続性 を表現す る こ とが で きる，た

だ し式（21）は 式 （1）の X −FEM の 内挿関数 の
一
般形式 に

は なっ て い ない ，詳細 な 説明 は省略す る が ，式（2D は

式 （P の
一
般 形 式 を自由表 面近傍 の 節点 に 適用 し，節点

爨
擁 i

張
韃

毆翻蘿膿 霊 von ・  一

蘿
設

警囁

叢寵

図 8　X−FEM に よ る 傾 斜 き裂 の 応 ノJ解析（傾 斜 き裂 角度

　 　 45度 ｝，き裂 形状 をメ ソ シ ュ と 独 x
’
1．に 定義 で きる．

白由度 に 関す る 拘束条件 を考慮す る こ と に よ り得 る こ

と が で き る．図 9 に お い て F と 記 さ れ た 節点 は ス テ ッ

プ 関数 の 白由度 を エ ン リ ッ チ し た 節点，D は 自由度が

完全 に拘 束 される節点 で あ る．式 （2D に お い て エ ン

リ ッ チ 節点 に お い て も自由度 は 増 えて ない こ と，ま た

自由表面近傍 の 外側 の 節点 も 自由度 を有 して い る こ と

に 注意 さ れ た い ．式（21）を用 い て 要素剛性 を 評価す る

方法は，結果 的 に は ボ ク セ ル 解析な どで 用 い られ る 方

法 と 同様 に な る．

　な お，式〔2D を適用す る 際 に，評 価点 に お い て 白由

表面形状 を参考に して ，ス テ ッ プ関数の値を評価す る

必要が あ る ．レ ベ ル セ ッ ト関数 を 用い て 式 （2D を 書 き

換 える と 次式 を 得 る．

　　　 uh（x 〕　＝ Σ　e，
　（x ）v 〔ノ（x ））u 、 　　　　 〔22）

　 　 　 　 　 　 1

　た だ しス テ ッ プ関数 の 引数が ベ ク トル からス カ ラ
ー

に な っ た こ と に 注 意 さ れ た い ．

　 こ の よ うな内挿関数 を用 い て ，格 ∫
・状の矩形 メ ッ

シ ュ に 対 して 円孔 形 状 を設定 し，応力解析 を 実施 した

例 を図 10 に 示 す ．X −FEM で は ，円孔を定義す る 形状

曲線 に メ ッ シ ュ を整合させ る こ とな くモ デ ル 化 が 冂∫能

と な る ．

　3．3　異種 材界面 の モ デル化 （図 11 参照）

　異材 界面境界 で は ，変位 は連続 で あ る が ，変位 の 微

分 で あ る ひ ずみ が 不連続 に な る．従来の FEM で は 異材

界 面 境 界 と要 素境界 を一
致 す る よ う な 要素分割を用 い

る こ とに よ っ て モ デ ル 化 され る ．こ れ に 対 し て X −FEM

で は こ の よ うな 異材
．
界面境界に おけ る 変位 の 連続性，

そ の 微分 の 不連続性 を 表現 す る た め に エ ン リ ッ チ 関 数

と して ラ ン プ関数 F を用 い る．すな わ ち次式 に 示す よ

うな 内挿関数が 用 い られ る．

　　I

　　　　Frcc　s　 rfaoe− ・
1　　　．

一一
一 　’　　1　　　　　．

D 一 ．
星

1
F

　　　　唖シ剛 剄
E ・・i・hm ・繭 n ・・i・n ・ ・匠両 画 F ・祠 ご 7

＋ 1

図 9　X ・FEM に よ る 自由 表面の モ デ ル 化 に用 い られ る 内挿

閧 数

エ ン リ ッ チ 節点 ：F，自由度 を有 し ない 節点 ；D
自 由表面 近 傍の 外 側 の 節点 も自由度 を有 す る
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Finite　element 　mesh 　 　 　　 yon 　Miscs　st「ess

図 10X −FEM に よる1⊥1孔 つ き
’
ド板 の 応ノ丿解析

　　　 自由表 面 形状 を メ ッ シ ュ と独 立 に 定 義 で きる

Finite　e ｝ement 　mcsh 、
．
o皿 Mises 　 stress

図 12X −FEM に よ る 異種材 界面 を 有す る平 板 の 応力 解析

　　 異 材 界面 形 状 を メ ッ シ ュ と独 立 に定 義で きる

一1興t・・飴・・
i　 　 　 　

．
　　　　　1

匸 1
　 ！
　 1．
〒一．＼　丶 …

一．． 卅

M 鼡． 5

一
　 旨一．1

．

1
．

…

一一
　　　　　

←．．．
　　　　 i ．→

｝i

　　　m

・

h

（x）
一Σil，（x ）u ，

＋ Σφ，（・）F ω ・
，．

　 　 1‘．　 　 　 　 　 　 　 　 脛M

Enri匸hm ¢ n しfUnGtions ：
F （x ） 尺amp 　Funetion 一一△一

図 11X −FEM に よる 異種 材 界面の モ デ ル 化 に 用い ら れ る

　　 内挿 関数．ラ ン プ 関 数 の 自 L1．1度 を有す る 節 点 ：M ．

　　　 nr

u
’・
図 ＝ Σφ， 図 u 、

＋ Σ φ，国 月 x ）ai 　〔：3｝
　 　 　 1＝I　　　　　 　　　 I∈ M

　こ こ に M は ラ ン プ 関数 の 自山度 をエ ン リ ッ チ す る 節

点 の 集合で あ る，

　バ x ）に は 任 意 性 が あ り異 材 界 面 の 近傍 で ラ ン プ 関数

の 特性 1：境界 の 前後 で 値 は 連続，そ の 微分値 が 不 連続 ）

を 有す る もの で あ れ ば 基本的 に は何 で も よい ．しか し

な が ら，尸（x ：1 の 設定 の 仕方 に よ っ て は，得 ら れ る 剛性

方程式 の 条件数 に 影響 を 及ぼ す．文献9｝で は，F〔x ）の

範囲 を 限定 して エ ン リ
．
ソ チ 関数 と して 用 い て い る．こ

こ で は，文献 15）で 提案さ れ て い る レ ベ ル セ v ト関数

を 用 い た 方法 を紹介す る ．

　 レ ベ ル セ ッ ト関 数 を 用 い て ，次式 の よ うに エ ン
IJ

ッ

チ 関 数 Fclx1’を定義 す る．

　　　F （x ）＝Σ1．filip， （x ）一Σ盟画〔x 〕　　 〔24：：・
　 　 　 　 　 　 　 J　　　　 　　　　　　　 ’

　こ の よ うなエ ン リ ッ チ 関数 を用い る と，境界線を含

まない 要素 で エ ン リ ッ チ 関数 Fの 寄 与
一を完全 に な くす

こ とが で き る ，

　こ の よ うな内挿関数 を 用 い て ，二 つ の 門 形形 状 を有

す る 異材 を含 む 平板 の 応力解析 を 実施 した 例 を図 12

に 示す．格子状の 矩形 メ ッ シ ュ に 対 して ：つ の 円形形

状 を有す る 異材
．
界面 を設定 した 解析 を 行 え．る．

4，　 お わ りに

　本 稿 で は ，メ ッ シ ュ フ リ
ー

法 の
一

種 と し て 分類 さ れ

る X −FEM に よ る 解析T一法に つ い て 解説 し た．X −FEM に

よ り き裂 ，日 出表面 ，畏材界面形状を含 む 固体 の 応］J

解析を，形状 と整合 しない 有限要素分割 を用 い て 実施

で きる こ と を示 した．こ こ で は，　 ：次元問題 に つ い て

言及 し た が，三 次元問題 へ の 展開も可能 で ある
リ ’11 ．ま

た，応力解 析以外 に も伝熱解析 に も利用 で きる ［斗 1．さ

ら に ，破壊力学問題 へ の 応用 に お い て は ，均 質な等方

性材中 の き裂だ けで は なく異材
．
界面 き裂問 題 へ も適 用

で きる 1fi・　lt’．．現 在．よ リ実際的な解析 で の 利用 を想定

し，直交異方性材料か ら構 成 され る 複合材料積局板 の

破壊力学問題 へ の 適用
IH・　 IVI，弾塑性破壊力学問題へ の

適用 ID
に つ い て も検討 されて い る こ とを 付記 して お く．

本稿が X−FEM の 埋解及 び 応用，さ ら に は X −FEM プ ロ グ

ラ ム 作成の た め の 参考 に な れ ば幸い で あ る．
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