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【論 25−2】 回
限定記号消去法に 基づ くロ バ ス ト制御系設計ツ

ー
ル

“

穴 井 宏 和 ＊ ・原 辰 　次
＊ ＊

　ABSTRACT 　For　mul 【i−objective 　design　androbust 　centrol 　synthesis 　problcms，　scveral 　me しhc〕ds　based （＞n　Quan−

tifier　Eliminatiun（QE）have　been　pr  posed．　QE　based　methods 　are 　realty 　suitabte 　F【｝r　such 　problems　buし，　in　gcncraL
they　have 　a　drawback 　on 　computationa ］c （〕mplexity ．　ln　this　paper，　we 　propose　an 　officicntsymbolic 　me ［hod　for　param −

eter 　space 　approach 　based 　on 　sign 　definite　condition （SDC ）by　a　specia 且quantifier　elimination 　meIhQd 　using 　Sturm−

Habicht　sequence ，　Then　we 　examinc 　its　feasibility，　in　particular，　for　Inulti −objective 　control 　using 　low　degree　fixed−

structurc 　contrc ）11er　by　showing 　the　severa 且experimental 　results ．　Moreover．　we 　provide　our 　new 　MArLAB 　toolbox 　for

r  bus［parametric　control 　desjgn　based　on 　the　QE −based　mcthod 、

1．　 は じめ に

　 ロ バ ス ト制御系設 計 や 複数 の 仕様 を 同時 に 満 た す 設

計 〔Multi−c）bjective　design ）に 対 して
，
パ ラ メ

ー
タ 空 間法

に よ る設 計法 は最 も有効な方法 の
一

つ と して 知 られ て

い る ］・2b．／，パ ラ メ
ー

タ空 間 法 に必 要 とな る ラえら れ た

制御イ1：様を満足する 設計パ ラ メ
ー

タ の 実行可能領 域 を

抽 出 する 方法と して，代数的算法で あ る 1垠定記 7」
一
消去

（quantifier　elimination ；　QE）が 有効 で あ る ．既 存 の 数値

的方法で は，パ ラ メ ータ値を適当 な領域 で ス イープ し

て繰 り返 し数f直計算を行うこ とに なる が，QE に よれ

ば直接 に 実行可 能領域 （
・
般 に非 凸 領 域）を式 と して （正

確 に ｝求め る こ と が で きる．

　近年，QE に基 づ くパ ラ メ
ー

タ空 間 ア プ ロ
ー

チ が い

くつ か 提案 され た 2・1」・ZO・24｝．例 え ば，　 Dorato ら は，ロ

バ ス ト設計問題（複数仕様の 場合も含む）が QE の 問 題

に 帰着 で き，QEPCAD 　
I を 用 い て 実際 に 解 け る こ と を

示 した ’s；．ま た、JirSlrandは線形時不 変系の フ ィ
ー

ド

バ ッ ク設計問題 に お い て ，ロ バ ス ト性 の 仕様 〔H 。。ノ ル

ム 制約，安定余裕，極配置 な ど）が QE の 問題 に帰着で

き る こ とを示 し
， QEPCAD を使 っ て い くつ か の 例 を解

い た ：o ．こ れ ら の QE に某 つ く方法 に共通 す る基本的

な手順は，ロ バ ス ト制御系設計 の 問題 を，まず
．・

階 述
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語論理 式 （first−・ rder 　formulas〕と して 帰着 し，QE を適用

して 所望 の 設計パ ラ メータの 吁能領域 を求め る こ とで

あ る．こ れ ら の 例 が 示 す とお り，QE は こ の 種 の 問題 に

つ い て 非 常 に 有 効 で あ る．しか しな が ら，こ れ ら 単 に

QE を用 い た ア ブ ロ ーチ で は，QE の 基礎と な る CAD ア

ル ゴ リ ズ ム の 計算量 が
一一

階述語論理式に現れ る変数の

数 に つ い て 2重 指 数 的 で あ る た め ，実 用 的 な時 間 で 解

け る 問題 の 規模 は 非常 に 小 さい もの で あ っ た （通常2

次，特別 な場 合で も高々 3 次まで の シ ス テ ム ）．

　QE に 基 づ くパ ラ メ
ータ空 間 法 に よ っ て 実 用 的 な時

間で 実用的な規模 の 設計問題 を解 くこ と を実現す る た

め に は ，制御系設計 の 問題 を，い か に QE の 問題 とし

て 簡単 な形 に 帰着 させ る か ，また そ の QE 問 題 の 構造

の 特殊性 を利用し特化 した効率的 な QE ア ル ゴ リス ム

を利用す る こ とが ポ イ ン トとな る IS ）．本稿で は，まず

QE に つ い て 簡．単に 説明（第2 章）した 後，ロ バ ス ト制 御

理論 に お い て しば しば 用 い ら れ る 重要 な設計仕様が ，

Sign　definite　condition 　（以 後 SDC ）と呼ぶ あ る特別 な ク ラ

ス の
一

階述語論理 式 に 帰着 で きる こ と に 着 目 して （第3

章〉，そ の 特別 なク ラ ス の 人力式 に 対 して ，よ り効率的

な QE の ア ル ゴ リ ズ ム を適用す る こ とで 実用性 を達成

で きる こ と を示す 〔第4章）．実際そ の 計算複雑度 は 2重

で は な く1 重指数的 で あ り IO次 か ら 15次程度 の 実用

的 な 次数 の シ ス テ ム ま で 計算が ロ∫能 で あ る （第 5 章）．

また ，こ の 特別な ク ラ ス の 式 に 対す る QE を用 い た制

御系設計法 に基 づ い たロ バ ス ト制御系設計 ツ
ー

ル に つ

1C ｝
，lindrical　Algcbraic　Decomposition 〔CAD ）ア ル ゴ リズ ム に

　基づ くQB の ソ フ トウ J．ア Ll／．
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い て 紹介す る （第 6 章）．

2．　 限定記号消去 （QE）

　 こ こ で は本稿 で 用 い る代数的算法で あ る QE に つ い

て 簡 単 に説 明 す る （詳 細 は s・9，を参照 ）．QE は 述語論 理

（predicate　logic）の
一

階 述 語論理 〔first−order 　theory ）1こお

い て 現われ，扱う対象（入 力）と な る の は，　階 述語論

理 式（first−order 　formula）で あ る，．一一階述 語論 理 式 と は
，

代数方程式，不等式，限定記号 （∀，ヨ），そ して プー
ル

演算（へ 〉，．丶 retc ＞か ρ） な る 式の こ とで あ る ：実数体

R を係 数体とす る 変数 X ；｛κ 1，…覗 】と U ＝肱，…，り
に つ い て の多項式の 集合 を R ［X，U］と する，こ こ で ，

X を限定記 号
．
付 き変数で ，U は 限定記号 の 付 か な い 変

数 とす る
  が凡 σ）∈ R ［x ，〔／］，

i＝L2 ，…．　 t．とす る ．

F，
＝f，

　（x ，　u ）ρ，
o を原子式 （atomic 　fornlula）と い う．こ

こ で ，兌
∈ ｛＝ ，≧ 〉 ，≠｝で ある ．g ∈ ｛∀，ヨ ｝と しXiは

g
，

個 の 限定記号付 き変数 〔、ノ＝］．…，s ）の ブ ロ ッ ク とす

る．この と き， 一
階述語論理式 φは

φ
＝〔91　Xt …9 、

x．s）G 〔FI，…，η

で 与 え られ る，こ こ で G は 限定記 号無 しの プ
ー

ル 式 で

G （Fl，…，　F，）を式 （formula ）と 呼ぶ ．．一
言 で い う と，

「QE は li
−．え られ た一

階述語論埋式 に 対 し，そ の 式と等

価 で 限定記 号を含 まない 式 を導 く算法」で あ る，QE に

よ っ て ，φの 限定記号 と限定記 号の 付 い て い た 変数 x

は 消去 され ．限定記号 の 付 い て い な い 変lk　U につ い て

の 式 Φ （σ）が 得 られ る ．Φ ｛U）は，入力 の
一

階 述 語論 理

式が 真で ある た め の 変数 σ の 実行 可 能 な領 域 を示 して

い る．も し
， 変数 u の 実行可 能な領域 が な い 場合 QE

は 偽 Cfalsel）を返す．こ の 問 題 を
…

般限定記 号消去問題

（general　QE　prob［em ）と い う．例 え ば，入 力 ∀x （／t　2 ＋ bx

＋ ‘ ＞ 0）に 対 して ，QE に よ り〔R 上 ）等価 な 限定記号 の

無い 式 が 一4c＜ 0が導かれ る．また，入力 とな る
一一

階

述語論理 式 の 変 数 の す べ て に限 定記号 が 付 い て い る場

合 （i．e．　m ＝O），すべ て の 変数 が 消去され QE は ラ・え ら

れた
．・

階述語論理 式 の 真 （truc）あ る い は偽（false）を返

す．こ の 問題 を決 定 問 題 （decisk｝n　problem）とい う，

　 QE は ，制 約問題 の 代数的 な解法 の
一つ で あ り，パ ラ

メ
ー

タ を含む変数多項式不等式系（Multivariatc　Polyno−

mial 　lnqualities；MPIs ：）で 記述 さ れ る問題 （等式 も許す）

に適用 冂1能で ，〈1〕
−t．tつ の 実行 口∫能解 だ けで なく実行可

能領域を（正確に ）求め る こ とが で きる，  非凸な最適

化 問 題 も扱 う こ とが で きる
，

そ して 〔3＞MPIs の 実行 可

能性 も正 確 に 判定で きる，とい っ た利点 を もつ ．

　QEの 基 礎 と な る ア ル ゴ リズム と して ，1975 年 に G．

E
’．Cotlinsが CAD （Cy ］indrical　Algebraic　Decompesiti

’
on ）

法 に 基 づ くQE の ア ル ゴ リ ズ ム u［’を提 示 した、　CAD に

基 づ くQE ア ル ゴ リズ ム の 計算量 は，本質的 に変数 の

数 に つ い て 指数的で あ る こ とが 知 られ て い る L2’．こ の

た め
， 実際的な効率化と して，有意な サ ブ ク ラ ス の 問

題 を対象 に した よ り高速 な ア ル ゴ リズ ム が提案 され て

きた ．例 えば．VWeisnfenning　i3
．
ら に よ る 低次 数（lor

2 次）の
・
階述 語論 理式に対 す る QE ア ル ゴ リ ズ ム や，

ム Go醍 6妓 一VegaL7らに よ る
一
変数多項式の 正定条件 ∀κ

f（x ）＞ 0，（ノ
’
（x ）∈ ］R ［x ］）に対す るQE ア ル ゴ リズ ム な ど

で あ る．こ れ らの 効率的 な特別 な ク ラ ス の 入力式 に対

す る QE ア ル ゴ リ ズ ム の 開発 や ソ フ トウ ェ ア と して の

実装 が 同 時 に進 展 して きた こ とが ，近年 の シ ス テ ム ・

制御理 論 の 分野 へ の QE 応用 の 研究 の 隆盛 の 背景 と

な っ て い る，

3． 特別な ク ラス の QE ア ル ゴ リズ ム に 基

　　 づ くロ バ ス ト制御系設計法

　 3．1 ロ バ ス ト制御系設計 と SDC

　QE に 基 づ くパ ラ メ
ータ空間法 に よ る 設計法 は ，ロ

バ ス ト制御系設計や 複数 の 仕様 を 同時に 満 た す設計 に

対
’
して ，非常 に 有効 で あ る

1・［5．2°，24」．しか し，実 用 的 な

規 模 の 問題 に 適用す る た め に は
， そ の 計算効率の 改良

が 不可 欠 で あ る，

　
一

般 に，QE に 基づ く方法 は 制御 の 問 題 を
一

階述 語

論 理 式 に 帰着 させ る 部分 と
， 得られた式を QE に よ っ

て 解 く部分か らな る．こ こ で は，QE の 問題 と して よ り

簡単 な式へ 定式化 し ， そ の 式 に特化 した 効率的 QE ア

ル ゴ リズ ム の 適用 をうまく組合わせ る こ とで効率化を

実現す る 1・4／．

Sign　Defini電g 　Condition　そ の よ うな 式 と して，1変数

多項式の 1日の 定義域 に おける正定性条件 ：

∀x ＞ O，．ブ〔x ）＞ 0 Cl）

に着 目す る．こ こ で，f（x ）∈ R ［x ］で あ り　
・
般 に f（x ）

の 係数 に 設計 パ ラ メ
ー

タ が 含まれ る．こ れ を sign 　de熊

ni 匸e　condition （以 後 SDC ＞と呼ぶ ．有限 区間で の 正 定性

を以 下 で 定義す る，

定義 1，f（x ）∈ R ［xl ，a ＜ hC ∈ R ）とす る，区間 ［a，b］

に お い て f（x ）の 符号 が 変 わ ら な い ，ま た は ，f（x ）が［a，

b］に お い て零 と交差 し な い と き，f（x ）は x ∈ ［a，　b］に

おい て 定符号（sign 　definite）とい い ，　f（x ）∈ Nc
，
［a，　b］と

書 く．

　条件f（x 〕∈ No［a ，　b］は双 線形変換 （bilinear　transforma −

・i・n）・ ・ 鴛 に よ り／ω ・ N
。
［・・＋ ・・］へ 変換 で きる ．
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よ っ て ，以 後
一

般性 を 失うこ とな く任意の 有隈 区間 に

お け る 定符 7f条件も SDC と し て 考え る L’．

ロ バ ス トコ ン トロ
ーラ 設計 と SDC 　SDC を用 い た 手

法 に よ っ て どの よ うな制御系設計問題が 解決で きる か

説明す る ．ロ バ ス ト性 の 指標 と して しば し ば用 い られ

る 非常 に 多 くの 設計仕様，例 え ば

・H ．．ノ ル ム 制約，周波数限定 ノ ル ム 制約

・ 安定余裕，安定 半径

・極配置

は ，簡単な記号計算 に よ り軽微 な 計算 コ ス トで ，す べ

て SDC に 帰着で きる．た だ し，帰着の 手順 は仕様ご と

に 異 なる ．例 え ば
，
H 。．ノ ル ム 制約の 場合の 帰着法 は例

1の とお りで あ る ．その 他 に つ い て は 参考文献
5・193 劇

を参 照 され た い ．以 下 の 例 に あ る よ う に ，SDC の 多項

式 f（x ）の 係数に コ ン トロ ー
ラ の パ ラ メ

ータが 現 れ て お

り，QEを適用す る こ と で x が 消去さ れ コ ン トロ ーラの

パ ラ メ
ー

タ に つ い て の 可 能領域 を示す式が ，不等式 や

等式 の プ
ー

ル 的組合せ すな わ ち半代数的集合 （semi −al−

gebraic　set〕として 得 られ る．こ こ で 注目すべ きは，一

般 に 可 能領域 は 非凸領域で あ る が QE に よ り半代数的

集合 と して rE確 に 得 ら れ る 点 で あ る ．例 え ば
， 図 2 の

斜線 で 示 され た 口∫能領域 は非凸領域 で あ る，

　多くの ロ バ ス ト制 御系 設 計問 題 が SDC に 帰着 さ れ る

こ と で ，さ まざまな設計問題 の 統
一

的な 扱 い も ti／能 と

な り，か つ SDC は 非常 に 簡単な構造 をした式 で ある こ

と に よ り，効 率 の よ い QE ア ル ゴ リズ ム を利用す る こ

とが 可 能 とな る ．SDC に 対 して は，§4で 述べ る Sturm−

Habicht列を用 い た効率的なQE ア ル ゴ リ ズム
31
を適用

可 能で あ る．こ れ に よ り，SDC と特 別 な ク ラ ス の QE
の 組 み 合 わ せ に よ り効率的 な QE に 基づ くロ バ ス ト制

御系設計法が 実現 で きる，

　3．2 設計例

例題 1 （H ．，ノ ル ム 制約）．　 真に プ ロ パ ーな伝達 関 数

G 〔s）＝n （s）／d（s ）に 対 して 11G（s）IL：＝ sup
ω
IGりω）1く 1

とい うH ノ ル ム 制約 を考え る．こ れ は

　　　 d （ノω）d ←ノω ）＞ n 〔ノtO｝　n 〔
一
ノω）；

∀
ω ．

に等価 で あ り， 以下 の よ うなf（tu2）

　　　 プ〔ω
2
）； d 〔ゴω ）d （

一
ノω ）

− n （ノψ 〔一ノω ）＞ o

を構成で きる の で，x ＝ω
2 とす る こ と に よ り SDC （D

に 帰着 で きる．

　また，安定 な真 に プ ロ パ ーな n 次の 伝達関lk　G （s ）

；C （sl ＿A 〕IB が 11G（s ）11　．＜ 1を満た す た め の 必要十分

2 正 確 に は f 〔x ）∈ N
。
［O，＋ 。・］か つ f〔x）〉   の 場合が SDC （1）

　 で ある ．

条件は，ハ ミ ル トン 行列

　　　H ・

cタc ．箕T
−［91［・ B

τ

］

が 虚軸 kに固 右値を持 た ない こ とで あ る ，ハ ミル トン

行列の 特性多項 式 に は 奇数次 の 項が現れない こ とが知

られ て お り，こ の 条件 は ，

　　　　　　　　　　　t］
　　　 9 （s2）　＝lsl− Hl ＝Σ 9iszi
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l≡］

が 純 虚 数 （s ＝ノω ）と原 点 〔s ＝ O）に 解 を もた な い こ と に

等 しい ．こ こ で，8广 ］に 注意 して お く．今．τ≡⇒
2
（≡

ω
2
≧ 0）とお き

　　　f〔x）＝（
− O噛igix・

　 　 　 　 　 　 　 　 1＝o

と定式化す る と g．＝ 1 よ りf（x ）＞ 0 とな る．よっ て，

純虚数 に 解を持 た な い 条件 は SDC （1）に 帰着 され る ．

これ に加 えて，

ノ
’
〔〔〕）＝ 〔

− 1）
ngo

＞ 0

の 条件をチ ェ ッ クす れ ば よい ，

　G （s）の 有限 周波数領域 ［ω
匸
．ω

2］に お ける H 一ノ ル ム

を ll　G 〔s）ll　rml．呵 ：＝sup
。 1
．。，．，J　G （ノω ）1とす る と，有限 周

波数帯域 で の H ．．ノ ル ム 制 約 ll　G （・）II：。 1
・．。 、

・1 く 1 は

f（x ）∈ No ［ω 1，ω ∫1 に 帰着で きるの で，双線形変換 に

よ り Sl）C に定式 化 で きる．

例題 2 （相補感度関数の ゲ イ ン 制約），　 図 1の P∬制御

系 を考 え る ．相補感度関数 は次式 の よ うに なる，

・（・〕「 瓢翫 ・
＋ （鬻 。 ＋ m

・ …

こ こ で ，p は プ ラ ン トの パ ラ メ
ータ で あ る．こ の 時 H ．u

ノ ル ム 制約 jFT（s）11．c、）t．x：
く γ、

は，ハ ミル ト ン 行列 の 特

性多項式から，SDC ：

　　　 ∀x ＞ 〔〕，f，
　（x ）＝x2 ＋ blx ＋ b

〔1＞ 0

に帰着され る ・こ こ で ・ ・玄と して

　　　 b
［

＝− 2ω ｝
2

＋ ん
2
α
一k三

＋ 2pk ＋ 2m − P
コ・

　　　 b
。

； 岬 ＋ （− k1・r＋ k2 − 2pk − 2m ＋ P
’

）磅

　 　 　 　 　 一
η12α 十 m2 ．

例題 3 （混合感度問題）、　 図 1の よ うな フ ィ
ードバ ッ

「 e
　 　 　 　 m
C（s）＝k ＋

一
　 　 　 　 ∫

u
　 　 　 1
P （s ）＝−
　 　 　 s −P

y

図 1PI 　control 　system
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輾
兜　「　摩「

li
驚　塁

爽　 自

　　　　 10 　 15 三 鱒 、1運 ざ

蒸i靆；
串
、，　 k

図 2 　安 定性 と混 合感 度問題 に 対す る 実行可 能領域

ク 系 を考え る ・こ こ で ・C （s ）＝
s ！
．
丁
，C 〔s）＝k ＋ 1ひと

す る．以 トの 感度関数 5（s）・相補感度関数 T 〔s）につ い

て の 仕様 を同 時 に満足 す る PIコ ン トロ
ー

ラの パ ラ メ
ー

タ m ，k を求 め る ．

ll∫ω ll［・，．1】≡

，、賜垂ll3
〔iω 〕1く

一16［dB］， 〔3）

　　11・T （s）11i・・，・−1・

，。

・

｝
・

：E　．．　1　T 〔ito）　11く 一10［dB］・ （4）

こ の 2つ の 仕様 は ともに SDC に帰着さt’LStttnn −HCthicht

列 に よ る ρE ア ル ゴ リ ズ ム を 適 用 で き る．そ の 結 果

H ”rwitz 安定性 を満 た す 領 域 とあ わせ て ，．．L記混 合感度

問題 を満足 す る m ，k の 可能領域 は 図2の 斜線 で示 さ れ

た領 域 とな る （非凸な
．
凵∫能領域 で あ る こ と に 注意）．

4． SDC に対する QE ア ル ゴ リズ 厶

　SDC （P に 対す る特別 なQE ア ル ゴ リ ズ ム と して まず

既存の Siljakに よ る判定条件 とそ の 問題点 に つ い て の

べ る．次 に，そ れ ら の 問題 を解消 し，か つ よ り効率 的

な ア ル ゴ リ ズ ム で あ る Sturm−Habicht列 に よ る QE ア ル

ゴ リ ズ ム を提案す る．

Siljakの判定条件　SDC （1）は，改良 R・ uth 表を用 い て

解 け る こ とが 知 られ て い る IY・27 ）．改良Routh表の 始 め の

2行 は，f
’
（− x ）と∫

「
（− x ）の 係数で あ り， 以 下 の 行 は Euclid

割 り算 に よ り生 成 され る多項式剰余列 （polynomial　re −

mainder 　sequence ：PRS ）の 係数 に な っ て い る ．た だ し，
こ の Routh 表 に 基づ く方法 に は

， 以下 の ような問題点

が あ る 1H ）
：

・PRS の 多項式 の 係数 が指数 関 数的に 増 大 し計算効

　　率が悪 い ．
・係数 が パ ラ メ

ー
タ を含む場合パ ラ メ

ー
タ値 の 代人

　　の 際 に
“
division　by　O

”
が 起 こ り得る．

・一
列目の 要素 が 0 に なる 場合 に，改良Routh 表は

　　その
．
先を構成 で きない 場合があ る 211．

Sturm−Habicht列 　こ れ らの 問題 点 を解消 し，か つ よ

り効率的な算法が，Stu  一Habich列 と言 わ れ る f（x ）か

ら生成 さ れ る PRS を利用 す る こ と で 実現 さ れ る，

Stu  一Habich列 は，よ く知 られ た Sturm 列 と非常 に 類

似 した 多項式列 で，基 本的 に は，部分終結式 に よ り生

成 さ れ る PRS に な っ て い る ISIi，

定義 2．P ＝ 部 ．。
α

左
が，　 g ＝Σ7。ぬ κ

丸

（P，　Q ∈ R ［X ］）と

す る，n，m は 非負の 整数 で あ る．

　 i＝ 0，1，…，t ＝ min （n，　m ）に対 して ，イ ン デ ッ ク ス ‘

の P，n．2，　m に関 す る 部分終結式 （subreh ’ultant ）Sres、〔P ，

n，Q，　m ）を Σi．。My （P，　e）κ 叱 す る．こ こ で
，　 M7（P，2）

は，以下 に 与え られ る行列 Si〔P ，　n，　Q，m ）の 1，2，…，π ＋

m − 2i− 1，　n ＋ 用
一’ゴ列 か ら構成 され る 行列の 行列式で

あ る，

Si（P ，　n．9，　m ）：≡

　 　 tl ＋ 朋
一’

r
− − y

鼠

　 α
丹　
’”

　α 1〕

　 　 an
’鹽’

α o

b，、置… bo

　　 b
，n
… わo

讐 旦
とす る．

一

　

一

觚

　
η

丶
〜

ー
v ≡n ＋ m − ［，δ

广 （− 1）

　こ の と き， ノ＝0，1．…tV

− 1 につ い て SH ．．i（P，9）≡P，

SH，．（P ，　e＞＝P ’Q・3易（P・ρ）＝δ
げ

∫・・
吊（P，P，P

’
9，　v ＞（P

”

＝袈）か らなる 多項式 の リス ト｛su ，（P，　g）｝’i．、、 ．．．剛 を，

P と C2に 関す る The 　Sturm−Habicht列 とい う．特 に，｛SH
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ

（P，1）｝i．エ）t．．、、V＋1 をP の Sturm．Hahicht列とい い ｛SU
、
（p）｝

と書 く，

　 Sturm−Habicht 列 は，　Euclid割 り算 に基 づ くPRS の 計

算 に くらべ 非常 に効率が よい 上 に，Sturm−Habicht列 に

現 れ る 式 は ，すべ て 有理 多項式で は な く通常 の 多項式

で ある た め ，パ ラ メ ータ を含 む 場合 に パ ラ メ ータの 値

に よ っ て 分母が 0 に な る （division　by　O）問題 点 も解消

され る，

例題 4．4 次 の 多項式 P ＝x4 ＋ pゴ ＋ qx ＋ r の Sturm−

Habic．ht列｛SH
」
（P）｝〔ア＝4．3，2．　L　O）は以 下 で

ltJ・　k られ

る 〔有 理多項式が 現 れ な い こ と に 注 意）：

3〃
4（P ）

＝♂ ＋P κ
2
＋（lx＋ r，

∫1／
3 （P）＝4x3＋ 21フ兀 ＋ げ，

SH
、  ・−4 （2px：＋ 3qx＋ 4・）、

∫HI （P ｝＝−4 〔（2ps − 81・厂 ＋ 9qユh ＋P2＋ 12e・），

∫玩 （P ）・16〆・
− 4pi’q

コー128P2〆＋ 144，）q2・

　　　　　
− 27（14＋ 256 厂

3，

Sturm−Habicht列 に基 づ くQE ア ル ゴ リズ ム 　∀x．f
．
（x ＞

＞ 0 に 対する S【urm −Habicht列を用 い た 特化 した QE ア
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ル ゴ リ ズ ム は，G θ n ；　aiez −Vegaら に よ っ て 提案 され た ］7 ：1

が ，§3．1で 述 べ た よ うに，非常 に 広範 な 範囲の ロ バ

ス ト制御の 設計問 題 が SDC に 帰着 で き る こ とか ら，

SDC を解 くた め の 特化 し たQE ア ル ゴ リ ズム が必要 と

な る．そ こ で，彼 ら と同様 に SDC を多項式 の 根 の 数 え

上 げの 問題 と捉える こ とで （補題 1参照），
以 卜

．
に 示す

Sturm−Habicht列 を 用 い た SDC の た め の QE ア ル ゴ リス

ム を提案す る．

　Sturm−Habicht列 は，　 Sturm 列 と 1司様に，多項式 の 実

根 の 数 え 上 げ に 用い られ る ：

定 理 1 （Gonzalez −Vega 卩 り．　 f（x ＞の Sturm−Uabicht 歹「」

を｛g♂
Cx），…，g，（x ）｝≡ ｛SH

，
〈　（xl））｝；ノ＝O，…，t− Lt と し

α，β∈ Ru ｛− D。，＋ D。｝か つ α く βとす る．また WSii（p ；

α ）を｛g。
（α ，，…，　s’，

（α ）｝に お け る 符号 の 変 化 の 数 だ とす

る．こ の と き

w
，κ
（P ：α ，β　≡ WSH（P ；α ）− w 、仔 （P ；β）

が ［α，β］ におけ る fの 実根 の 数 に等しい ．

　すべ て の ノに つ い て，SH
，
　（．f）の 次数ノの 係数を鴎〔△

∫μげ）の 定数項 を α
，
ω と書 く．

fに つ い て の SDC は fが ［0，＋ 。。］に お い て 実根 を も

た ない こ と と同値 で あ る，した が っ て ，SDC と等価 な

条件は 以下 に よ り構成で き る ，

補題 i，f（x ）∈ R ［x ］とす る．パκ短 民、
［O．＋ 。。］は W

了，、

げ；0，＋ 。。）＝ 0 と 同値 で あ る．

　 こ れ よ り，

w
，H （カ o，＋ ・。 ）＝w

、H （ブ；o）一　WSii（∫；＋ 。。｝

＝v（｛ct。（f），…，c  げ）D一γ（｛stn （f），…，st
。
（∫）｝）（・）

こ こ で V は列の 符号変化 の 数をあ らわ す．式 （＊）に 従 っ

て 具体的 に IV
∫．
（f　l　O，＋ 。。 ）を数 え る．　 cto （プ）＝sto （f）か

つ
隲 〔f）＝st．1

（ブ）な の で 2（n ＋ 1）− 2＝2n 個 の 符号評価

が 必要で ある ；｛一，0，＋P・．

、fの Stum −Habichtダ「1が得 られれ ば，　SDC と等価 な 条

件 は 以 下 の 手川頁で構成 で きる ．Wsn　Cf；0、＋ 。。〉＝0 で あ

る よ うな

｛ctn （f）ヂ ・・，Cte 〔f），　stn（f）， …，・t
。（∫｝D

に 対応 した 符号 の 列 1店｝（ただ し，Pj∈ ｛〉 ，く 、；．≠ ｝）を

求め れ ば，SDC に等価 な限 定記号 の 無 い 式

ul （・t．（f）ρ。
o ）〈 ・・〈 〔・’

。ω ρ，0）｝

が 得 られ る jli．こ こ で ，∪ は，　 VV，SH（if　i　O、＋ ・ 。）＝0 を 満

た すすべ て の 符 号列 ｛ρ
、
｝に つ い て と る．

　得 られ る式 は，パ ラ メータの 実行可能領域 を正確 に

与 え て お り複数の 什様を同 時 に満 たす必要の ある と き

に は，そ れ ぞ れ に E記方法を適用 し，得 られた 可能領

域 をパ ラ メータ空 間 上 で 重 ね 合わ せ を行えば よ い ．

限定記号 の無い 式の簡略化　Sturm−Habicht 列 に よ る

SDC に 対
．
す る QE ア ル ゴ リズ ム を適用 した場合，得 ら

れ る 結果 の 式 を構 成 して い る原 了式 の 多くは 余分なも

の （false）で ある．こ れ に よ り，結果 の 理解 しや す さが

大 き く損 な わ れ，ま た さ ら に 結果 を用 い た新 た な計算

を す る 際 の 効率 を 妨 げ る 大 き な要 囚 と な っ て い る ．結

果 の 理 解 しや す さ とい う点 で は，可 能 領 域 をパ ラ メ
ー

タ 空間 Hで 可視化 す る こ とで 対応 で きるが ，式 が 大き

くな っ て くる と可 視化 に も非常 に 時 間 が か か る．従 っ

て 得 ら れ た結果〔論理 式〉の 効果的 な簡略化の 手法が 望

まれ る ．論理 式 の オートマ テ ィ ッ ク な簡 略 化手法
14
’
は

QE の ソ フ トで あ る REDLoG 　
3，　 syNRAc 　

4 な どに 装 備

され て い る の で ，そ れ を適用す る，

5． 計算機実験に よる SDC 判定の 計算時間

　Sturm−Habicht列 に 基づ くQE ア ル ゴ リ ス ム に お い て

Sturm−Habicht 列の 計算 が すべ て の 計算時間の 中で 最 も

支配 的で あ る．こ こ で は
， 数式処理 シ ス テ ム Risat／Asir」

を用 い て い くつ かの 実際の 例 に 対 しStur皿 一Habicht列 の

計 算 を行 っ た 結果 を示す．使用 した 計算機 は Pentium

III　lGHz 　CPU の PC で あ る，

一般多項式　汎用 QE の ソ フ トウ ェ ア で あ る QEPCAD
を 用 い て

一
般 多項 式 F ＝Σ1．oCix ’

に つ い て SDC ： ∀x
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lE

〔x ＞ 0→F ＞ O）を解 くと，n ≡3 まで 即 座 に 解 が 得 られ　　　　 tl

る が，n ≧ 4 に つ い て は，計算終了前 に メ モ リ不足 に

よ っ て 計算 で きない ．一
方 ，特別 な ク ラ ス の QE を 用

い る と図 3 に示す よ うに n ＝8 まで 容易 に 計算 で き る．

1時間以内で 計算 が 終了 した もの に つ い て の 計算時間

を図 3 に 示 す（計算時 間 は 対数 を と っ た値 で ある ）．例

え ば，n 』8の と きの 計算時間は
，

1365sec で あ っ た．

　
一

般多項式につ い て は
・
度 Stumm−Habicht歹［亅の 計算結

果が 得 られ れ ば，そ の 結果 は表 と して 保持 し，以降実

際 に 与え られ た多項式の Sturm−Habicht 列 の 計算 は
， そ

の 係数 を c、に代 入す れ ば よ くこ れ に よ り計算時間 は格　　　　　fi

段 に 改 善 され る，こ の 方 法 は ，パ ラ メ
ー

タ を多 く含む

場
．
合 に特 に有効 で あ る，

PID一制御系　図 1の 構造 を もつ 補償 器 が C （s・）＝ k ＋ tn ！s

3REDLOG は，ドイ ツ の パ ッ サ ウ 大で 開 発 中の QE ソ フ トで

　数式処琿 シス テ ム REDUCE の パ ッ ケ
ージで あ る

B ；，
4 富士 通 研 究 所で 開発 中の 数値 1数式ハ イ ブ リッ ド計 算 に 基

　 づ く最適 化パ ッ ケ
ー

ジ
e・1）．

51 〜isa／A ．yir は，（株｝富十 通研究所 1神戸大 学で 開発 中の 数式

　 処理 シ ス テ ム ．
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で あ る PI 制御 系 と補償 器 が C （s ）＝ k ＋ mfs ＋ （d ・s ）1（1

＋ O．ls）で ある PID 制御系対す る 感度解析 に つ い て 考 え

る．具体的 に は ，相補感度関数に対
．
す る 周波数限定 ノ

ル ム 制約 ll　T （s ）ll　12“．．．．」
く 一1｛〕を解 くこ と を考 え る ．こ

の 制約 は SDC に帰着で きる，図 4 は，プ ラ ン トの 次数

を変 え て い っ た ときの ，そ れ ぞ れ の f、（z）の Sturm −

Habicht 列 の 計算 時 間 を示 して い る．1時間以 内で 計算

が 終了 した もの に つ い て の 計算時間 を 図 3 に 示 して い

る 〔計算時間 は対数をとっ た値である）．PI制御器 の 場

合，il＝15ま で計 算 で きそ の と きの 計算時間が 795．4sec

で あ っ た，また ，PID 制御器の 場合，　 n ＝10 まで 計算

で き計算時間 が 1232．Osecで あ っ た，こ こ で プ ラ ン ト

は，分 了
・
は 1に 固 定 し，分母多項式 は ラ ン ダ ム に 生 成

して い る，

　また，実際の 例 と して Doyte161，に よ る 以 下 の 例 を挙

げ る ：プ ラ ン トの 伝 達 閧数 は

・ （s）一％
’

・塵
、
・
＋i？2tiXl

’
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図 3　一般多項 式 の Sturm−Habicht列 の 計 算
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Pl及びPID 制御 系の 感度解析 に お け る Sturm−Habicht
列の 計 算時 間

で あ る．こ こ で ，ζ＝0．02，ω
1
＝02 ，ω

2
＝0．5，tU

、
　＝2，

ω
4
＝10 で あ る．こ の P （s）に対 し上 記 と 同様の PI制御

系 で 同 じ制約 11　T｛s ）ll［20．，．。1 ＜ 一10に つ い て の 計算結果

は
， ．f

，
（z）は 直ち に 得 られ ，　Sturm−Habicht列 の 言1

．
算 につ

い て は，267．7seeで得られ た．

　以上，1時間程度 の 計算時間内 で ，パ ラ メ
ー

タ が 2 つ

の 場合（PI 制御系）で は 15次 ．パ ラ メ
ータ が 3 つ の 場合

（PID 制御系）で は 10次，パ ラ メ
ータが 4個 以 上 の 場合，

一
般多項式 の 結果 を用 い て ，7 次の プ ラ ン トに 対 し実

際 に 計算で きる こ とが 計算機実験 の 結果か らわか る．

こ れ よ り，S【urm −Hubitch列 に よ る QE に 基 づ く設計法

は 固定構造の 補償器（特 に 比 較的低次）の 場合 に 有効で

あ る と言 える．

可能な符号の列の判定　効率 よ く有効な符号 の 列 ｛Pj｝

を求 め る に は，すべ て 組 み 合わ せ に つ い て 符号 の 変化

の 数を数えて 判定す る 前 に ，不必要な符 号の 列を効 果

的 に削 除 す る必 要が あ る．その 判定条件 と して 以 ドが

あ る 2S！i
：

。 Srturtn−Habicht列 の 代数的な性質から起 こ り得ない

　　符号（例 ；  が 2 つ 続 くこ と は ない ）の 列がわ か っ て

　 　い る，

・実際 の 設計 とい う観点からす る と，実行 tiJ
’
能領域

　　の 境界 上 の 解 は使 わ ない の で ，ρ声 ｛〈，〉｝と して も

　 　 よい ．

例 え ば，4次 の
一

般多項式 F4 の 場合，全部で の 符号列

は 3貼 6561個あ る が，上記判定基準 で 不 必要な もの を

取 り除 く と 561個 とな りさ ら に，こ の 例 の 場 合 に固 有

の 性質 か ら取 り除 くと 477個 の 可 能 な 符 号列 を得 る．

実際 の 制御 の 問題等 の 場合 には ，こ の 数 は さ らに 小 さ

くな る傾 向に あ る ．実際，ハ ードデ ィ ス ク の 設計へ 応

用 した例
／；
で は 4次 の 多項式の SDC が 最終的に は 1つ

の 符号列 の み が 実行 u／能 で あ っ た ．
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6． QE に よる ロ バ ス ト制御 系設計 ッ ール

　　 ボ ッ ク ス

　我 々 は ，§3 で 述 べ た SDC と QE に よる ロ バ ス ト制

御系設計手法をパ ラ メ ータ空 閥 ア プ ロ ーチ に よ る ロ バ

ス ト制御 系設 計 用 ツ
ール ボ ッ ク ス と して MATLAB 　 E

に実装 した ！s・／．こ の MATLAB ツ
ー

ル ボ ッ クス で は，す

べ て の 設計
・
解析 を GUI に よ っ て 実行 で き，周波数領

域 の 特性の 数値 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 機能 も備 え て い る （図

3 を参照）．

　周波数領域 の 特性 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 数値計算は

すべ て MATLAB に よ っ て 行 い ，パ ラ メ
ータ を含 む モ

デ ル を扱 っ た り設計仕様 を SDC に 帰着 させ る 部分 は

MATLAB の
“
ExIended 　Symbolic　Math　ToQtbox

”
を用

い て い る ．sDc を sturm−Hab重cht 列 を 用い た QE ア ル ゴ

リズ ム を用 い て 解 く部分 は，maple 上 で 開発 して い る

QE パ ッ ケ
ージ で ある syNRAc アi を用 い る ．　 Extended

Symb 。 lic　Math 　T・ ・ 且box は実体 は maple で あ りmaple 上

に実装 された ツ
ー

ル や コ マ ン ドは容易 に MATLAB か

ら利用可 能 で ある ，

　設 計対象 で あ る シ ．ス テ ム は
， 図 1 の よ うな フ ィ

ー

バ ッ ク シ ス テ ム で プ ラ ン トと コ ン トロ
ー

ラ は 人力用の

GUI （図 4，図 3の 右上 ）か ら有理 多項式 と して 入力で き

る．コ ン トロ ー
ラ と して は

， 固定構造 を もつ もの （有理

多項式）で あ れ ば何 で もよ い ．図 4 で は，P （s）＝
∫
≡p

K （s）＝ k ＋   と な っ て い る ．

　現在 は ，こ の ツ
ー

ル ボ ッ ク ス は ，SDC に 帰着 で きる

周波数領域 における設計仕様 の うち〔周波数限定）H −eノ

ル ム 制約 ，特 に，混 合感度 問 題 に つ い て の 機能 が 実装

され て い る が ，他 の 仕様 に つ い て も同様 の 考え方で 扱

P（s ）＝

　 　 　 　 1f（s −1）

　 　 　 　 K（s ）；

一 一

図 6 　プ ラ ン ト，コ ン トロ
ー

ラ 設定用 GUI

うこ とが で きる，ま た，Hurwitz 安定性 を満 た す パ ラ

メ
ー

タ の 領域 も LiEnerd−Chipart　criterion に基づ い て 直

ぐに求め られ コ ン トロ ーラ の パ ラ メーダ空 間 に重 ね 合

わ せ て表示 さ れ る．

　設 計仕様 11S（s）II．u．　m ，／〈 γ、，11　T（s）11．ω t、一．．1
く γ，

は，図 5

（図 3 の 右中）の ダ イ ア ロ グ ボ ッ ク ス よ り数 値 を 直接 入

力する か，図 6（図 3の 真中上）の Bode 線図 ヒの 点線を

マ ウ ス で ドラ ッ グ して 動 か す こ とで 入 力 で きる．仕様

の 入 力後，図 3 中 右 上 の 「Update」 を押す と変数の 役

割 設 定 用 の ダ イア ロ グ （図 9）が 現 れ る．こ こ で s が 主

変数で k・− m 空間 で 実行可能領域 を示す よ うに 指定す

る．そ して ，「App ［y」 を押す と新 た に k− m の 実行可

能領 域 が パ ラ メ
ータ空 間 に 描画 さ れ る（図 10）．

　 こ の と き k，m の 値 を，パ ラ メ
ー

タ 空 間 Eで マ ウ ス の

ク リ ッ ク に よ り指定す る と そ の と き の Bode 線 図，

Nyquist　plot，極配置図が 新 た に 表示 さ れ る．こ の 機能

に よ り，混合感度 の 仕様 を満 た すパ ラ メ
ー

タ の 可能領

域 上 で マ ウ ス を 動か す こ とで ，他 の 性能の 変化 を 観察

す る こ と も pJ
．
能 と なり，よ りロ バ ス トなあ る い は最適

なパ ラ メ
ー

タ の 選択が 容易 に 行 え る
e，

10

0

0
　
　
　
　

0

1
　

　
　

　

　

2

一
　
　

　

　一

冨
−】
謹

禺

一30

一40

Bode 　 gein 　 plots ；S（畑 ）！T （jw）

　100w

［radfsec ］

図 8　ボー
デ 線図

図 9　変 数 の 役 割 設定

図 7　SCs）と T（s＞の ノ ル ム 制約 仕様 の 設 定 GUI

6 パ ラ メ
ー

タが 3 つ 以 ヒあ る コ ン トロ
ー

ラの 場 合に も全 く同

　様の QE に基づ く設計手 法が適 用で きる ，しか し，パ ラ メ ー

　 タの 口J
．
能領域 の 表示 に つ い て は 今後の 課 題で ある．
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例題 5・ プ ラ ン ト ： P 〔・）・

、
・

＋ 。．ls− 6ラ，… ン ト

ロ ーラ ：K （s ）＝k ＋
毋

　 　 　 　 　 　 　 　 s

　設計仕様 ：115（S）II
匚｛］、　f，）

，］
く γ，・11　

’
r（s）IL

［，，i、司
く y，

　　　　　 ω 、＝ 0．  5 ［radlsec 」，γs

＝ −30 ［dB］，

　　　　　 ω
r

＝10 ［radlsec ］，γ，＝
−IO ［dB ］．

こ の 場合 の 結果 は，図 11で ，X ε oη 32 （IHz　CPU で 直

ち に 結果 を得 られ た．

例題 6． プ ラ ン ト ：a 　2nd−o   邵 ∫獅 齠 wlz 海翻 副 8切

　　　　　　　　 ω
2
κε

一Ls

　　　
P ω ；

、
・

＋ 薫 、 ＋ ω 3

　　　　　　　　　κ ω孑　 1−il　Ls
　　　　　　　s2 ＋ 2・c・D

・，
・s ＋ 婿 1 ・ i　Ls

こ こ で K ＝1，ζ＝0．1，ω 。＝30 ［kHz ］，
L ＝0．02 ［msec ］．

　〃 コ ン トロ ー
ラ ：K （s ）＝k ＋ 望

　設計仕様 ：11s（s）ll［。 ，、」 く γ，，　ll　7
〒
（s ）ll匚di ，

　x、＜ γ，

　　　　　 ω ，＝O．O．S　［radlsec ］， γ、＝
−20 ［dB ］，

　　　　　 ω ，＝loo　Lrad！sec」，　γ，＝
−10　［dB］　，

こ の 場合の 結果 は，図12 で ，　Xeon 　3．2 （｝Hz 　CPU で 30sec

以 下 で 結果 を 得 ら れ た，

25

20

15m10

5

Admigslble 　 region

0

　 0　　　5　　 10　　15　　20　　25
　 　 　 　 　 　 　 k

図 10 パ ラ メ
ー

タ空 間 と可 能 領 域

7．　 ま とめ

　木稿 で は，QE に基 づ くパ ラ メ
ータ空 間法 に よ る ロ

バ ス ト制 御系 設 計，特 に
， 低次 元 の 固定構造 を持つ コ

ン トロ ー
ラ を用 い た複数仕様 を 同時 に 満足す る よ うな

設計問題 に対す る新 しい 効率的方法 を提案 し，実際 に

MATLAB ヒに ロ バ ス ト制御系設計 ツ
ー

ル と し て 実装 を

行 っ た，

　QE に 基 づ くパ ラ メ
ータ空間法 は，こ の 種 の 問題 に

つ い て 非常 に 有効で あ る が 単純 に QE を用 い て は，実

用的時問で 解ける 問題 の 規模 は 非常 に 小さい ．そ こ で
，

ロ バ ス ト制御理 論 に お い て しば しば用 い られ る 重妛な

多 くの 設計仕様 が，ある 特別な ク ラ ス の
一
階述語論 理

式 に帰着 で きる こ とに着 目して ， その 特別な ク ラ ス の

入 力式 に 対 して ，よ り効率的な特化 した QE の ア ル ゴ

リ ズ ム を 適用す る こ とで
， 実用的 な 時間で 実用的な規

模 の 設計問題 を解 くこ とを実現 した．その よ うな良い

ク ラ ス の 例 と して，SDC に着 目 し こ れ ら の 式が 周波数

領域 に お け る 非常 に 広範な範開 の 設計 問 題 をカ バ ーす

る こ と を指摘 し，実際 の 制御 問 題 に つ い て 適用 実験 を

行い ，低次元 の 固定構造を持 つ コ ン トロ
ー

ラ設計 に お

い て は 実用 的 な 問題 を実用 的な時間で 解 くこ とが で き

る こ とが わ か っ た．

　広範 な制御 の 問題 が 簡単 な副算 に よ っ て 帰着 され ，

か つ ，効率的 な QE ア ル ゴ リ ズ ム が 存在 す る SDC の よ

うな式を利用す る設計の 枠組み は，QE を用い た設計

法の さ ら な る拡張 に 向 け て，有望 な 方向性 を与・えて い

る．また，こ の 枠組 み に お い て扱うこ と の で き る設計

問 題 は他 に も多く存在す る と期待で きる．
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