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＠ 【論 25−8】

高精度内積計算ア ル ゴ リズ ム を用 い た連立 一 次方程式の

精度保証付 き数値計算法 †

大 石 進
一 ＊ ・＊ ＊ ・荻 田 武 史 ＊ ＊・＊ ・太 田 貴 久

＊

　ABSTRACT 　 IEEE 　standard 　754 　is　widely 　used 　as　a　standard 　of 　floating−point　arithmetic ．　Most 　of 　CPUs 　in

tQday’s　computers 　s叩 port　IEEE 　standard 　754 ．　Using　double　precision　arithmetic 　fol】owing 　IEEE 　standard 　754，　the

authors 　have　proposed 　fast　methods 　of 　verifying 　the　accuracy 　of　a　numerical 　solu ［ion　of 　a　linear　system ．　In　this　paper，

an 　accurate 　and 　fast　verification 　method 　for　a　linear　system 　is　developed　using 　residual 　iteration　method ，　The 　residual

iteration　requires 　the　avaiLability 　of 　high　precision　computation ．　Up　to　now ，　extended 　precision ，　i．e．　multiple 　precision

and 　quadruple　precision　are 　used 　for　the　accurate 　computation 　of 　the　residua
’
t．　However ，　such 　higher　precision　arith −

metic 　systems 　are 　not 　necessarily 　available 　on 　all　cornputers ．　Therefore，　the　residual 　iteration　using 　such 　sy呂tems 　does

not 　have　the　portability」 n　this　paper，
　an 　accurate ，　fast　and 　portable　method 　for　a　linear　system 　using　the　fact　that　an

a 且gorithm 　of 　accurate 　dot　product　can 　portably　be　irnplemented　and 　applied 　to　the　residual 　iteration．　Finally，　numerical

results 　are 　presented　showing 　the　effectiveness 　of 【he　proposed　verification 　method 、

1．　 は じめに

本論文 で は ，連立 一
次方程式

Ax ＝b （1）

の 数値解の 精度保証付 き数値計算法 に つ い て 考 え る ．

た だ し，」1 × n 行列 A は 実行列 で ，b は実 n 次元 ベ ク ト

ル とす る．こ こ に，行列 A が実 とは，その 要素 が 全 て

実 数 で あ る こ と をい う，以 卜
．
，本論文 で は ，記号 と し

て，R で実数の 集合，冊 で 実 n 次 元 ベ ク トル 空間を表

す．また，ベ ク トル x ∈ 冊 の 最大値 ノ ル ム を

　　　Il・ II・・−

1黶 溷 　 　 　 　 　 （2）

で，行列 A ∈ R ”Xn の （最大値 ノ ル ム に よ る）作用素 ノ

ル ム を
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で 表す ．xi は x の 第 i成 分 で ，　Ai
」
は AmpeeCi ，j）成分 と

す る，

　式（1）の 形の 連立
一・
次方程式は科学技術計算の 各分野

に 現 れ る こ とが 知 ら れ て い る，特 に，科 学 技 術 計 算 の

分野 で の 応用 に 際 し て は，問題 の 規模 で あ る次元 n の

大 きい 問題 が 現 れ る こ とが多い ，そ の ように 次元数が

大 きい 場合，式（1｝の 数値解 は計算機 ハ ードウ ェ ア に実

装 され た浮動小数点演算 に よ り，計算 され る こ とが普

通で あ る
1．本論 文で も，行列 A と ベ ク トル b の 各要

素 は浮動小数点数 と し
， 解の 計算 に は浮動小数点演 算

を用 い る とい う立場を取 る．浮動小数点演算 は計算機

が 発 明 さ れ て 以来，長 い 間標準化 さ れ な か っ た が ，

1975年 か ら 10年間 の デ フ ァ ク トス タ ン ダードの 期 間

を経 て，1985年 に IEEE754の 2進浮動小数点数規格 が

制 定 され ，今 日で は そ の 規格 に従 っ た CPU が ほ と ん ど

と な っ て い る．IEEE754 規格の 中で は
，
32 ビ ッ トの 単

精度浮動小数点数 と64ビ ッ トの 倍精度浮動小数点数お

よ び そ れ らの 演算 が 標準 化 さ れ て い る ．以 下 ，本論文

1 問題 の 次元 数が 小 さ く，か つ ，A と b の 要素 が有理 数 で あ

　る場 合 に は，有理 数演算 に よ り式 （1）の 正 確な 解 を求め る こ

　 とがで きる．こ の 場合 には精 度保証 は必 要な くなる．しか

　し，実 際 的 な計 算時 間 とメ モ リ量 の 範開 内 で扱 い うる問題

　の 次 元 は かな り低 く制 限 され る．実 際，通 常の PC の 場合 に

　は取 り扱 え る 次元の 最 大 が 数百 次 元 程 度 と思 わ れ る，有理

　数演 算で は，こ の 程度 で も，式 （1｝を解 くの に
一

口かか る．

　また，そ の 計算時 間は浮動 小数点 数計 算 に比 べ て n の 指数

　関数的 オ
ー

ダで 増 大 す る．
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で は IEEE754 規格に従 う倍精度浮動小数点数で の 数値

計算の み を考える こ とに す る が，単精度浮動小数点数

を用 い る場合 も同様 の 議論が 成立す る．

　 こ の IEEE754 倍精度浮動 小 数，点数規格は 数学的 に 美

しい 性質を 備えた もの で，精度保証付き数値計算に 必

要な方向丸め の 概念 も実装 さ れて い る．こ れ を利用 し

て，Oishiと 劭 即
61は，　 IEEE754 規格 で の 内積計算の

精度保証が 2 回 の 丸め モ
ードの 変更 で で きる こ とを指

摘し，そ れ を基礎に 丸 め モ
ード制御方式精度保 証伺き

数値計算法 を 開発 した ．こ れ に よ り，肥 EE754 規格 の

倍精度浮動小数点演算 の もと で，式（1）の 数値解 を高速

に 精度保証 で きる こ と も示 さ れ て い る ．

　従来 ， 数値解の 精度保証 の た め の 計算時間は，そ の

数値解 を求め る た め の 計算時間に対 して 数百倍か ら数

千倍程度か か る の が 常識的で あっ た、こ こ で の 高速 と

い うの は
， 精度保証 に かかる 計算時間 猛 が ， 数値解

を求め る た めの 計算時間漏
に 比べ て 数倍程度で ある こ

と をい うこ とに す る ．実際，文献 6）で は，A が 密行列

で ガ ウ ス の 消去法などの 直接解法が倍精度演算 の 範囲

で 適用 で きる よ うな問題の ク ラ ス に 対 して は，式 （1）に

お い て t．e， カ 
、。且

の 5 倍程度 （計算量 は 8 倍）と なる 方法

が 示 され た，特 に，問題 の次元数 π が 5 00程度以下 で

係数行列が密行列かつ 条件数がそれほ ど 大きくない 場

合，磁 と
磁 が ほ ぼ 同 じ くら い に なる 方法も示 され て お

り6 ／

，さ ら に文献 9）で は，密行列の 中で よ り大規模な

問題や 条件数の ある程度大 きい ク ラ ス の 問題 に対 して

も，tverが t
、。1

の 3倍程度 （計算量 は 4 倍）で 済む方法 が

示 さ れ て い る．

　本論文で は，IEEE754 規格 を満たす倍精度浮動小数

点 演算の み を用 い て 高速 か つ 高精度 に内積計算を行 う

ア ル ゴ リ ズ ム を示 し，A が 密行列で ガ ウス の消去法な

どの 直接解法が 倍精度演算 の 範囲で 適用 で きる よ うな

問 題 の ク ラ ス に対 して は，そ の 高 精 度 内 積 計算法を利

用 して，式（1）の 数値解の 残差反復計算が 高速 に実行で

きる こ と を 述 べ る と と もに，そ の 数値解の 高速 で高精

度 な 精 度保 証 法 を提 案 す る，本 論 文 の 議 論 の ポ イ ン ト

は，この ような高精度な精度保証法が，丸め モ ード制

御方式精度保証付 き数値計算法の 高速性 を損 な うこ と

な く実装 で きる こ と を示す こ とで ある．

2．　 浮動小数点演算と高精度内積計算

　本論文 で 必要 と な る IEEE754 規格 を満 た す 倍精 度 浮

動小数点数 に成 り立 つ 重要 な 性質を概観す る，

　2．1　1EEE754 の倍精度浮動小数点数規格

　まず
，
IEEE754 の 倍 精 度 浮 動小 数 点 数 規 格 に つ い て

概観 し よ う．IEEE754 規格 で の 倍精度浮動小数点数 は

64ビ ッ トで表 される 浮動小数点数 で あ り，
つ ぎの よ う

な形を して い る ．

プニ（
− 1）

〜

× 2e × k 〔4）

こ こ に，s は符号ビ ッ ト（正ならば O，負な ら ば 1），　 e

は 下 駄履 き表現 さ れ た指数部（11 ビ ッ ト），k は 仮数部

（53 ビ ッ ト）で あ る． e お よ び k は そ れ ぞ れ ， 2進数整

数，2 進数小数で あ る，仮数部は，正規化 で きる 範囲

で は k ≡L 継 2
…ks

，
の よ うに 先頭 の 1 ビ ッ トを暗黙 に

仮定 して い る の で，実際 に は 52 ビ ッ トを保持す る だけ

で 53 ビ ッ トを表現 して い る．f の 値が 大 きす ぎて 正規

化 で きな い 場合 を オ ーバ フ ロ ー，小 さす ぎて IE規化で

きない 場合 を ア ン ダ フ ロ ーと呼ぶ が ，これ らの詳細に

つ い て は 文W，　1）を参照 さ れ た い ．

　F で IEEE754 規格 の 倍精度浮動小数点数 の 集合 を表

す こ とに す る，IEEE754 規格で は 倍精度浮動小数点演

算 は 丸め モ
ードを指定す る こ と に よ り定義さ れ て い る，

丸 め モ
ー

ドは IEEE754 で は 4種類あ る が，こ こ で は，本

論文 に 関係す る 3 つ の 丸 め モ
ードの 定義を紹介す る．

（1）一。 。 方向へ の 丸 め （下 へ の 丸め） c ∈ R をf≦ c を

　 満たす最 も大 きな浮動小数点数 f∈ F へ 丸め る．下

　 へ の 丸 め を▽ ：R → F で 表す，

（2）＋ ・。方向へ の 丸 め （上 へ の 丸め ） c ∈ R を f≧ c を

　 満 た す最 も小 さな浮動小数点数 f∈ F へ 丸 め る，こ

　　れを△ ：R → F と表す．

〔3）最近点へ の 丸 め 　 c ∈ R を 1f− c1 が 最小 と な る 浮

　 動小数点数 f∈ F へ 丸 め る ．こ れ を □ ：R → F と

　　表す．

　IEEE754 規格 で の 倍精度浮動小数点演算 は，四 則演

算子 ・∈ ｛＋，一，× ，！｝と丸め演算子 ○ ∈ ！△
，
▽

，□ ｝

に 対 して

xOy ＝ 0 〔x ッ ｝，〔∀x，y ∈ F） （5）

が 満た さ れ る よ うに定義 され る，こ こ で ，式 （5）の 左辺

の は   は 浮 動 小 数点演算 を 表 し，x ・y は 通常 の 実数

演算 を表すもの とす る．

　 こ の 定義から任意の x ，y ∈ F と ・
∈ ｛＋ ，一，× ，1｝に

対 して

▽ 〔x ・y｝≦ x ・y ≦ ▽ 〔x ・y）

が 成 り立 つ ．し たが っ て ，特 に，Xi，yiEF ，（i＝1，2，…，

n ）の とき

　　・。 〔急祠 ・ レ ・ yi・ fl。 〔、；，

　Xi ・ y，）
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N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

172

が 成 り立 つ こ とが わ か る。こ こ で ，fl
△

は＋ 。。方向の 丸

め モ ードで ，且
▽

は 一。。方向の 丸 め モ ードで そ れ ぞ れ 浮

動小数点演算 を行 うこ とを表す．こ れ は 内積 の 上 限 と

下限が 厳密 に 計算で きる こ と を示 して い る ．また，式

（4）か ら
，倍精度浮動小数点数 の 絶対値 が 正 し く計算 で

き る こ とや （5 ＝0 とす れ ば よ い ），2 つ の 倍精度浮動小

数点数 の 大小 が 正 し く判定 で きる こ と が わ か る ．し た

が っ て
，

り ∈ Fn が

ヱ i
≦ Vi ≦ Vi

を満 た して い る と き

ll・1L≦ ir｝
・is．〔max ｛1⊥ ・1・IV，1｝）

に よ っ て ，v の 最大値 ノ ル ム の 上 限 が 計算で きる こ とが

わ か る ・同様 に詔 ・   ・ F・”
X ”　

−c’

9i ，ノ≦ α
ピ，ノ≦ 「「i，ノ

となる とき

　　　ll・llne＝
嵐 ［fl。 〔、亀… 仏 、 1椡 ｝）」

に よ っ て A の最大値ノ ル ム の 上 界 が計算で きる こ とが

わ か る．

　以 上 の 事柄 を基 礎 に，文献 6）で は式 〔1）の 高速精度

保証 の 理論が 展開 さ れ て お り，そ れ は本論文 で の 議論

の 基 礎 と も な っ て い る，本論文 で の 新 しい 提案 の 基礎

は つ ぎの 小節 で 紹介 され る．

　 2．2 高精度内積計算ア ル ゴ リズ ム

　1950年代 の Runge−Kutta法 に 対す る Ciilの 丸 め 誤差

対策の 技法 に 関す る議論 か ら出発 して ，浮動小 数点数

の 加算 の 誤差に 対す る深い 議論が され る よ うに なっ た．

そ の 大 きな 成果 の
一

つ が 次の 1969年 の Knuth の 定 理 で

ある．こ こ で ，定理中の ア ル ゴ リズ ム は可読性 の 点か

らMATLAB の プ ロ グラ ム に似 た 形式 で 表現 して お り，

  及 び θ は，そ れ ぞ れ倍精度浮動小数点演算 に よ る

加算 と減算 を意味す る，また ， 特 に 断 りの ない 限り最

近点 へ の 丸め モ
ードで 演算 は 実行 され る．

定理 1 （Knuth4 ）） a ，　b ∈ F とす る ．　 x ∈ F と y ∈ F をつ

ぎの ア ル ゴ リズ ム TwoSum に よ っ て 計算す る と a ＋ b
＝x ＋ 〉

・
が成立す る ．

　function［x，），］≡ 丁竇oSum （a．b＞

　 x ＝a   b ；

　hv ＝ xea ； a
．

＝ x θ bv ；b
，

＝ beb
．

； are ＝ aeav ；

　 v ＝aeb
・

　 ’　　　 R　　　　R ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （定理 終）

定理 1は和 a ＋ h を a   b で 近似する と，そ の 誤差 a ＋

b − （a   b）が 再 び F の 要素 と なり，γ ∈ F と して 厳密

に 計算 され る とい う驚 くべ き事実 を示 して い る ，また
，

ア ル ゴ リズ ム TwoSum は 単な る加減算 の 組 み 合 わせ で

書か れ て お り，条件分岐 を含 まない の で ，浮動小数点

演算 の ス テ ッ プ数 は 6 ス テ ッ プで あ っ て も，実際の 数

値計算 に おい て は，コ ン パ イラの 最適化 の ため tx
＝a

  b を計算す る 時間 に 対 して 6倍 もか か ら ず，高速 に

計算され る 点 に注意す る．

　 1971年，Dekkerは こ れと同様な定理が浮動小数点数

の 乗算 に つ い て も成 立 す る こ と を示 した．まず，準 備

と して，次の 定理 を示す．

定理 2 （Dekkeri）’） a ∈ F とす る．つ ぎの ア ル ゴ リズ ム

Splitに よ っ て，仮 数 部 の 先 頭 ビ ッ トか ら の 有効桁数

（暗黙 の 1 ビ ッ トを含 む）が そ れ ぞ れ 26 ビ ッ ト以 内（27

ビ ッ トめ 以降 はす べ て ゼ ロ ）で あ る aH と aL を計算す

る と，a ＝ aH ＋ aL で la．1≧la，1とな り，non ．overlapping2

な和とな る．

　　　 functi〔｝n 「aH ，al．亅＝Sp且it（a ）

　　　 c ＝ （227＋ 1）ea ；d ＝ cea ；

　　　 aH ニced ；

　 　 　 a ＝ aea
・

　 　 　 　 　 　 　 H ，
　 　 　 　 ム

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （定理終）

こ の 定理 を基 に ，Dekkerは 次の 定理 が 成 り立 つ こ と を

示 した．定理 中の ア ル ゴ リズ ム は，Veitkamp に よ る も

の で あ る ．

定理 3 （Dekkeri1
’
） a，　b ∈ F とす る．　 x ∈ F と y ∈ F を

つ ぎの ア ル ゴ リズ ム TwoProduct で 計算す る と，計算 の

途中で ア ン ダ フ ロ ー
が 起 きなけれ ば

， a × b ＝x ＋ y が

成 り立つ ，

　　　 fu皿ction ［x，　y］＝TwoProduct （a，b＞

　　　 x ＝a   b ；

　　　 【aH ，ai．］＝Split（a ）； ［bB，b
，
］＝Split（b）；

　　　 C1 ＝xea
．
eb

．
； C．．　＝ 　Cl　e 　aJ．　e 　bH ；

　　　 c
〕

＝c2 θ aH   bL；

　　　 y ； aL   bLθ c
ヨ
；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（定理終）

　ア ン ダ フ ロ ーが 起 きた場合，著者ら は次 の 結果 を得

て い る．

定理 4 （Ogita−Rump −Oishi”〕） 定理 3 に お い て ア ン ダ フ

ロ ーが 計算途 中で 起 きた とす る と次 の 評価 が 成立 す

る ：

2 κ，y ∈ F が
”
non −overlapping

”
で あ る とは，　 x ＝r × 2sかつ

　lylく 2s あ る い は y 蕭r × 2・か つ lxl〈 2 〜の 様 な整 数 r と ， が

　 存在 する 事をい う （r ＝0 の ときは，適当な s
’
に対 して non −

　 overlupping とな る），
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　　　 lx＋ y
一

α × bl≦ 4η　　　　　　　　　　　　　（6）

た だ し，η は ア ン ダフ ロ
ー

ユ ニ ッ ト（IEEE754 倍精度 の

と き， η
＝2

−1074）で あ る ，　　　　　　　　 （定理終〉

しか し，実際 に は ア ン ダ フ ロ
ー

が 起 きる こ とは まれ で

ある こ と と，簡単の ため，本論 文で は ア ン ダ フ ロ
ー

が

起 きた 場合 の 処理 につ い て は議論 しな い こ と にす る，

　以上 の定理 を基 に，ベ ク トル p ＝（p1，ρv
…，p，）

T
∈ F ・

に対 して ，ベ ク トル q ＝ （q、
，q2，…，qn）

「
∈ Fn を計算す

る ア ル ゴ リズ ム SumEFT を導入す る．た だ し，〆
．
は p

の 転置 を意味す る．こ の と き，qn＝fl
口
（Σ1．1　Pi）と な り，

q ，
，　q，

，…，q，r−］ は q、の 計算誤差を表す．た だ し，　fi
凵

は最

近点 へ の 丸 め モ ードで 浮動小数点演算 を行 うこ と を表

す．

ア ル ゴリ ズム 1 （Ogita−Rump −OishiS）） ベ ク トル の 総和

の 無誤差変換法 ：

　　　 function　q ニSumEFT （P）

　 　 　 q1 ＝ Pl ；

　　　 for’＝2 ：n

　　　　　　［9i・qi．＿1］＝　TwoSum （ρ，，9i−1）；

　　　　　　　　　　　　　　　 （ア ル ゴ リ ズム 終）

　定理 1よ り，p ∈ Fn を人力 として ，
　 SumEFT で e ∈

Fn を計算 した とす る と，明 ら か に

　　　 n　　　　　　　　n

　　　 Σ P、＝ ．Σ qf 　 　　　　 　　　 （7）
　 　 　 t＝且　 　 　 　 　 　 1＝1

が成 り立 つ
3，

　 さら に，つ ぎの 内積 の 高精度計算 ア ル ゴ リ ズム Dot2

を導入す る ．

ア ル ゴ リズ ム 2 （Ogita−Rump −OishiS／）

度言卜算
’
法 ：

　　　 function　s ≡Dot2（x，　y）

　　　 レア

L，Sl］
＝TwoProduct（x

［
，y1）；

　 　 　 fbr　i＝2 ；n

内積計算 の 高精

　　　　　　［hi，r，］＝猟 ・P ・・duct（x
、
，）・

i）；

　　　　　　［P，
，q、

】＝ h ・Sum （P ，
−vhi ）；

　　　　　　∫

广 5
、−1   （9i  尸♪；

　　　 s ＝P。  s。；

　　　　　　　　　　　　　　　 （ア ル ゴ リズ ム 終）

こ の Dot2 を用 い る と，ろ y ∈ Fn に 対 して 内積 x
『

y ＝

Z
’
1．1x 、Xy 、を倍精度演算の さ ら に 2倍の 精度，すな わ

ち4倍精度で 計算 した か の ような結果 が得られ る こ と

が示 さ れ て い る 5／’．

　また，つ ぎの内積の無誤差変換ア ル ゴ リ ズ ム DotEFT

を導入 す る ，

ア ル ゴリズム 3　内積計算 の 無誤差変換法 ：

　　　 functionり ＝ DotEFT （x，），）

　　　 ［ρ1．Vl］己TwoProduct （X
、
，y1）；

　　　 for　i＝2 ；n

　　　　　　隣
犀
，y、］＝ TwoProd 皿 ct （x，，yi）；

　　　　　　（P、．Vn＋i．1］＝Tw ・Sum （P、−v　h，）；

　 　 　 v2，t ＝P．；

　　　　　　　　　　　　　　　 （ア ル ゴ リズ ム 終）

こ の DotEFT を用 い る と，　 x，　y ∈ F ’」に対 して

　 　 　 　 　 　 2n

　　　 x
コ
’
）
：＝Σ Vi 　　　　 　　　　 　 （8）

　 　 　 　 　 　 r＝1

とい う内積 か らベ ク トル の 総和 へ の 誤差の 無 い 変換 が

実行 さ れ る．ま た，こ の よ うに して 得 られ た ベ ク トル

v に 対 して SumEFT を繰 り返 し適用す る こ とに よ っ て ，

任意 に 精度 の 良い 内積計算が可能 と なる．

　3．　 高 精度精度保証 法

　2002年，Oishiと Rump 　
6；は 式〔1）の 数値解 に 対す る高

速精度保証法 を提案 した．こ こ で は，こ の 精度保証法

を内積 の 高精度計算 ア ル ゴ リ ズム 1）ot2 及び DotEFT を

用 い て 高速かつ 高精度 に 実装す る方法 を示す．

　 3．1 残差反復法

　本節 で は，連 立一
次方程式 （1）の 数値解 に 対す る 残差

反復法 につ い て 考え る，た だ し ， A ∈ F”Xn
で x，b ∈ Fn

とす る，1 ∈ Fn を式 （1）の 数値解 とす る，　 A ∈ F ・x ，／，tt1 ／，

と £ ∈ Fn＋1 を

　　　
A ・＝（” 1b）・　 Xe一

倒 　 　 …

の よ うに定義す る．た だ し，−1 ∈ F で あ る，こ の と き

AN ＝A 元 一b
e　　ピ

が 成立す る．こ こ で

ア ＝ （Dot2 〔ALi｝，丸），　DoI2 （AS2），　Xe），…，Dot2 〔ASn］，元e））
ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

とす る．た だ し，Al ・
’
は行列A、の 第 ゴ行目 を転置 した

列ベ ク トル とす る，こ れ に よ り，式（10）の F は残差 r

＝ AS − b を内積 の 高精度計算ア ル ゴ リ ズ ム Dot2 に よ っ

て計算 した もの と な る．次 に，倍精度浮動小 数点演算

を用 い て 計算した Az ＝ r の 数値解 を E とす る と

x 　 ＝ se2
now （11）

3 こ の よ うな性質 を持つ ア ル ゴ リ ズ ム は
・distillation　algorithm・　 に よ っ て ・式（1）の 新 しい 数値解   w

が 得 ら れ る・こ れ

　と呼ばれ る，　　　　　　　　　　　　　　　　　　 が 本 論 文 で の 残 差 反 復 法 の 実 装 法 の 提 案 で あ る，
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　 こ の 方法で は
， 多倍長浮動小数点数パ ッ ケ

ージ 等 を

利用 せ ず ， 内積 の 高精度計算 ア ル ゴ リズ ム Dot2 の み を

用 い て い る た め，IEEE754 の 倍精度浮動小数点数規格

に 従 う計算 シ ス テ ム で あ れ ば ポー
タ ブ ル に 実装 で き る

こ とがわか る （付録 に MATLAB で の 実装例を示す）．

　3．2　高速精度保証 法

連立一
次方程式（1）の 高速精度保証 で は ，つ ぎの 定理

が基礎 となる
4．

定理 5 （Banach） A を n × n 実行列，　 b を n 次元実ベ

ク トル と して 連立
一
次方程式

Ax ＝ b

を考え る．適当な nxn 実行列R が存在して

HRA− Jllanく 1

（12）

（13）

を満 た す と き，A は可 逆で，任意の n 次元実 ベ ク トル

X に対 して

　　　11・
’一・iL摺留十：　 ・14・

と な る．た だ し，J は n 次元単位行列 で，　 x
“ ＝A−1b とす

る．　　　　　 　　　　　　 　　　　 （定理終）

　 定埋 5にお い て ，実際の 応用 で は R と して は A の 近

似逆行列 を 取 り，Ax ニb の 近似解 を 元 とす る．こ の 定

理 を基 に，連 立一次方程式の 精度保証法 を実装す る ．

　 A を nxn 行列 と して 連立
一

次方程式 Ax ＝b を解 く

と き，cond （A ）＝11AVl1A−111
をそ の 条件数 と い う．こ こ

で ，b は n 次元ベ ク トル で ある ．　 b が b ＋ △ b に 変化 し

たとき， 解は cond （A）△b の オ
ー

ダ
ー

で 変化す る，した

が っ て ，条件数の 大きな問題で は，右辺 ベ ク トル の 少

しの 変化が 解 の 大 きな変化 を引き起 こ す．IEEE754 の

倍精度浮動小数点演算で計算す る場合，仮数 の 精度は

高 々 2
−53 ＝1．110 …× 10

−1fi
で あ るか ら，条件数が 0

（1016）に 近 くな る と，丸 め 誤 差 の 混 入 す る数値計算 で

の数値解の 精度 は仮数部の精度 で 1桁あ るか ない か と

い うオーダーに な り，計算の 隈界とな る．こ こ で は，0

（1014）程 度 よ り大 きな条 件数 を 持つ 問 題 を悪条件 な 問

題 と呼ん で い る，た だ し，本論文 で扱 う問題 の範囲 は

A の 条件数 が 0 （10i6）よ り小 さい 問題 で あ る，そ れ よ

り も条 件 数 が 大 きい 問 題 に対 す る精 度 保 証 法 に つ い て

は，文献 8）を参照 され た い ，

　 こ の 定理 で は X は任意で あ るが ，我々 の 実装 法に お

い て は，3．1節 で 提案 し た高精度 内積計算 ア ル ゴ リズ ム

4 この 定 理は 占 くか ら知 られて お り，実質的 にBanachの 縮 11丶

　 写 像 の 原 理 が 起 源 で あ る と思 わ れ る の で，Banac／h に負 う も

　 の とする．

Dot2を用 い た 残差反復法 に よ り必要 な 回数だ け反復 し

た 式 （1＞の 近似解 を取 る もの とす る．また
， 式（10）で

は，高精度な残差 r ＝AX − b の 近似値 fiを計算 して い

る が
， 精度保証 の 過程 で は

，
さ ら に lr− Fl≦ q を満 た

す よ うなベ ク トル q を求 め る必要がある．ただし，2

つ の ベ ク トル x，y ∈ R”Cこ対 して x ≦ y は，すべ て の i

に 対 し て Xi ≦ y ，
が 成 り立 つ こ と を 意味す る ．そ こ で

，

DotEFT 及びSumEFT を用 い て 高精度 に残差 の 近似値

とその 誤差限界 を求め る MATLAB の ア ル ゴ リ ズ ム も

実装例 と して 付録に示して お く．

　したが っ て ， IEEE754の 倍精度浮動小数点数規格 に

従 う計算 シ ス テ ム で あれば ，本論文 に おける ア ル ゴ リ

ズ ム は す べ て ポータ ブ ル に実 装 で きる こ とが わ か る，

4． 数値例

　こ こ で は，提案した ア ル ゴ リズ ム の 有効 「生を確認す

る た め に行っ た 数値実験の 中か ら幾つ か を紹介す る．

　4．1 悪条件の問題

　行列の 条件数が 0 （loz4）以 上 と な る問題 の 例 と して，

ヒ ル ベ ル ト行列 を係数行列 とす る 問題 を考 える．nXn

ヒ ル ベ ル ト行列葛 は そ の 第（i，j）成分をhijとする とき

・
跡 1．1 （15）

で 定義され る 行列 で あ る ．こ こ で は，n ＝Il の ヒ ル ベ

ル ト行列 Hl
、
に ， 要素 h

，，

の 分母の 公倍数 s を か けた 行

列 K ＝s
・HIT を係数行列 とす る連立

一
次方程式 を考 え

る ．また，x ≡（1，1，…，1）T が 厳密解 で ある よ うに 右辺

ベ ク トル は b＝f1（K・（1， 1，
…

， L）り とす る．こ の と き，

丸め 誤差 は発生 しない ．すなわ ち，ll 次元 ベ ク トル x

に つ い て の 連立
・
次方程式

κ兀 ＝h （16）

を考える．K の 条件数 は ，　cond ．．（K ）＝11　K ［1．．1　K−i　11．．．＝

L23 …× tOiliで あ る．こ れ を本論文 で 提案 した高精度

か つ 高速 な残差反復法と精度保証プロ グ ラ ム を用 い て

MATLAB 上 で 解 い た例 を以 下 に示 す，

〉＞ K 躍myhilb に1）；　 ZK ロle　ll　 x 　l1　Hilbert 　matrix

＞ ＞ b　＝　K ★ones （11，1｝；　　髦　b； a 　ri ⊆魚し一hand　s⊥de　vectQr

＞ ＞ R ユinv（K）；　　　 髦Ran 鄲 ）  mate 土r   ：se 　of 　K

＞ ＞ xs ；R ★b；　 　 　 9x3 ： an 　 apPrQximate 　 s 。 lution

o 丘 Kk ＝b
＞ ♪　XS （11）

ans 　＝

　 O．99945068359375
＞ 〉　［e，alpha ］　窗 vlin 〔Kb，Rxs，0｝　　　　髫　e ： verified 　er −

ror 　bound　of 　xs

e　＝
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　 O．Oコ．427499840825
alpha ＝

　 O．04138183593750
＞＞　x呂　＝　i仁er 　ref 〔｝もb，Rxs ｝； xs （11）　 klsし i仁∈ua しive　re −

finement 二 〇f　XS

ans 　＝

　 1，00eDOO268220ge
＞＞　e　＝　＞lin （Kb ，　Rワxs ，1，alpha ｝

e　＝
　 3．004930254062938er −006
） ＞　x5 　＝　iしer 　ref （K」b，Rx5 〕； xs （11｝　　暫2nd　iteraヒive　re −

iillemmt 　of 　ms

ans 　＝

　 LOooooooee32014
＞ ＞ e ；vlin （Kb，R，xs，．1，alpha ）

e　＝
　 1．220669425188106e −OO8
＞＞ xs 　＝　iter　 ref （Kb，鼠xs ）； xs （11）　 k3rd 　iterative　re −

finement 　 of 　 XS

an5 　＝
　 1．OOOOOOOOOOOO23
＞ ＞　e 　≡　vlin 〔民b，Rxs ，1，　alpha ）

e ＝
　 2．285908904331256ed ）11

＞＞ ms ＝iter　 vef （Kb，RXS ｝；XS （11） X　4th 　itera仁土ve ・rE −

finenm し O ［ XS

ans 　＝
　 1．00QOOOOOOOOOOO
＞ ＞　e　；　vlin （Kらb，Rxs ，1，alpha ｝

e 　＝
　 5．5764892258202EOe −e14
＞）　）田 　＝　iter　ref （Kb，Rxs ｝；xs （11）　　咢5th　itetrat土ve 　re

−

finem   し of 　 xs

ans 　＝
　 1

＞＞　e 　＝　vlin （K」b，尺xs ，1，alpha ）

e　
≡

　 1ユ6620778 ＜」303186e −016
＞＞ xs ；　iヒer 　 ref （聴b，Rxs ）； xs （11）　 k5th 　iterat士ve 　re

−

fiiienunt　 of 　 xs

ans 　着
　 1

＞＞ e ＝vlinlKb ，Rxs ，1，alpha ｝

e　
＝

　 0

こ の 例 に お い て は
，

R ≡inv （K） とい う命令 に よ っ て
，

行列 κ の 逆行列を倍精度浮動小数点演算 で 求 め て い

る．丸 め 誤 差 の た め ，計算 され た R は K の 近似逆行

列に な っ て い る．式（16）の 初期近似解 と して は，方程

式を倍精度浮 動小数点演算で 計算 し た 解（xs ＝R ★b と

い う命令 で 求 め た 解）を採用 して い る ．尚，xs （11 ） と

い う命令は，ベ ク トル x の 第11番目 の 成分 を表示 せ よ

との 命令 に なっ て い る．また，vlin で 1回目の み 出力

して い る alpha は 11　RA − i11 の 上 限 で あ り，alpha く 1

で あ れ ば提案方式に よ る 精度保証が 可能と な る ．こ れ

は，解 が どの よ うに 収束す る か を見 る た め に ，例 と し

て xs の
一

つ の 成分 を表示 させ た もの で あ る，今の 場合

は，厳密解 は x ＝（1，1，…，1）T
で あ る か ら，小数点以 下

4 桁 目以 降 に 誤差があ る こ とが 見 て 取れ る．

　次 の 命令 で は，計算 した 近似eex＝xs の もつ 精度 を

本論文 で 提案した 方法に 基 づ い て 実装 した高精度精度

保証プ ロ グ ラ ム vl ±n に よ っ て 計算 して い る．その 結

果，誤差 e ＝亅IA−1b − X11 は 1．427 … x10
−2 以 下 で あ る

と の 見積 もりが 得 ら れ て い る ．

　そ の次 の 命令 で は，3．1節 で 提案 した高精度内積計算

法 に基 づ い た残差反復法 に よ り，　
一
回反復 した xs を

計算 して い る ，そ して ，そ の 第 ll 成分 XS （11 ｝ を表示

し て い る，こ の結果 か ら ， 近似解 の 小数点以下 7 桁 目

に誤差 が あ る こ とが 見て 取 れ る．その 次 の 命令 で はそ

の 誤 差 を闘A
−ib −

xl「≦ 3．004 …x10 → 以 下 で あ る との

見積もりが得られ て い る．

　以 下 こ れ が繰 り返 され て い る．一
回 の 残差反復 で は

］0−3 程度 の オ ーダで残差 反復した解の 正 しい 桁 が 増 え

て い き，6回 目 の 反復で最後の桁（least　significantdigit ）

ま で 正 し く計算され た こ とが わ か る j．また，誤差評価

もそ の こ と を正 し く評価 で きて い る こ とが わ か る．

　4．2　良条件の 問題

　条件数は 0 （1014）に 比較 して 小さ い が，問題 の 次元

が n 　＝　IOOO と前節 の 問 題 に 比 して大 き な 問題 を例 と し

て 取 り上 げ る．す な わ ち，A は 1000　x 　iooO実行列 で そ

の 要素 は 乱数 で あ る とす る ．

〉 ＞ n ＝1000 ；

〉＞ A ‘ran 〔洫 （n ｝；　 ％ 鳶 an 　 n 　 x 　 n 　 r   ndom 　matrix

＞ ＞ b ＝Atones 〈al ）；

〉 〉 　σ OrNユ〔A ｝　　　　　　　　　考　c ⊂md 土ti  　n曲 ∋r 　estima ヒor

ans 　＝
　 2．450763206290818e ＋004

よ り，
A の 条件数 は 0 （10r）程度 で あ る，b ＝A ★ ones

（n，1）；か らわ か る よ うに ，b ＝A ・（1，L …，1）T と して

式（1）を 考えて い る ．た だ し，丸 め誤差 の 存在 に よ り，

こ の 場合 の 式（1）の 厳密解 は x ；（1， L …，1）T と 若干異

なる こ と に 注意す る ．

　 こ の よ うに して 作成 し た A と b を用 い て ，Ax ＝b の

精度保証 を 実行す る．

〉＞ R ＝inv　（A｝；

〉 ＞ XS 　己R ★b； XS （10DO 〕

ans 　＝

　 1．OQOOQOOQOOO102

5 誤差 限界 e ＝O と い うこ と は，近似 解 元 は 厳密解 そ の もの

　 で ある こ とを意 味する，
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＞ 〉　［qalpha ］　＝　vl ⊥n （A 上），Rxs ，　e）
e 　＝

　 2．219658324896038e −O！l

alpha ＝

　 8、249229812288443e −010
＞＞ xs 　＝　iヒer 　 ref （A島Rxs｝；xs に000）
ans 　＝

　 1．OOOOOOOOOOOOO2
＞ ＞　e　＝　vlin 〔Ab ，瓦xs

，
1

，
a ユpha＞

e ＝
　 1ユ07097103095527e −Oユ6

こ の 例 で は
，

一
回の 残差反復 で ほ ぼ 最終桁 まで 正 しい

結果が得 られ て い る こ とが わ か る．また ， 本論文 で 提

案 して い る高精度精度保証 プ ロ グラ ム が シ ャ
ー

プな誤

差評価 を．与えて い る こ とが わ か る ．こ の 点 に 関 し，残

差 を高精度 に計算 しな い 従来 の 精度保証プ ロ グ ラ ム

vlin ．．pre で 精度 を計算す る と

〉・ e ＝vlin ，．pre〔Ab ，RXS ）

e 　＝

　 4．56603e510eg34950rOIZ

とな っ て，本来，近似解が持 っ て い る精度をシ ャ
ープ

に評価で きて い ない こ とがわか る．こ こ で ，式 （D の 近

似解 を求め る 時間（A の LU 分解 に か か る 時間）と残差

を高精度に計算 しな い 従来 の精度保証プ ロ グ ラ ム で 精

度保証す る 時間 （本論文 で は こ れ を標準精度保証法の 計

算時間 とい う）と残差 を高精度 に 計算す る本論文 で 提案

した方法で の 時間（新法の 計算時間 と呼ぶ）を表1 に示

す．表中 に示 した 数字 は各次元 と も，異な っ た 100 の

ラ ン ダム 行列 A を生 成 し，b ＝A ・（Ll ，
…，1）T と して

，

式（D を解 い た 時間 を平均 した もの で あ る．尚，精度保

証の 時間に は A の 近似逆行列 R を計算する 時間 を含 め

て い ない ．計算 に用 い た コ ン ピ ュ
ー

タ は Mac 　Power

Book 　G4 （L25GHz 　CPU ＞で 計算 に 用い た言語 は Slab　31’で

表 1 精度保証の た め の 計算時 間 ［sec ］（第 3，4 列 にお け

　 　 る括弧 内の 数字 は LU 分 解の 時 間に対 して何倍 計算

　 　 時間 を要 し て い るか を示 して い る ）

π LU 分解 標準精度保 証法 新精度保 証法

2  0 D．02 0．04 （2，ω 0．04 （2．00）
300 0，04 0，14 〔3．5ω 0，17 （425 ）

400 0．07 0、31〔4、42） 0．35 （5，0 ）

500 0．13 050 （3．85） 0．63 （4．84）
600 0，21 0．87 （4、14＞ 1，01 （4、81）
7DO 0，30 1．31（4．37） 1．53 （5，10）
80  0、45 2、23 （4．95） 2．37 （5．23）
900  ．59 2．89 （490 ） 3．07 （5．20）

10000 ，81 3．84（4．74） 4、31（5．32）

ある ．Slabは MATLAB に似 た 数値計算 ツ
ー

ル だ が
， 精

度保 証 が で き る よ う に 改 良 され た も の で あ り ，

MATLAB と同様，　 LAPACK を も と に して ，こ れを使

い や す くす る イ ン タ プ リ タ と な っ て い る ．

　近似解 （LU 分解）を計算す る計算 の ため浮動小数点

演算 の 回数（f1Qpsと い う単位が標準 で 用 い られる．　fioat−

ing　point　operations の 略で あ る ．）は 四 則演算をすべ て

一
回と数える と2f3n3　fiopsで あ る．　 t−t

方 ， 標準精度保

証法 も新精度保証法 も近似逆行列 R を計算す る時間は

含め て い ない の で ，行列の 積を2 回計算す る 手間の 4が

fiopsで あ る．よ っ て ， 浮動小数点演算 の 回数の 比で い

え．ば，精度保証 に かか る 計算時間は 標準法 も新 しい 方

法もと もに LU 分解法の 計算時間 の 6倍と な る．表1に

示 した実際 の数値計算例 にお い て は こ の 比 は 2つ の精

度保証法 とも6 倍 よ り少な くな っ て い る．こ れ は行列

の 積の 計算が ATLAS に よ っ て 生 成 さ れ た 最適化BLAS

を基 に行わ れ て い る こ とに起因す る，す な わ ち，最適

化BLAS は キ ャ ッ シ ュ ヒ ッ ト率を最大 にす る ように 行

列 の 積 を計算す る ように 生 成 され て い る．ガ ウス の 消

去法の 中に もこ の最適化 は生 か さ れ て い る が，行列 の

積 の 方が単純なア ル ゴ リズ ム で 計算で きる の で ，こ の

最適化の 効果が よ り生 か され る，した が っ て ，精度保

証 に 必要 な 主 計算 が 行列 の 積 で あ る こ と か ら，実際 の

計算時間が 浮動小数点演算の 回数 の 比 よ りは短縮 さ れ

て い るの で あ る，

　 また，標準精度保証法 の 計算時間 と新 しい 精度保証

法 の 計算時間 は，後者が 高精度な内積計算 を残差の 計

算 に用 い て い る の で
，

よ りかか っ て い る が ， ほぼ 同じ

オーダー
で あ る こ とが 確認 され た．すな わ ち，残差 の

計算 に お い て 高精度な内積計算を用 い て もそ の 演算回

数は 0 （ηりで あ り， しか も高精度な内積計算法 に要す

る 時間が浮動小数点演算で の 内積計算 に要す る時間の

一
定 の 倍率で しか 時間 が か か ら ない こ とか ら こ れ は 理

論的 に も理 解 され る．すなわち，新 しい 精度保証法は

標準精度保証法の 高速性 を損な うこ とな く，高精度性

が 達 成 され て い る こ と が わ か る．
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A 　 精度保証 プロ グラ ム

　 こ こ で は，実際 の 精度保証 に用 い た プ ロ グラ ム を 示

す
fi．これ ら は MATLAB の 関数 で ある，

6 ％ か ら行末まで は コ メ ン ト
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　以下 は，そ れ ぞ れ TwoS 皿 m ，　 Split及 び TwoProduct

で あ る．

funcしion 国 y］＝TwoSum 〔ab ｝

il　TVxnm 　errer −−free　transfomet ⊥  of 　sun 　a ＋ b ヒo 　x ＋ y−

　 x ＝a ＋ b；

　 ヒ ux
− a；

　y ＝　（a −
　〔x

一
し））　＋　（b 一ヒ）；

f  ：tiQn ［abal］ ＝SPIit〔a 〕

髫 ∈濫）lit： error ・−Eree　しransforma しiQn　of 　a 　to 　ah ＋　a⊥．
　C　＝　〔2 2^7　＋ 　1）★a；

　 ah 日c − 〔c − a ｝；

　 al ＝a − a虹

funcしion　［4Y ］　＝　］諏 ⊃Prcduc ヒ（ab ｝

署　TWQPrOdUCt ： errQr −free 　tranSfOratiOn 　Of

kproducヒ axbt 二〇 x ＋ Y．

　x ；a ★b；

　［alLal ］　＝Split （a ｝； ［b比bl】　＝　Spli し（b｝；

　c1　＝x − ah ★d寓　c2 　＝　¢ 1　− aldebtr 　c3 　＝　c2 − ah ★bl；

y ＝al ★bl − c3 ；

　以 下 は，そ れ ぞ れDot2，　SumEFT 及び DotEFT で あ

る，

funcヒion　res 　＝　Do ヒ2 （）馬y｝

竃 DQt2 ： ca ユcula しian　of 　dot　prOduct 　 as 　 if　 c   ted 　in
髦　（脚 druple　precisiorL
　 n ＝lengヒh （x ｝；

　 〔P，s〕　盖丁糠⊃PrQduc ヒ〔x （1〕，y （1））；

　 for　i三2 ：n

　　　［nr］　＝ 丁四QP：℃dUCし（X 〔i），y （i｝〕；
　　　［P，q］　ゴ TwoSum 〔P，　h）；
　 　 s ； s ＋ 　〔q ＋ r ）；

　 end

　 res 　＝　P 　十　S；

functio ロ q ＝　SumEFT（P）

宥　　SU τEF 丑　error −free 　transforma ヒi  of 　5ummation ．
k　　irlpu仁
t 　 　 P；areal 　 nLvector

il　 ou ヒ脚 ヒ

｝　 　 qareal 　 n −vector 　s．辷，　 sum 〔q｝＝sum （P ｝

q ＝PlfQr
　i＝2 ；1ength（q｝

　　 ［q〔i），q〔i−1）］　＝蹄 ⊃Sum〔q （i），q 〔i−1）｝；

erid

functiQn 　v ＝bOtEFT （xy ）

髦　　DotEFTt　error ・−free　t二ransform ヒion　of
老　 dot　prQduct　しo 　summat 二ian

毛　　inFmlt

髦　　　　　Xgyt 　real 　n
−vectors

％　　α止 put
k　　　　v ： areal 　2n’vector 　 s．ヒ．　 sum （v ｝＝dQし（｝9y）

n ＝1∈mgth 〔x ）；

v 　＝　zeros （2tn 　1）；

［ヒ，v 〔⊥）］＝丁掀⊃Prcduct（x （1），y ｛1））；
Eor　 i＝2m

　 　 ［h¶v （i冂　　＝　T 9（）Produc ヒ（x （i〕，y 〔i））；

　　 ［ヒ，v （n ＋i−1｝］　≡TveSum ｛ヒ，h ）；

endv

〔2★ n ）　翠　し；

　残差反復法の MATLAB で の 実装法の 例 を以 下 に 示

す．た だ し，ア ル ゴ リ ズ ム 中の R 及 び Xs は ，そ れ ぞ

れ A の 近 似 逆 行列，Ax ＝b の 近 似 解 を表す ．

furlction　xs 　＝　⊥ter 　ref （Ab ，瓦xs ）

皆 iしe蔓 ref ： iしera しive　 re ［inenmt 　f。r　 an 　 apProxima しe

告　 solu しion 　oE 　Ax ＝busing 　ac σurate 　dOt 　prcducし

k　inFnit
号

号

髦

告

髦

　Aareal 　 n 　 x 　 n 　 ma 仁ri4 　b ： real 　 n −vec しor

　R   卿 瓢 i  しeinverse 　 o［ A ）cs；   approximate

　 solu ヒi  of 　 AX ＝b
ou しput

　xs ： an 　updated 　apPrQt ［imate　 solu しiQn　of 　Ax ＝b

〔  n］　＝　size （A ）；　髦　size 　 of 　 A

r 　＝　zeros 〔工］」1）；

for 　i＝lm 　　　　　　　k　resichVal 　A ★ xs − bby ［めヒ2

　 　 r （i）　；Dot二2（［A （i，：｝，b（i｝］
Tt

［XSi
−1］）；

endz

　コR 歯 r ；　　　　　　　髻 aWr ）roximat 二e　solut 二i⊂｝n 　of 　Az 　≡r

XS ＝XS − Z；　 　 eupdate 　XS

　以 下 に，高精度 な残差計算とそ の 誤差限界を計算す

る プ ロ グ ラム を 示 す ，た だ し，

sys し  ＿dependent｛
’
setr 。undlnDdel

は丸 め モ ードの 変更 を す る命令で ，mode ＝’
nearest

’

は最近点 へ の 丸 め モ ードに，mode ＝−inf は，− c。方向

の丸め モ ードに，mode ＝＋ inf は ＋ 。。方向の 丸め モ ー

ドに そ れ ぞ れ変更する こ とを表す．

func ヒi  　［mid ，　rrad ］　＝　accres 土dual （Ab，xs ＞

tac ¢ re5id ユal ： accura しe　ceq ）uta しion　of 　A ★xs − band

を　 its　errQr 　bOund
を　i叩 u 七

箸　　　A　area 工 nxnma しri 冫〜　b； area ユ　  C 仁or

k 　 xs ： an 　apPraximate 　 so ユu しion　 oE 　AX ＝b

咢　ou しput

k 　 mid 　 an 　 apprQxira しi  。f　A ★xs − b

髫　　　rradr 　 an 　 errQr 　bDund　 of 　rmid

syst ⊇eπLdependen仁（
’
se 仁round

’
，
’
nearest

’
）；

n 盖 length （b）；
rmid 　＝　zerQS （エち1｝；

rrad ＝rrmiCt
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for　 i＝ln

　 V ＝匚bヒEFT 〔［A 〔i，：），b （i｝］
，
，［XS ；

−1］）；
　 v ＝SUir［EFr （v ＞；

　 血 d〔i）　＝v 〔end ）；

　 sys ヒem ＿d ∈症）∈漉 n ヒ｛
’
se ヒ round

’
，＋ inf）；

　 rrad 〔i〕　＝　sum 〔融）s （v （1：endT1 ）1｝；
　 syst   ＿dep  denヒ｛

’
se しrQund ∵neares ピ）；

end

　最後に，連立
一
次方程式Ax ； b の 精度保証 ア ル ゴ リ

ズ ム を 以 下 に 示 す ．

funcしion　［e，alpha 〕　＝v ］．in〔A，辷丶民xs ，mQde ，　alpha ）

髦

箸

署

箸

罟

箸

罟

署

署

毫

髦

竃

vlin 二 fasヒ verificati ⊂江10E 　 an 　appr ⊂m ⊥ma しe　solu しicn
xs 　 oi 　Ax 二b．

即 t

　Aareal 　n 　x 　n 　maしri4 　 b ： real 　n −vect 二〇r

　Ran 　apPrQrdma しe　inverse　of 　A 　xs ： an 　apP   m 韭 e

　 solution 　of 　趣 　＝　b

　 mDde ： If　 mode 　＝　O，　 the：i　conpa しe　alpha 　s、t．

　 alpha 　＞＝nDrm （R臥一
　1，ind…），

　　　　Oしherwise，　skip 　calculation 　of 　alpha ．
outPLIt

　 e ： an 　error 　bDund 　 of 　 xs

　 alpha ： alpha 　＞＝　rK）rm 〔RA 一
　工，　inf）

［r叫n ］　＝　size 〔A ）；

if　 mode ＝＝0
工　＝　speya∋〔n ｝；　　　　　 k　工： nxnid ∈mtity 　matrix

system ＿dePendent（
Tsetr

。und
’
，−inf）；

　　　　　　　　　　　　k   ding しo −infinity
Gl　＝　R★A 一　工；　　　　　 告　lower　 bQLmd　 of 　R ★A −　I
syst θm−dependent（

’
setrmnd

’
，＋infl；

　　　　　　　　　　　　亀　rQunding しo ＋infinity

Gu　二　RtA 一　工；　　　　　　譽　upper 　bQund　of 　R ★A 一　工
Gu ＝　max （abs （G⊥｝，ab5 〔GhJ））；

　　　　　　　　　　　　咢　upper 　bσ u皿 d　of 　IRtA一　工ト
alpha 　＝　norTn 〔（tu，　inf｝；

　　　　　　　　　　　　宥　alpha 　＞＝norm 〔R△ −
　1，　inf）

and

if　 alPtia く 1

　［rmi （乳rrad ］　＝　accresidua1 （八b，xs ）；

　 　 　　 　　 　 髦 accurate 　resi （hal 　 and ⊥ts　 e   r 　bOurUl

system ＿dep∈蜘 仁（
’
se しr（兀 md

’
，＋inf〕；

し　＝Rtrrad ；

vu 　＝　R 貨 rm ⊥d ＋　t二；

sys ヒem ＿dq鱒 t （
’
setround

’
，−inf ）；

vl 　＝　Rtrmid − t；

vu ・mx 〔abs 　Cvl），al）s （vu ））； k　vu ・
・IR・〔A・

｝s
− b）I

d ＝1 − alpha ；

system ＿dependent　Cseしr 〔und
’
，＋inf）〜

e　＝　norm （vu ．　inf）／（辷　　　　　　　　k　err ⊃r　k  d　Qf 　xs

system −（aePendent（
’
set二r ⊂und

’
，
’
nearest

，

）；

elseerror

（
’
verificati   failedり；

end
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