
Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

95

囲
ロ バ ス ト制御 とロ バ ス ト最適化 ：

非線形の 不確 か さを扱 うための解法

大 石 泰 章
＊

　ABSTRACT 　 Arobust 　method 　for　cont1・ol　alldoptimi7ation 　is　discussed　in　this　paper．　First．　control 　of 　a　crane 　is

considered 　as　an　example 　to　show 　importance　ef 　robustncss ．　The 　problem　is　formulated　us　a　rQbust 　seinidefinite

programming 　pl
・
oblem 、　which 　is　arl　optimization 　pr（，blem　nonlillearly 　dependent　on 　 uncertain 　parameters 、　Since　this

problem 　is　difficulτto　solve 　directly，　an 　approximate 　mcthod 　is　cQnsidcrcd ，正n　particulur，　a　recennnethod 　calied 　a

matrix −di旦ation 　method 　is　explained 　in　detai上witll　its　pr叩 erties ．　Finally，　r 【〕bust　eptimization 　is　applied 　to　nonlinear

optimization 　and 　nonlincaf 　control ．

1． なぜ ロ バ ス ト性 か

　本稿で は ロ バ ス ト性 に つ い て議論する，本稿で考え

る ロ バ ス ト性 とは どの よ うな もの であり，どの よ うに

大 切 で あ る か を み る た め に 具体的 な例 か ら始め た い ．

　高層建 築物 の 建設 な ど に 使 わ れ る ク レ
ーン で は，作

業 の 影響や 風 の 影響 に よ る ロ
ー

プや ブ
ー

ム （腕木）の 振

動 が 問 題 と な っ て い る．高木 ・西 村
1T・1 は ，ブ

ー
ム を支

え る ロ ープ に 加 え る 力 を タ イ ミ ン グ よ く調節する こ と

に よ っ て振動を抑制す る こ と を考えた．図 1に彼 ら の

モ デ ル を簡単化 した もの を示 す，た だ し，L，　W は ブ
ー

ム の 長 さ お よ び質量，4 は ロ
ープ の 長 さ，w は 吊 り荷 の

質量，v は ブ
ー

ム の 角度，φは ロ
ー

プの 角度，　h は ブ
ー

ム に 加え る 力 を表す．こ の モ デ ル の ダ イ ナ ミ ク ス は 非

線形の 微分方程式 で 表現で きる が，例え ば ロ
ープの 長

図 1 　ク レ
・一

ン の モ デ ル

w
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versity ）．
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さ E を lm，基準 の ブ
ー

ム 角度 Vu を45 度 と決め て や れ

ば   平 衡 点 の 周 りで 線 形 化 す る こ と に よ り最 適 化 の 方

法を使 っ て 制御則 を求め る こ とが で きる ，

　求め た制御則を使 っ た場合 の シス テ ム の 挙動を図 2

に 示す ．こ こ で は，ロ ープ の 角 度 φを 時刻 0 に お い て

1度 と した場合，そ れ 以 降の 時刻 で どの よ うに 変化す

る かを示 して い る．こ の例 で は安定化だけを門標 に し

て 制御則 を設 計 して い る の で 振動的 で は あ る が ，φは

零 に 収束 し て い て 安定 に 制御 で きて い る こ とが わ か る ．

しか し実は こ れ は 見せ か けに すぎない ．

　ク レ
ー

ン を使 う場合 に は，ロ
ープ の 長 さ 4 を 短 くし

て 使 う場合 もある し長 くし て 使う場合 もあ る ．ま た，

基準 ブ
ー

ム 角度 v
。
を小 さ くして 使 う場合もあ る し大 き

くし て 使う場 合 もある ．こ うし た 場合 に も 同 じ 制御則

ロ ープ角度φ（研 度］
　 　1．510

，50

一〇5

　 　 　 　 一l
　 　 　 　 　 O 　 　 　 5　 　 　 10　 　 　 15

　　　　　　　　　　時間 t［s］

図 2 　ロ バ ス トで な い 制御 ，慓準的 なパ ラメ ー
タ値 の 場 合

】　 ロ
ー

プの 長 さが 短い の は，実験室用 モ デ ル を考えて い る

　 か らで ある．
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図 3　 ロ バ ス トで な い 制御 ：変化 した パ ラ メ
ー

タ値 の 場合

ロ
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　 図 4 　ロ バ ス トな 制 御

15

を使 っ て 振 動抑制 が で きる こ とが 望 ま し い ．図3 に
，
e

と v
。
を異 な る値 に した 場合の 挙動 を 示す．Pの 値 と し

て  ．5m と 1、5m ，　 v
。
の 値 と して 40 度 と 50度 を使 っ た

合 計 4通 りの 場 合 を実験 して い るが
，

い ず れ も ロ ープ

の 角度 φが 発散 して し まっ て 不安定 に な っ て い る ．つ

まり先 の 制 御則 は ロ バ ス ト顧 健）で な い ．一
方，図 4

に ロ バ ス トな 制 御則 を使 っ た 場合 の 結果 を示す，4 通

りの 場合 い ずれ に つ い て も零 に 収束 して お り，こ ちら

の 方 が 良 い 制御則 だ と考 え られ る
2，

　 以 h の 状 況 を 図 5 に ま とめ る．

　 ク レーン の 制 御 の よ うな現実世界の 問題 を解 くた め

に，微分 方 程式の ような 数理 の 言葉 を使 っ て 問題 を表

現 し，最 適化 の よ うな数 理 的方法 を使 っ て 解 を 求め る

とい うこ と は，⊥ 学 に お い て 広 く行 な わ れ て い る．し

か し，パ ラ メ
ータの 変化 の よ うな 不確 か さの た め に 現

実 の 問 題 と そ の 数 理 的表現 と が 整合 し な くな る と
，

せ っ か く求 め た 数理 的 な 解が 現実世界で は役 に 立 た な

い とい うこ とに な りか ね な い ．こ れ は 困っ た こ とで あ

2　 こ の 設 計例 で は安 定化 だ けを 目慓 に して い る の で，零 に

　 収束す る速さ が 改善 して い る の は 偶然で ある．

　　　　 不確か さ

　　　　　　∠
　 　 　 　 　 　 ／

ク レーン 　　
’

　　 微分方程式

制御則
口 嗣

　 最適解

図 5　数理 的方 法 に よ る 問題 解決

る ，なぜ な ら こ の よ うな 「不 確 か さ」 は，パ ラ メ ータ

の 変化以外 に も，数理 的表現 を得 る 際の モ デ ル 化誤差

や，現実の 対象 の経年変化 や 環境変化 な どさ ま ざま な

原 因 で 生 じ うるか らで あ る．した が っ て ，現実世界の

問 題解決に役立 つ よ うな数埋 的方法 と は，多少 の 不確

か さ が あ っ て も機能す る よ うな ロ バ ス トな もの で な く

て は な ら な い ．

　制御理 論 の 分野 で は ロ バ ス トな制御 の 方法論が 1980

年代 以 来整備 され て きて い て ，ロ バ ス ト制御 と呼 ば れ

て い る 1・1’）｝．また，こ の 方 法 論 を ロ バ ス ト最 適 化 と し

て 解釈 し，よ り広 い 範囲の 問題 に使 お う とい う試み が

1990年代後半か ら行われ て い る 2・　／V．本稿で は ロ バ ス ト

制御 と ロ パ ス ト最 適化 に つ い て，特 に非線形 の 不確 か

さ を扱 う方法に 焦 点 を あ て て 説 明 す る．

2． 最適化 と ロ バ ス ト最適化

　本節 で は ，前節で 考えた ク レーン の 振 動抑制制御 を

例 に して ，制御則 の 設言1．問 題 が 最 適化 問 題 に定式化さ

れ る こ と，さ らに ロ バ ス トな制 御 則 の 設 計 問 題 が ロ バ

ス ト最適化問題 に 定式化され る こ と を説明する．

　前節 で 述べ た よ うに 図 1の シス テ ム の ダ イ ナ ミ ク ス

は 非線形 の 微 分 方 程 式 で 表 現 さ れ る が，基 準 ブ
ー

ム 角

度 Vt
，
を定め ，　 v ＝Vo，φ＝0 が平 衡 点 と な る よ うな力 h を

h
〔，
と 書くと，平衡点の 周 りで 線形化 した ダ イ ナ ミク ス

ζ〔t）＝A ζ〔“）＋ 伽 ω

を得 る ．た だ し，ξ（，）は ξ（t）の 時 間 t　・1・こ 関 す る導 関 数

を表 し，ξ（t）は 時刻 t に お ける 状態変数 ［v （t）− v
。 φ（t）

ラω fO（t）］T
，　 u （t）は 時刻 t に お け る 人 力 h （t｝− hc

エ
を表

す．また 行列 A ，ベ ク トル b は ，重力加速度 g お よび a

・w3 榊 ・in2　v
，
を使 っ て

A ≡

　 　 0
　 　 09

〔W／2＋ ｝v）
αム COS　VU　　　　 aL

8 〔Wf2 ＋ w ）　　　9 〔W ／3 ＋ レリ
　 　 ae 　 　 　 　 　 a『

　 O　 　 　 　 lO

　 O　 　 　 O　 l

gWCOg 　Vr〕
　 　 　 　 　 0　0

0　0

， （1｝

一 16 一 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン　第 26巻第 2 号
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　　　b ・ ［・ ・ 一讐
・

c

疇判
T

　 （・〕

と表 され る．入力 u （t）の 定め 方 を 制御則 とい うが，最

も基本的な制御則 は あ る 定数ベ ク トル kT を使 っ て

tt〔’｝＝k
「
「

ξ〔t）

とす る こ と で あ り，こ れ を状 態 フ ィ
ー

ドバ ッ ク とい う．

こ れを使 う場合，わ れ わ れ が す るべ き制御則の設計 と

は，制御系，すなわち制御則を適用 したシ ス テ ム 全体が

良い 性質を持 つ よ うにベ ク トル kT を定 め る こ とで あ る．

　ベ ク トル kT を定め る方法は種 々 あ るが ，こ こ で は

1990年代以降発達 した 最適化に 基づ くア プ ロ ーチ を考

え る
L・」〕．ベ ク トル 嬉 対称行列 y ，ス カ ラ

ー
厂 の 1次

関数 で 対称行列 を値 とす る もの

F （ζ
T，γ，r〕＝

厂’− A ｝
7−

〜コzT
　 　 　 　 　 　 O　 　O一

アAT 一
ψ

T00

ri ＋ ｝
J
　 O

　 O 　 1一γ

に 関 して ，最適化問題

　　　 c
ロ

：　最／j、イ匕　r

　　　　　 条件　 バ zT，γ，　t
・
）tO

を考 え る．た だ し条件 の 不等式 は，対称行列 F （♂，y，　r）

が 半正 定値，す な わ ちす べ て の 固有値 が非負 で あ る こ

と を 意味 す る．こ の 条 件が 成 り立 つ と き kT ：＝♂ r−1
に

よ っ て ベ ク トル kT を定 め る と，制御系 は n で 表 さ れ

る性能を持 ち，特 に r 〈   な らば安定 と な る．

　最 適化 問題 C
。
は半正 定値計画問題 とい う問題 の

一
種

で あ り，内点法 に よ っ て 効率的 に 解け る．最小化 に

よ っ て r が負に な れ ば，対応 す る kT＝　 zTY
− 1 は 制御系

を安 定 にす る の で 制 御 則 の 設 計 が で きる こ とに な る ，

最 適化に 基 づ く こ の よ うな ア プ ロ ーチ は，こ こ で 考 え

た ような安定化だけで な く，H
’x
制御や Hl制御の よ う

な さ ら に進 んだ 制御 の 問．題 に も適 用 す る こ とが で き る．

安定化 の 場合に は，r 〈 0 に な りさ え すれ ば よい の で 厂

を最小化す る こ との 意味は 少 な い が，H °⊃
制 御や H2 制

御 の 場 合，目 的 関数 を最小化 す る こ とが 制御性能 を 最

適 化 す る こ と に な る．

　しか し前節 で み た よ うにパ ラ メータ 9 や v
。
が 不確

か な と きは ，以 上 の ア プ ロ ーチ で は不 十 分 で あ る，不

確か なパ ラ メ ータ をま とめ て θ ＝［2Vo］T と書 くこ と

に する ，式 （1），（2＞に 見 る よ うに，行列 A とベ ク トル

b は パ ラ メ
ー

タ θ に依存 して お り，した が っ て 関数 F

もこ れ ら に依存 して い るの で F （zT，　Y，　r；θ）と書 くこ と

に する．特定 の θの値，例 えば 6 ＝ 1［m ］）Ve ＝ 45 ［度］

に 関 して ，あ る 財 ，Y，r ）が F 〔zT，Y，　r ；θ）tO を満 た し

た と し て も，別 の θの 値 に 関 し て 満 た す とは 限 ら な い ．

す なわ ち，あ る ゼ ＝
こ

T
γ
一1

が 特定 の θの 値 に関 して 制

御系 を安定化 した と して も，別 の θの 値 に 関 して 安定

化す る と ぱ 限 らな い ．こ れ が 図 3で 見た 不安定現象の

原 因 で あ る．

　こ う した場 合 の 対 処 法の つ は，最 適 化 問 題 C
。

の 代

わ りに

　　　 C ： 最小化　r

　　　　　 条件　　F 〔ゴ，γ，厂；θ）≧ （丿 （∀ θ∈ θ ）

を考 え る こ とで あ る，た だ し θ は パ ラ メ
ータ θ が と

りうる値 の 集合で，例 え ば 0 ：＝｛θ＝［e γ
。
］T105 ［m ］

≦ F ≦ 1．5［m ］，40L度」≦ VCI≦ 50L度］1とす る ．最適化問

題 C の 条件 は
，
ベ ク トル ki＝zTV

−1 を使 えば制御系 は

す べ て の θ∈ 0 に 関 して 性能 r を持 つ こ とを意味す る．

特 に 最小化 の 結果 r く 0 となれ ば
， す べ て の θ ∈ 0 に

関 して 安定で あ り，ロ バ ス トな制御がで きる こ と に な

る，上 の C の よ う な最適化問題 を ロ バ ス ト最適化問

題 ， 特 に ロ バ ス ト半正 定値計画問題 とい う，

　不確 か なパ ラ メ
ー

タ に対 して ロ バ ス トな制御則を求

め る 問題 は，ロ バ ス ト最適化問題 に定式化 された ，し

か し まだ 問題 は 解決 して い ない ．ロ バ ス ト最適化 問題

C は無限本 の 不 等式を条件 に持っ の で こ れ を解 くの は

難 しい ．しか も関数 F （zT，　Y，　r；θ）の パ ラ メ
ータ θ に 対

す る 依存性 は，式 （1），（2）に み る よ うに 著 し く非線形 で

あ る．制御 の 分野で は，非線形構造 を 無視 して 線形 の

不確 か さ を持つ ロ バ ス ト最適化問題 に 帰着 させ て 解 く

こ とが 多 か っ た．こ の よ う に す る と解 を保守的 に 求め

る こ と に なり，本当 は すべ て の θ∈ 0 に 対 して ロ バ ス

トに 安定化す る ゼ が 存在する の に ，そ の よ うな kT は

な い と い う答 えが 出 て しま うこ とが しば しば で あ っ た．

　次節 で は，ロ バ ス ト最適化問題 の 非線形構造 を 陽 に

考え，保守的 に な らず に解 く方法 を紹介す る．

3， 非線形構造 を考 えた ロ バ ス ト最適化

　 3．1 問題 設定と解法

　前節で は，ク レ
ー

ン の 振動抑制制御 を例 に して ロ バ

ス ト最適化問題 を導入 した が，本節 で は よ り
一

般的な

問題 設定の も とで 議論す る．

　 ク レ
ーン の 振 動揮 制 制御 の 場合，最適 化の 変数 は ゴ，

Y．　 r の うち の 独 立 な 要素で あ っ た．こ れ を以
一
トで は n 次

元 ベ ク トル x ；［Xl　x
，
＿x。］

T で表す ．また 目 的関数 は x

の 線 形 関 数 〔療 とす る．ク レ
ーン の 振 動 抑制 制 御 の 場

合，条件の 不等式の 両辺 に acos 　Ve ＞ 0 をか け，11Eと

cos 　v
。
を あ ら た め て パ ラ メータ θだ と考 え れ ば，条件

平成 19年 6 月
一一一

　17　− 一．t．
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の 不等式 はパ ラ メ
ータの 多項式 に な る，そこ で 以 卜

．
で

は，ロ バ ス ト最適化問題 の 条件 を F （x，θ）≧ 0 と書 き，

F は対称行列 を値 とす る 関数で ，κ に 関 して 1次閧数，

θ に 関して 多項式で ある もの とす る．た だ し θ＝［θ1 磯

，θ
，
］1 は p 次元 の パ ラ メ

ー
タ で ，そ の と りうる 値の 集

合 0 は 1聖 中の 凸多面体 で あ る とす る ，以上 の 設定 の

もとで ，考える べ き問題 は

　　　 P ； 最小化 　C
「
愉

　　　　　 条件　　F 〔x，θ）と 0 〔∀θ∈ 0）

と なる ．

　 ロ バ ス ト最 適化 問 題 P を解 く上 で 難 しい の は 無限 本

の 不等式 F 〔x，θ）tO （∀e ∈ 0）が 条件に な っ て い る と

い うとこ ろ で あ る．そ こ で こ の 条件 の 十 分 条件で あ っ

て 有限 本 の 不 等式 で 表せ る も の を見 つ け，こ れ を条 件

として cTx を最 小 化す る とい う近似問題 を考える こ と

に す る．近似問題 は 通常の 半正定値計画問題 で あ る か

ら効 率 的 に 解 く こ とが で き る，近 似 問 題 の 実 行 可 能領

域 は も との 問題 P の 実行 可 能領域 の 部分集合 なの で ，
一

般 に 近 似 問題 の 最小 値 は も との 問 題 P の 最 小 値 よ り

も大きい ．しか しな ん らか の 方法 で 十分 条件を よ り必

要 条件 に 近い タ イ トな 条件に で きれ ば，2 つ の最小 値

の 差，すなわ ち近似誤差 は 零 に 収束す る はずで あ る，

こ の よ うな 解法 を漸近的 に 厳密 で あ る とい う．

　漸近的 に厳密な ロ バ ス ト半正定値計画 問 題 の解法と

して ，Kalman −Yakubovich−Popov 補題 に基 づ く もの 4・11：I

P61ya の 定理 に 基 づ くもの 1Sl，，2 乗 和 多項 式 に基 づ くも

の
16・1が 捉案 され て い る．こ れ ら の 解法 で は，近似 問 題

で 使 う 「十分条件」 と して 特別な性質を持 つ あ る次数

の 多項式 の 存在性 を使 っ て お り，仮定す る 多項 式 の 次

数を増 や す と近似問題が 改良 され て 近似誤差が 零 に 収

束す る，しかし．こ れらの 既存 の ア プロ
ー

チ で は定性

的 な 収束性 し か わ か っ て お ら ず，どの くらい 次数を増

や す とどの くらい 近 似 誤 差 が小 さ くな るか とい う定量

的性質 は わ か っ て い ない ．また 多項 式 の 次数を増 や す

と きに ，必要な項 だ けを適応的 に導 入 す る 方法が あ る

と計算量 の 増加 を抑 える こ とが で きるが ， そ の よ うな

方法 は わ か っ て い ない ．

　以 下 本節 で は，最近提案 さ れ た 漸近的 に 厳密な解法

で ある 行列拡大法 を紹介 し，
こ れ に つ い て は近似誤差

の 定量的性質がわ か っ て い る こ と，近似 問題 の 適応的

な改良に よ っ て 計算量の 増加 の 抑制が で きる こ とを 説

明す る ．

　3．2　行列拡大法

　文献 6）で 提案 され，文献 12）で そ の 漸近的厳密性 や

近似誤差 の 上界が示 された 行列拡大法 に つ い て 説明す

る ，こ れ は 制御 に 関係 した 特別な ロ バ ス ト半正定値計

画 問 題 の た め に 開発 さ れ た 文献 10），18）の 方 法 や 文 献

9）の 方法 の
一

般化 で あ る ．

　行列拡大法 に おい て ，条件 F （κ，θ〕と 0 （∀θ ∈ θ）の

十分 条件で 有 限本 の 不 等式 で 表せ る もの をど の よ うに

構成す る か を説明す る．

　まず関数 F 〔x，θ）が θ の 多項式 で ある こ とに 注意 し

て F （κ，θ）＝Σ
。
F

。
（κ）θ

a と書 く．た だ し α は 非負整 数 を

成分 とす る p 次元 の ベ ク トル で，α
＝［α

・
　a2 …

傷］T ，θ

＝ ［θ1
〔ち＿e

，
］T に対 して θ

a は積 θ  θ5i＿ θf／・を表す

もの とす る．また α に関 す る 和 は，0 ≦ α
f
≦ di　Ci＝1，2，

．，p＞な るすべ て の α に つ い て とる もの とする．た だ

し d，（西 1，2，．，．，p＞は多項式 F （x，　e）の e
，
に 関す る次数

で あ る．和 を と る α は 全 部で D ：＝Hl．1 （d，
＋ 1）個 あ る

が，これ ら を適当に 番号 づ け して α
〔
  α

’12：
  ＿，α

’ID）と

書く．た だ し α
Ol　．［〔｝0 ．．．0］T と約束する．

　次 に 札（X ）：＝［F。n ／’（X ）F、、131（κ）＿ F、，〔pl／（X ）］ と して
，

G ・・…
2

瀦
〕F

湖，M ［θ〕：＝

θ
α〔1〕

1

θ
α 〔2〕

ノ

θ
α【D ｝

∬

を定 め る．た だ し∬は F （x．θ）と 同 じサ イ ズ の 単位行列

で あ る．2F （x，θ）＝M （θ）TG （x ）M （θ）で あ る こ と に注意

す る．

　最 後 に す べ て の θ∈ R ρ に対 して ，M （θ）【7H（θ）＝O と

な り，か つ 行列 ［M （θ）H 〔θ）］が 正 方 正 則 に な る よ う

な 行列 H （θ）を考え る．こ の よ うt；　H （θ）を，行列 M （θ）

の ・ rthogona ］　cornp1 。mcnt と い うが，特 に θ の 1次 関 数

に な る よ うに H （θ）を選 ぶ こ とが で きる，例 えばρ
； 2，

dL　＝ ‘d1＝ 1 の ときは

M 〔θ〕＝

　

　

　

〜

　

−

〜

　（ノ回

ノ

ー

2

θ

　

θ

θ

ー

　

　

　

θ

，H 〔θ）＝

一θ1 ノ
ーθ2 ∬　0

　／　　0 　
一θ

2
’

0 　 　 ∬　　 ‘冫

0　 　 0 　　 ’

とすれ ば よ い ，一般 の 場合 の H （θ）の 構成法 は 文献 12）

に あ る が ，上 の 例 を見 て 考えれ ば ほ ぼ 明 らか で あ る．

　以上 の 準備 の もとで 次 の 命題 が 成 り立 つ ．

命題 ．x を 1睡 中 の 任意 の ベ ク トル ，θ
「］1，θm ，　t．、，θ（Cll

を RP 中の 任意の g 本 の ベ ク トル とす る．こ の とき，

G 国 ＋ H 〔θ
ω
）wT ＋ 盟 〔θ

〔q）
）
T

と 0

　　　　　　　　　　　〔9 ！1，2，．、．，（〜）　　　（．3）
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を満 た す行列 w が存在する な らば，｛θ
’：1；，θ〔21，tt．，θ：明

の 凸包中 の 任意の θに 関して F（x ，
θ）と 0 で あ る，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

証明．ベ ク トル θ を ｛θ
‘1］；，θo），＿，θL明 の 凸包中 に任

意 に 選ぶ と，こ れ は θ
CV，θ〔2／，＿，θ〔¢ の 凸結 合で 書 く

こ とが で きる．同 じ係数 を使 っ て 不 等式（3）の 凸結合 を

作 る と，行列 W が 共通 で 舐 θ）が θの 1次関数 で あ る

こ とか ら，θ に 関す る 1司じ形 の 不等式が得 られ る，こ

の 不等式 の 右側 か ら M （θ）を，左側 か ら M （θ）T をか け

る と F （x ，θ＞tO を得 る，　　　　　　　　　 口

　こ の 命題 の ｛θ
11’、θ〔2

．
，．．．，θ

’IQ）｝と して 凸多面 体 θ の

頂点の 集合 vcr 　O を 選べ ば，有限 本 の 不等式で表せ る

F （x ，θ法 0 （∀ θ ∈ θ）の
一
十
．
分条件が 得 られ る．こ れ を

条件 と して cTx を最小化す る近似問題 を考 える の が ，

行列拡大法の 基本で あ る．図 4 は，ロ バ ス ト半 正 定値

計画問題 C に 対 して 上 の よ うな近 似 問 題 を構成 し，そ

の 最適解 か ら得 られ た もの で あ る．

　先 の 十分条件が なぜ 必要条件 に な らな い か を調 べ る

と，行列 W を共通 に 選ぶ こ とが 主 な原 因 で あ る こ とが

わかる．したが っ て，よ り必要条件 に近 い タ イ トな ト

分条件を得 る に は次 の よ うに す れ ば よい ．パ ラ メータ

集合 o を ノ 個の 凸多面体に 分割 し，こ れ を △ ＝｛  ［1］，

0 「21
，
．．．，0 匚J］｝と書 く，行列 IVは各部分 領域 ご とに 選

ぶ こ と に して ，それ ぞれ W ［1］，W ：2］，＿，　Hgl∫1 と書 く．こ

れ に よ り次 の 近 似問題 を 得 る ：

　P （△｝：　最zJ、イ匕　cTx

　　　　 条件　　G （x ）＋ H （θ）〔wb
−
：）
．
「
＋ wi・i’H （θ）

TtO

　　　　　　　　 （∀ θ ∈ verO 享  宙 竺1，2，．．．，J）．

パ ラ メ
ータ集合 0 を細 か く分割 して △ を作 る と，行

列 W の 自由度が 増 え て 近 似 誤差が 小 さ くなる と考えら

れ る ．実 は，分割 △ を細か くす る と近似誤差が零 に 収

束する こ とが わ か り，こ の 意味 で行列拡大法は 漸近的

に 厳密で あ る．こ れ を次節で 述 べ る．なお ， 特 に サ イ

ズ が小 さい 問 題 の 場 合，行列拡大法の 収束 は速 く，比

較的粗い 分割 で もほ とん ど 厳密 な値 が 得 ら れ る こ とが

多い ．

　 3．3　行列拡大法の 性質

　 パ ラ メ
ータ集合 0 の 分 割 △ ；｛  LI亅，ov 」，＿，

O ［．n ｝に

対 して ，分割 の 最大半径 f讌 △ を次 の ように 定 め る．

ま ず，各部 分 領域 0 「j］に 関 して そ の 半径 rad θ 匚’］を

min 　e ∈ ob ：max 　e
．
∈ 前

max 、．］．2、、，1θ1．− e
，1で 定 め る ．そ

して すべ て の 部 分 領域 ぴ ］（ノ＝1，2，＿，J）に 関す る 半

径の 最 大値を分割 △ の 最大半径 と呼 び，薊 △ と書 く．

こ の と き次が 成 り立 つ ．

定理 ．最適化問題 P に 関す る適当 な 仮定の も とで ，分

割 △ に よ ら な い 正 の 定数 C と C
’
が 存在して ，不 等式

1（P （△）の 最小値〕一（P の 最小値）［≦ci痴 △

が 配 △ ≦ C
’
な る任 意 の 分 割 △ に つ い て 成 り立 つ ．

口

　 こ の 定理 に よ り，分 割 の 最大半径 を小 さ くす る と近

似誤差が 零 に 収束す る こ とが わ か る ．すなわ ち行列拡

大法は 漸 近 的 に厳密で あ る．また，収束 の 速 さが 遅 く

と も最大半径 に 比 例す る程度 で あ る こ と もわ か る ．こ

の よ うな収束性 に 関す る定量的 な性質 は ，既 存 の 漸近

的 に厳密 な 解法 に つ い て は証 明 され て い ない ．その 意

味で 行列拡大法 は安 心 して 使 え る性 質 の よ い 解法 だ と

い える，なお，保守的 に な る こ とが多い が ，定数 C と

C
’
を 具体的 に 計算す る こ と もで きる．

　 パ ラ メ
ー

タ 集合 θ を細 か く分 割 すれ ば 近似誤差 が 小

さ くな る こ とが わ か っ た，しか しあまりに細 か く分割

す る と，部分領域の 数 が 増えて近似 問 題 P （△）の 不等式

や 変数の 数 が 増 え
， 解 くの が 大 変 に な る．そ こ で で き

る だけ部分領域 の 数が増 えない よ うにする た め に適応

的な分割 を考 え る．す な わ ち，初 め は粗 い 分割を使 っ

て 近似問題 を構成 し，そ の 最 適 解 を求め る，得 ら れ た

最適解 に 関 して 有効 な 制約 と な る 不 等式（不 等号 を厳密

に す る と得 られ た 最適解 が 満 た さ なくなっ て し まう不

等式）をみ つ け，そ れ が 属す る 部 分 領域を大 LJJな部分領

域 とみ な して 複数 の 領域 に分 割す る ．得 ら れ た 分割 を

使 っ て 新 しい 近 似 問 題 を構成 し，そ の 最適解 を 求め る．

以 ヒを繰 り返 す ，こ の 方 法 に よ り，部分領域 の 数 が あ

ま り増 え ない ように しつ つ 近似誤差 を小 さ くで きる こ

とが，実験 に よ っ て確認 され て い る 閏 ．こ の よ うな 近

似問題 の 適応 的な 改 良法は，次 数 を増 や す既 存 の 解法

で は 考 え られ て い な い ，なお ，上 記 の 定理 は最大半径

を小 さ くす る こ とを要求 して い る の で 適応的な分割 と

は 整合 しな い が，適 応 的 な分 割 の 考 え 方 を 支持す る よ

うに 定 理 を改 良す る こ と も可 能で あ る
12／・．

　 以 E，行列拡 大法 の 艮所 に つ い て 見て きた．一
方 で

行列拡 大 法 の 短 所 は，行 列 C （x ），H （θ），W の サ イ ズ が

しば しば 大きくな りす ぎる こ と で あ る．こ れ を防 ぐた

め に，F （x、θ）を θ の 多項式 とみ た と きに 非零の 係数 を

持 つ 項 は わず か で あ る と い う
一

種 の 疎性 を仮定 して 行

列 を小 さ くす る 方法が 開発 され て い る
7・1コ1，，こ の 方法

は rectilinear 　Steiner　arborescenee と い う特殊 な グ ラ フ の
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応用 と して 定式化 され る ．

4．　 ま とめ と展望

　 本稿 で は，ロ バ ス ト性を考え る こ とが一［：学上 重 要 で

あ る こ と を制御 の 問題 を 中心 に述 べ ，ロ バ ス ト最適化

問題 を 導入 した．さらに ， 非線形 の 不確 か さ を考 え る

こ とが 大切で あ る こ とを述べ ，非線形 の 不確 か さ を扱

える ロ バ ス ト最適化問 題 の 解法 で あ る行列拡大法 を紹

介 した ．

　非線形 の 不確 か さが 扱 える よ う に な る と，基本的 に

ロ バ ス ト性の 実現 とは独 立 の 問題 で あ る 非線形最適化

や非線形制御 に応 用 す る こ と もで きる s・14 ：1，例えば 多

項式ノ（θ）を領域 θ ∈ e で 最 大化す る 問題 を考 え よ う．

こ の 問題 は，

　　　　最小化 x

　　　　条 1牛　 x
−f （θ）≧o （∀θ ∈ o ）

とい うロ バ ス ト最 適 化 問 題 に 定式化 で き る．また，非

線形 シ ス テ ム の安定性 を 示す に は Lyapunov 関数 とい

う関数をみ つ け れ ば よ い ．Lyapunov 関 数 とは ，あ る 不

等式 を あ る 領域 で ロ バ ス トに 満足 す る よ うな 関数で あ

り，こ れ をみ つ ける 問 題 は ロ バ ス ト最適化問題 の 形 に

書ける．こ の よ うに ロ バ ス ト最適化 は ロ バ ス ト性 の 実

現 に と ど ま らない 広 い 応用 を持 ち，こ の こ と も こ の 種

の 研究 の 魅力 の
一

つ で あ る．
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