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実対称行列 を係数に もつ 線形方程式の ための

　　　　　　　　残差 2乗型共役残差法 †
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Squared−Type　Method　Based 　on 　the　Conjugate　Residual　Method

　for　Linear　Systems　with　Real　Symmetric　Coe幵icient　Matrices

Kuniyoshi 　Abe ＊

，
　 Se｛ji　Fujino＊＊ and 　Moethuthu ＊＊＊

Abstract　The 　conjugate 　gradient（CG ）and 　oonjugate 　residual （CR ）methods 　are 　well 　known 　solvcrs 　for

solving 　linear　systems 　with 　real 　symmetric 　coefficient 　matrices ，　When　applying 　to　re 日l　symmetric 　matrices ，

the　conjugate 　gradient　squared 〔CGS ）method 　is　regarded 　as　the　squared −type 　m ¢ thod 　based　on 　CG 　There −

fore，　we 　propose　a　squared −type　method 　based　on 　CR ，　which 　has　not 　developed　previously，　for　solving

｝inear　systems 　with 　real 　symmetric 　matrices ．　We 　refer 　to　it　as 　sym −CRS ．　By　numerica 】experiments 　for

linear　systems 　with 　real 　symmetric 　positivedefinite，　real　symme 【ric　indefinite　and 　complex 　symmetrtc 　co −

efficlent 　matrices ，　we 　compare 　the　convergence 　behavior 　among 　CG ，　CR 　 and 　 sym ＿CRS ．

Key 　words ： Linear　systems ，　Conjugate　gradient　method ，　Conjugate 　res 重dual 　 Inethod ，　Symmotric　 matr 主ces
，

Squared−type　method

1．　 は じめ に

　rl × n の 行列 A を係数行列 に 持ち，n 次 ベ ク トル b，x

を右辺 項，解 に 持 つ 線形方程式

Ax ＝b （1ユ ）

を Krylov空間法 に よ っ て 近似的 に 解 くこ と を考 える．

係数行列が実対称正定値 の 場合，残差が K エylov部分空

間 と直交する 条件 に基づ い て 導出 さ れ る Conjugate 　Gra−

dient　method 供 役勾配法，　 CG 法）7｝に よ っ て，（破綻す

る こ とな く）解 を求 め られ る こ とが 知 られ て い る．さ ら

に ，CG 法 を 正負 の 固有値 を持つ 実対称行列 や 半 正 定値

＊
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実 対 称行列 に適 用 した と き，多くの 場 合，CG 法 は 破綻

しな い こ とが 明 らか に され て い る s・9・　13）．また，CG 法 と

同 じ漸化式 に よ っ て 解，残差 ベ ク トル が 更新 され るが ，

Krylov部分 空 間上 で 残 差 を最小 化 す る こ と に よ っ て 導

出 され る Conjugate　Residual　method （共役残差法，　 CR

法）
51
も実対称な線形方程式 に 有効で ある こ とが 知 ら れ

て い る．

　さ ら に，非対称 な 係数行列の た め の 解法 の 1つ と し

て Bi−Conjugate　Gradient　method （双共役勾配法，　 BiCG

法）6）が案出 され て い る．そして ，BiCG 法の ア ル ゴ リズ

ム が AT を記憶す る必要があ る とい う短所 を 回避す る た

め，ま た収 束 性 を高 め る た め に，残差ベ ク 1・ル が BiCG

法 の 残差多項式 の 2 乗で定義され る Conj　ugate 　Gradient

Squared　method 〔CGS 法）
1° 　・／が 積型 反復解法 17・Is・．

の 第
一

版

と し て 開発 さ れ た．そ の 後，非対称 な 線形 方程 式 を解

くた め に Bi−Conjugate　Gradient　STABilized　method

CBiCGSTAB法）
ls ），　 Generalized　PrQduct−type　method

based　 on 　BiCG 〔GPBiCG 法）1了調 な ど の 積 型 反 復解法 が

開発 され た．近年で は，非対称行列用 CR 法に基づ く積

型 反 復解法 も提案 さ れ て い る
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　近年 に 開発 され た こ れ ら の 解 法 は非 対 称 行 列 の た め

の もの で ある が，CGs 法を実対称行列 に 適用 した 場合，

CG 法 の 残 差 ベ ク トル の 2 乗で 定義 され る 解法 （残差 2乗

型 CG 法）と して 解釈で き，実対称行列を係数 に もつ 線

形 方程式を解 くた め の 積型 反復解法と考 える こ とが で

きる．一
方，非対称行列 の た め に 開発 さ れ た 文献 1），

12）の解法の 残差多項式 の 係数 は実対称行列用CR 法 か

ら導か れ た もの で は な い ため，文献 1＞，12）の 解法 は残

差 2乗型CR 法 と解釈す る こ と は で きな い ，そ こ で ，　CR

法 に基づ く実対称な線形方程式の た め の 積型反復解法

を 改 め て考 える，

　本論文 で は，CR 法の 残差の 2 乗で残差 ベ ク トル が

定義 さ れ る 実対称 な 線 形方程 式 を解 くた め の 解法 ，

Sguared−type 　method 　based　on 　CR 　mcthod 　for　solving 　lin−

e雛 systems 　wi 血 real 　symmetric 　coefficient 　matrices （以 下，

sym ＿CRs 法 と呼 ぶ ）を提案 す る。CR 法 の 解，残差 ベ ク

トル を更新す る漸化式が CG 法と同 じで ある こ と に 着

目す れ ば
，

sym ＿CRs 法 の 解，残差ベ ク 1・ル を生 成する

漸化式は ，CGS 法 の 漸化式 と同 じ手順 に よ っ て 導 くこ

と が で きる．また ，sym ＿CRS 法の残差多項式 の 係数 は
，

CR 法の 残差多項式の 係数の 決定法を取 り入 れ る こ と に

よ っ て 定め る ．すなわ ち ，
CR 法 の 残差多項式 の 係数 を

sym −CRS 法 の ア ル ゴ リズ ム で 現 わ れ る 補助ベ ク トル に

よ っ て 書 き変 えれ ば，sym −CRS 法 の 残差多項式 の 係数

の 計算方法を導くこ とが で きる．数値実験 で は
， 偏微

分方程式を離散化 した ときに得 られる 正定値実対称行

列，お よ び データ ベ ース に収 納 さ れ て い る tEl定値 実 対

称行列，定値性 の ない 実対称行列 を 取 り上 げ，提案す

る 解 法とCG 法，　CR 法 との 収束性 を 比較す る ，さ ら に，

複素対称行列 を係数に持つ 線形方程式 に CG 法 ，
　CR 法

を 適用 した 場合，こ れ らの ア ル ゴ リ ズ ム は 破綻 し ない

ケ
ー

ス が あ る こ とが 報告 され て い る た め ，複素係 数 の

対称な線形方程式 に提案す る解法 と CG 法，　CR 法 を適

用 し，収束性を検証す る．

　本論文の 第 2 節 で は，CR 法 に つ い て 記述す る ．第 3

節 で は ，CR 法の残差多項式 の 係数 の 計 算方 法 を

sym ＿CRS 法 に 取 り入 れ る こ とに よっ て ，実対称行列の

た め の 残差 2乗型 CR 法 を導出す る．第 4 節で は，い く

つ か の 対称な線形方程式 に 関す る数値実験 を取 り上 げ，

従 来 か ら利 用 さ れ て い る CG 法，　 CR 法 と提案す る

sym ＿CRS 法 と の 収束性を比 較し，有効性を検証す る．

そ して ，最後 に第5飾で まとめ を行な う．

2． 共役残差法

本 節 で は，CR 法 の ア ル ゴ リズ ム お よ び そ こ で 現 わ れ

るベ ク トル rkCR，PACRを表す多項式 に つ い て 述 べ る．

　まず，文献5）に沿っ て，CR 法 の ア ル ゴ リズ ム を記述

す る ．

CR 法 の ア ル ゴ リズ ム ：

　　 Let　Xo　be　an 　initial　guess・and 　put　ro ＝b −AXo・

　　 Set β一1 ＝ 0，κ3R＝Xe，　 rgR ＝ro・

　　F ・・ k − O，・1，…until 　II・S5、1、 ／IL・9・RH 、
く E

。。 i．　d・ ・

　　 begin

　　P£
R ＝アε

R
÷ β々 司 P警，　　　　　　　　　　　　　　　　（2・1）

　　a
・
・認轟〕　　　 （・．・）

　　 贋 、

＝xER ＋ α
、pFR

　　 珊 1
＝ア憂

R 一
α画 享

R

　　13k・
〔

欝琴舞　　　　 （2．・）

　 　 end

た だ し
， 実際 に CR 法 を利用 す る と きに は，式（2．1）に

A を掛けて，ApER　・Ar
，

c’”
＋ fik一澗細 巴 と し，新 しい ベ ク

トル 喫警＝ ApfR を導入 して 書 き変え，反復
一

回あた り

の 行列 ベ ク トル 積 の 演算回数を減らす．

　CR 法の 残差ベ ク トル rCR は k次の 多項式R （A ）に よ っ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

て次の よ うに表す こ とが で きる．

rfR ＝R〆A）・
。
・ （2．4）

た だ し，残差多項式 R
，
（A ）は Lanczos 多項式 と呼ば れ

，

以 下 の 漸化式 を 満 た す
ω ．

R
。〔λ）＝1，R 氏λ）＝1一α

 
λ，

Rkテ、（λ｝＝〔1 ＋ α 鳶傷一ak λ）Rk〔λ）一儀 薨三÷Rk＿1 （λ）・
た＝1，2，．．

また，ベ ク トル pER も多項式 P
，
（A ）を用 い て

pfR 　＝　Pk〔A）ro （2．5）

と表さ れ る．た だ し，多項式 R
，（A）および P

，
（A）は 次 の

関係 を満 た す．

　　　 Rlt．1 （A ｝＝R
、（A）　

一
　cx

，
AP

，
　（A｝，

　　　 Pk
＋ 1（A ）＝Rk

＋ 1（A ）＋ 13
，
i）

k （A）・

3．　 残差 2 乗 型共役残差法

　本節 で は，CR 法の 残差ベ ク トル の 2乗で 残差が定義

され る実対称行列 の ため の 解法 を導出す る．

　次 の よ うに残差 ベ ク トル rk が CR 法 の 残差多項式 の

2乗 で 定 義 され る解 法 を 考える 。

rk ：＝RI‘　〈A）ro ． （3，1）
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CR 法の 解，残差 ベ ク トル を更新
．
す る漸化式 は CG 法 と

同 じで あ る こ と，お よ び CGS 法 は CG 法 の 残差ベ ク ト

ル の 2 乗 で 定義 さ れ て い る解法で あ る こ とに 着目すれ

ば，提案す る解法 の 解，残差ベ ク トル を 更新す る た め

の 漸化式 は CGs 法 と同 じで ある ．すなわ ち，ア ル ゴ リ

ズ ム を作成す る た め に は残差多項式 磯（A）を更新す る

必 要 が あ る た め，多項式珊 ． 1 （A ），Rk
． i （A ）Pμ ），贋． 、

（A），
R

，
（A ）P

，
（A ）に 関す る 更新式 を導 く必要 が あ る 軌

こ れ らの 多項式 を補助 ベ ク トル q 、，r 、 ，PA ，uk に よ っ て

　　　 q 、
：− R

、 ． 1 い夙   ・
。
，　 　 　 （32 ）

rk ：＝ R〜（A）ro ，

Pk：＝R 量（A ）re ，

（3．3）

（3．4 ）

　　　 Uk ：；　Rk （A ）P ，（A）r 〔炉　　　　　　 （3，5）

と定義す る と
，
CGS 法同様 ベ ク トル qk，Xk ，rk ，Pk，uk

の 満 たす漸化式 は

q，

＝ Uk 一α
、軌 ，

x
、，L

＝Xk ＋ α
、 叺 ＋ q，），

rk
＋ 1
＝rk 一α

kA （Uk ＋
臨 ），

Pk ＋ 、

＝Uk
＋ 1

＋fik　（qk＋ β、
　P ，

），

Uk
＋ 1

＝ rk
＋ 1

＋ II、qk

となる．

　次に，多項式の パ ラ メ ータ α
、
，焼 の 計算式を定め る ．

まず，CR 法の パ ラ メ ータ 偽 は式 （2．2）に よ っ て表さ

れ る の で ，式 （2．4），（25 ）の 多項式 Rk（A ），Pk（A ）を用 い

て

　　　　　　〔ARk 〔A ）ro，　Rk〔A ｝r〔｝）
　 　 　 α k

＝
　　　　　　〔APk　CA｝ro，　APk 〔A ｝　r｛｝）

と書け る。こ こ で，係数行列A が 対称で あ る こ とに着

目す れ ば，パ ラ メ
ータ 偽 は，次の よ うに 書 き変 える こ

とが で きる．

　　　　　　〔ARI 〔A ）ro，　ro）
　 　 　 儀

＝

　　　　　　〔Apl 〔A 〕ro，　Ar〔1〕
’

し たが っ て ，sym −CRS 法 の
佑

の 計算方法 は式（3．3），

（3，4）で 定義 した ベ ク トル rk，　pk を用 い て次の ように与

え ら れ る ．

　　　　　　〔Ark，r 〔1）
　 　 　 α「k

＝
　　　　　　（APk ，Aro）

’

さ ら に，CR 法の ア ル ゴ リズ ム で 得ら れ る ベ ク トル r『
R，

媛
R は 次の 性質 を満 た す 蹴

（畷
R
，Ap £

R
）＝吻 fR，A ・ε

R
）， （3．6）

〔A ・fR，・ 野
R
）＝晦

〕R
，P 尸

く

）・ （3，7）

こ れ ら の 性質を利用す る と，式（2，2）は

　　　　　　 〔A ・：
R
，・llR）　 （A ・ER，pER ｝

　　　
α

「 Aρ1・R，Aps ・

［ ApE ・

，ApER〕

　　　　　　 〔A・ER，　rffR）　 〔ArffR，　P 竃
R

）

　　　　　　〔A ・FR，　ApfR〕 〔嵯
R
，Ap 量

R
）

と変形 で き る，した が っ て ，最終 的 に，sym −CRS 法 の

儀 の 計算方法 は 式（3．3＞一（3．5）で 定義 した ベ ク トル   ，pk

お よ び uk を用 い て 次の よ うな 4 種類 の 計算方法が 与え

られ る．

　　　　　　 〔Ark，r −）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．8）　 　 　 αk

＝
　　　　　　（APk ，Aro）

　　　　　「絵瀦 　 　 　 （… ）

　　　　　　 〔AUk ，ro ）　　〔AUk ，ro｝
　　　　　　〔APk ，Aro｝　 〔Au ，，Aro｝

’

　次 に，パ ラ メ ータ β々 につ い て 考える ．式（3．6），（3，7）

よ り，
．
式（2．3）は次の ように変形 で きる，

　　　！・k ・
（
讖麟

）・〔

欝諾｝
｝

　　　　　　 〔A ・f撃い
ApER 〕　 〔罐 §pA 〃11R）

　　　　　
一

ゆ 忌
R．Ap 牙

R
厂 　〔ApER ，　ArER ）

’

した が っ て ，sym −CRS 法の β，
の 計算方法 は 式（3．2）一

（3，5）で 定義 した ベ ク トル qk，rk ，Pk お よ び Uk を用 い て

次 の よ うに 与え られ る ，

！3k−
〔
篇綜

〕

　　 〔ん
凾
k＋1，ro ｝ （Agk ，Aro〕

（3，10）

〔Aqk ，Are ）

（AUk ，ro 〕 〔APk，Ar〔）〕 （AUk，Aroジ

以 上 ，監 ，βk
の 計算方法 の 紅 み 合わ せ は合計 16通 り考

え られ る．

　しか し，α
p βk

を計算す る組 み 合わ せ を考察す る と

き，内積 の 演 算量 が 2回 で あ る場 合 が 最 も少 な く，そ れ

に該当す る の は式 （3．8）一（3．10）を用 い た 場合で あ る，た

だ し，式 （3．8＞一（3，10）を計算す る 場合，次 の 変形 を行 う

こ と に よ っ て ，新 た に 行列ベ ク トル 積 を計算す る こ と

を避け，演算量 の 増加を抑 える よ うに した，

　 （Ark，r 。）＝（rk，Aro）， 〔A 配
u
　A ア

o）＝ （Uk ，A2ro）・

　以 上，パ ラ メ
ータ の 計算方法 お よ び演算量 を考慮す

る と，提案す る sym −CRS 法 の ア ル ゴ リ ズ ム は次 の よ う

に まとめ られ る。こ こ で，sym −CRS 法〔version 　l）の ア

ル ゴ リ．ズ ム は，文献P で 提案 され た CRS 法を実対称行

列 に 適用 し，か つ 初期 シ ャ ドゥ 残差 ベ ク トル を rも＝r
。
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表 1　 反復
一

回あ た りの 演算量

methQdmatrix −vcctorinner 　productadd 　or　scaling

　　 CG

　　 CRsym

＿CRS

ll2 222 6813

と設定 した 場合 と一
致す る．

sym ＿CRS 法 の ア ル ゴ リズ ム ：

　　 Let 　xo 　be　an 　jnitial　guess，　and 　put　ro ＝b −Axo．

　　 Set　u
。

＝Pll＝r
。
，　Aρ。

＝Ar
。
・

　　F・ r　 k ・O，・1，…until 　11r、．lll ， ／II・
。
11，

く ・
，。、

　d ・ ・

　　 begin

　　ak ・
，雛 1、蜘 1・・ r

〔隠 i｝〔一 ・・

　　 q、
　＝ 　u

、
　
一

　a
、
　APk

　　   1 … Xk ＋ α 幽 ＋ qlt）

　　   ÷1
＝rk ＋ α

kA 〔Uk ＋ 9，）

β・
一鴇 蔚

〕

　　 Uk ．1
：・

　rk
． i

＋ β漁

　　 Pk＋、

＝Uk ＋1
＋ β丸（9k＋ 夙ρρ

　 　 end

　CG 法，　 CR 法，　 sym −CRS 法の 反復
…

回あ た りの 行列

べ ク 1・ル 積（matrix −vector ），内積（inner　product），ベ ク

トル ど う しの 和，また はベ ク トル の ス カ ラ
ー
倍 （add 　c）r

scaling ）を表 1 に まとめ る ．

4． 数値実験

　本節 で は，偏微分方程式を離散化 した と き に 得 ら れ

る 正定 値 実 対 称行列，お よび デ
ータベ ー

ス に 収納 され

て い る正 定値実対称行列 ， 定値性 の ない 実対称行列を

取 り上 げ，CG 法，　 CR 法，　 sym −CRS 法 の 収 束性 を比 較

す る．さ ら に，複素対称行列 を取 り上 げ，sym −CRS 法

の 収束性を検証 す る．

　4．1，4，3 小 節 の 数値実験 は PC −AT 互 換機 （Pentium

Xeon 　3，06GHz ）に お い て 富士通 Fortranコ ンパ イ ラ ver −

siQn 　4（コ ン パ イル オプシ ョ ン は一Kfast），また 4，2小節の

数値実験 は PC −AT 互換機（Pentium 　43 ．2GHz ）に お い て

Intel　Fortranコ ン パ イ ラ verslon 　7，1（コ ン パ イル オ プ シ ョ

ン は一〇3）の 倍精 度浮動小数点演算 に よっ て 実行 され た ．

初期解 ベ ク トル x
。
に は一

様乱数 収束判定条件は ∈
T。 i．

；10−s を採用 した．

　 4．1 数値例 1

　正 方形 領域 Ω ＝（O，1）X （O，1）に お い て 次 の 偏微分方

程式 の 離散近似解を求め る Is ），

F＝ 0．1
　［：］
A＝0」

A ； 10
＝ 　　．

ケ
ー

ス A （caseA ）

F＝ 0．1
［］

A ＝10A

＝ 02

ケ
ース B 　（caseB ）

図 1　 関数 A と F 〔x ，），｝の 値 の 分布

表 2　各 解法 の 所要反 復 回数，計 算時 間 （比 率〉，真の 相 対

　　 残差 ノ ルム

CG CR sym ＿CRS
　　　　　　Iterations

case 　A 　 　Time

　　　　　　True　res ，

　　　13871

．299 〔0．8D
　　　−8．0

　　　1246L67

巨 LO4）
　　　＿8．0

　　　 829L604

（1．0〔〕）
　　　−8．0

　　　　　　Iterations
case 　B　　Time

　　　　　　True　res ，

　　　23772

．161 〔1，1巴｝
　　　−8．0

　　　 19582

．609 〔L42 ）

　　　−8．0

　　　 9301

．828 〔1．00）
　　　−8．0

一（砥 ）x
−（亀 ），1

ニF 〔ろ y ）・

境 界 条 件 は ，Dirichlet条 件

・L．。

・1，・・ 1．．，

− 1夙．。

・夙 ．1 ・ 

（4．1）

を 課す ．式 〔4．1）の 関 数 A 〔兀 ，y），F （．x，．）1）の 値 を図 1に 示

す よ うな 2 種類 の 分布（ケ
ー

ス A ，B 〔case 　A，　B ））に変化

させ た ，また，関 数 F （x，　）’）は 点 線 で 囲 ま れ た 領域 の 外

で は 0 とす る．

　式（斗．1）の 境界値問題 に 対 して 領域全体を x，y 両方向

に 12g（＝M ＋ 1）等分 して ，両方向 と もに等間隔で 離散

近似 して 得 られ た 大きさ M コ× M1 の 正 定値実対称行列

を係数 に持 つ 線形方程 式を CG 法，　 CR 法お よ び提案す

る syln −CRS 法 に よ っ て 解 く．

　収朿す る まで に．各解法が 要 した 反復回数（lteratiOns），

計算時間（Time （second ）），お よ び 収束 した時 点 の 真 の

相対残差 ノ ル ム （True　res．：logi
。
（11b−Ax

々
［1
，
／Hb− Ax

。
112））

を表 2 に示す．こ こ で ，表2 に 示 さ れ た syrn ＿CRS 法の

計 算 結 果 は，2つ の パ ラ メ
ータ altの 計算方法 の うちで ，

計算時間の 短 い 方 （ケ
ー

ス A で は version 　 1，ケ
ー

ス B で

は version 　2 を使用）の 結果 を載せ て い る．さ らに，　 CG

法 ，
CR 法 ，

　 sym ＿CRS 法を比 較 し た収束履歴 を図 2 に 示

す．た だ し，グ ラ フ の 縦 軸 は相対残差 ノル ム （togL
。
（1レ

，11，

／1レ
。
ll
、
）），横 軸 は 反復 回数 で あ る．
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匚

藷
　
　

剛

＼．

−6 ＼
　 　 　 　 　 　 1

：i⊥ 一 ⊥ 一 ＿ ＿ 」
　 0　　　　　　　　 500　　　　　　　 1000　　　　　　　1500　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2000
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1terations

10

．1

老

　　　
3
　
　
　　
4

【
億；
η一ω
Φヒ
 〉一一響コ　 
匡

ド
　 　 　 　 　 　 ヒ

1：1− ⊥＼⊥二二
　 　 　 　 500 　　　　　　　　 1000　　　　　　　　1500
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1teratlon＄

　 8曾
sym 　CRS

2500　　　　 0 20DO 2500

図 2　関数 A の 分布 がケ
ー

ス A の 場合 （左図），ケ
ース B の 場合 佑 図）の 収束 履歴

［結果］

　表 2 お よ び 図 2か ら次 の こ と を述 べ る こ とが で きる ．

sym −CRS 法 の 所要反復回数 は ，　CG 法，　CR 法の お よ そ

40 −60％ 程度 で ，CG 法，　 CR 法よ り少な い 反復回数で

収束する ．また ，sym −CRS 法の 計算時間 は CR 法 と 同

程度 か，短縮 さ れ た．さ ら に，CG 法 の 計算時間 と比較

する と き，20％程度長 くか か る場合 と短縮 さ れ る場合

が あ っ た．以上 ， sym ＿CRS 法の 残差多項式 の 係数が CR

法 に基づ い て 計算 され て い る こ とを 考慮す る と，CR 法

の 収 束 性 を改善 して い る と言 える ，また，計算時間の

点で もCG 法，　CR 法よ り も有効で あ る場合 が あ る と言

える ．

　 こ こ で 参考の た め
， 残差 が CG 法 の 残 差 ベ ク トル の 2

乗で定義 され る CGS 法 の 計算結果 を掲載す る．所要反

復回数，お よび 計 算 時 問 は，ケ
ー

ス A の 場合 に 801 回，

1．559sec，，ケ ース B の 場合 に 1279回，2．486 　sec ．で あ っ

た．

　 4．2 数値例 2

　Matrix　Market，　Tim 　Davis’　collection 　3・41iに 収納 され て

い る 正 定値実対称行列 BCSSTKO8 ，　 BCSSTK18 ，

BCSSTK25 ，お よ び定値性の な い 実対称行列 t3dh＿e を

取 り上 げる，そ れ ら の 問題 の 係数行列は表 3 に 示 され

た 特徴 を持 つ ，た だ し，表 3 に お ける n は係数行列 の

次元数，nnz は非零要素数，　 spd は対称正定値 で あ るか

否か を示 す，表 3 に 示 さ れ た行列を係数 に持 つ 線形 方

程式 を CG 法，　 CR 法，　 sym ＿CRS 法 に よ っ て 解 く．

　収束す る ま で に 各解法 が 要 した反復回数（lterations），

計算時問 （Tim 。 （second ）），お よ び 収束 した 時点 の 真 の

相対残差 ノ ル ム log
，。
（11b− Ax

，1L／11　b −Ar
。II2）（True　res．）

を表 4 に示す．こ こ で，表 4に 示された sym −CRS 法の

計算結果 は，2つ の パ ラ メータ （Xkの 計算方法 の うちで ，

表 3 係数行 列の 特徴

Matrlx n 　　　　　　 nnz 　　　 spd

BCSSTKO81 、074　　　　　　　12，960　　　　　yes
BCSSTKI8 生1，948　　　　　　149，090　　　　　yes
BCSSTK25 】5，439　　　　　　252241 　　　　　yes

t3dhe 79．171　　　　 4，352，105　　　　　no

表 4 各解 法の 所要 反 復回数，計算時 間（比 率 ），真の 相対

　 　 残差 ノ ル ム

CG CR sym ＿CRS
11erations145 140 122

BCSSTKD8 　 Time0 ．（12 〔2、00） 0，01 （1．00） 0．OlU ．00）
True　res， 一8，0 一8．0 一8．0
Iterations1007 823 582

BCSSTKI8 　 Time0 ．80 〔0．78＞ 0，72 （0．70） 1．02 〔LOO）

Tnle　res． 一8．0 一8，D 一8． 
Iterations9297 2958 2028

BCSSTK25 　 Time11 ．22 〔2．】4＞ 3．92 （0．75） 523 （1．00）
True［

’
es ， 一8．0 一8．0 一8．0

lterations1523 842 629

t3dh　e 　　 Time　　　一 14，86 （1、00） 10．37 （0．70）14．80 （1．00）
T ［ueres ． 一8．0 ＿8．0 一8．0

計算時間の 短い 方 （version 　l を使用 ）の結果 を載せ て い

る．

［結果ユ

　表 4 か ら次 の こ と を述 べ る こ とがで きる ．sym ＿CRS

法 の 所要 反復回数 は，CG 法，　 CR 法 よ り少 な い 反復 回

数で 収束する ，した が っ て ，sym ＿CRS 法 の 残差多項式

の 係数が CR 法 に 基 づ い て 計算され て い る こ とを考慮す

る と，CR 法 の 収束性を改善 して い る と言 え る．また，

sym −cRs 法の 計算時間は，行列 BcssTKo8 ，BcssTK25 ，
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t3dh−e にお い て CG 法 と 同程 度 か，また は 短 縮 され た ．

一
方，CR 法の 計算時間 と比 較す る と，sym −CRS 法の 計

算時間 は CR 法 と同程度か ，ま た は 長 くか か っ た．す な

わ ち，デ
ー

タ ベ ー
ス に 収納 され て い る 行列 を取 り Lげ

た場合の 計算時間に つ い て は，CR 法がもっ と も有効 で

あ り，次 い で sym ＿CRS 法 で あ っ た，

　参考の た め，CGS 法 の 計算結果 を掲載する，所要反

復回数，お よび計算時間 は，BCSSTKO8 の 場合 に ll9 圓，

0，01sec ．，　 BCSSTKI8 の 場合 に 900 回 ，1．75　 sec ．，

BCSSTK25 の 場合 に 12306 回，35．O　sec ，，　 t3dh＿e の 場合

に 975 回，36．3sec．で あ っ た．

　 4．3 数値例 3

　正 方形領域 Ω ＝ （0，π）× （0，π）に おい て，次の Helmh 〔⊃1tz

方程式 の 離散近 似 解 を求 め る 2），た だ し，波 数 σ は 05 ，

L5 とす る．

　　　 ∂
2tt

　 ∂  ∫　 。
　　　扉

＋
∂。

2
＋ σ

’
tt ＝ °・ °＜ x・y ＜ π ・ （4・2）

境界条件 は次 の よ うな 条件 を課す
2・／，

駄 ．。
・・iV

［tt−1… 老，

・
ゾ へ后

＝II　u　ix．。
・o，

唄 y．o
；o・

κ ly。π
二〇，

Neuman11条件，

放射条件，

Neumann 条件，

Dirichlet条件，

た だ し，i2＝−1で あ る ，また ， 線形方程式 （1．1）の 右

辺 項 は式 （4．2）の 厳密解 鼠κ，y）＝exp 〈i　 σ
2＿lf4x ）

cosy ！2 を 与えて計 算す る．

　式 〔4．2）の 境界値問題 に対 して 領域全体を x，r
’
両方向

に ］00（；M ）等分 して，両方向と も に 等間隔で 5 点中心

差分で 離散近似 して 得 られ た大 き さ （M ＋ 1P × M2 の 複

素対称行列 （A ＝ AT，　A≠AH）を持 つ 線形方程式 をCG 法，

CR 法，　 sym ＿CRS 法 に よ っ て 解 く．

　収束す る まで に各解法 が 要 した 反復同数〔lterations），

計算時 間 （Time 〔second ）），お よび収束 した時点 の 真 の

相対残差 ノ ル ム （True　res、：Iogl
。
（Ilb−hr

，
11
、
／］l　b− Ar

，
1L））

を表 5 に 示す，こ こ で ，表 5 に 示 さ れ た symrCRS 法の

計算結 果 は，2つ の パ ラ メ
ー

タ （複
の 計算方法 の うちで ，

計算時間 の 短 い 方（version 　1 を使用）の 結果を載せ て い

る．さ ら に，CG 法，　 CR 法，　 sym −CRS 法を比較した 収

束履歴 を図 3 に 示す．た だ し
，

グ ラ フ の 縦軸 は相対残

差ノ ル ム （iogio（llr
”
ll2／1［r

。
1［，））， 横軸 は 反復回数で あ る ．

また，最大反復 圓数を 3000回 と設定し，3000 回で 収束

しな い 場合 は 反復 を 強制的 に終了 し た．

［結果］

　複素対称行列 を取 り上 げた ．そ の 結果，表 5，お よ び

図 3 か ら次の こ とを述 べ る こ とが で きる，波数が O．5の

場合，すべ て の 解法が 収束 し，CR 法 の 計算時間が もっ

と も短か っ た．ま た
， 波数 が 15 の 場合 ，

CG 法 CR 法

は収束 しな か っ た．一方，sym ＿CRS 法 の 残差多項式 の

係 数 は CR 法 に基 づ い て 計 算 さ れ て い る に も拘 わ らず，

収束 した，以 上，CG 法，　CR 法，　 sym ＿CRS 法は 複素対

称行列 を係数 に持 つ 線形方程式 に有効な場合 が あ る こ

とが わか っ た．

表 5　各解法の 所要反 復回 数，計算時 間 （比率），真の 相対

　 　 残 差 ノ ル ム

CG CR sym −CRS
　　　　　　　Iter轟tions

σ ≡ ．5　 Time

　　　　　　　Tfue　res「

　　　　6100

．744 （1．05）
　　　　−8． 

　　　　3800

，518 （0、73＞
　　　　−8．0

　　　　2800
．705 匂、00）

　　　　＿8．o

　　　　　　　Ite1・aUons
σ
＝L5　 Time

　　　　　　　Tlue　res ，

NO　CQnveIgence

　　　　　−

　　　　　1．9

NOC 。nvelgence

　　　　　−

　　　　−3，0

497L226

−8，3
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図 3　波 数 05 の 場合 〔左図）．15 の 場合 （右 図）の 各解法 の 収 束履歴
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　sym −CRS 法 と CR 法 の パ ラ メ
ータ は，共 に 数学的 に

同値な条件から導 き出 されて い る が，実際の 計算方法

は 異 な る．そ れ ゆ え，sym −CRS 法 が 収束する
一
方 で CR

法が 収束 しな い 場合が 起 こ る の だ と 推測 で きる ．付録

に ，sym −CRS 法，　CR 法 の 1回目か ら 100回 目の 反復で

得 られ た 11　a ，11、 ，1［β、il，
の 値 を示す．　cR 法，・ym −cRs 法

が ともに収束す る場合 に は，2 つ の 解法の Ha，11、 ，llβ，11三

の 値が 近い の に対 して，sym −CRS 法 が 収束す る
一

方で

CR 法が収束しない 場合 に は，2 つ の 解法の 11α
，
112，11　p，

ll
，

の 値が大 きく．異な る こ とが わ か る．

　参考の た め，CGS 法 の 計算結果 を掲載す る ，所要反

復回数，お よび 計算時問 は，波数が 0．5の 場合 に 270 回，

0．684sec．，波数が 1．5の 場合 に 492 回，1．226　sec ．で あ っ

た ．

　最後に，複素対称行列を係数 に持つ 線形方程式 に対 し

て 有効 な Conjugate　Orthogonal　CG 　method （COCG 法）
i6）

が開発され て い る こ と を付記す る．

5．　 ま とめ

　CR 法 に 基づ く実対称 な線形方程式の ため の 積型 反復

解法，す な わ ち CR 法の 残差ベ ク トル の 2乗 で 残差 が 定

義さ れ る sym ＿CRS 法を提案 した．数値実験で は ， 偏微

分方程式を離散化 した ときに得られ る正定値実対称行

列，複素対称行列 ，さ ら に データベ ース に 収 納 され て

い る 正定値実対称行列，定値性 の な い 実対称行列 を取

り上 げ，収束性 を検証 した ．そ の 結果，sym ＿CRS 法 は

CG 法，　CR 法よ り少な い 反復回数で 収束す る ，また は

CG 法，　 CR 法が収束しな い 問題 に対して 収束す る こ と

か ら
，

sym ＿CRs 法 は収束性 の 点 で CG 法，　CR 法 よ り優

れ て い る と言 える，さらに ， 取 り上げた 8つ の 数値例 の

うち 4 つ に お い て，sym −CRs 法 の 計算時間は CR 法 よ

り短い か ，同程度で あ っ た ．また ，取 り上 げた 8 つ の 数

値例 の うち 6つ に お い て，sym ＿CRS 法の 計算時間 は CG

法 よ り短 い か，ま た は 同程度 で あ っ た．した が っ て ，計

算時間の 点で もCG 法 ，
　 CR 法 よ りも有効 で ある 場合 が

あ る と 言える ，
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