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1．　 は じめに

　本稿 で は 連 立 1次方程式 の 直接解法 の 並 列化手法 に

つ い て 述べ る．電磁界 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を有 限 要素法

（FEM ）あ る い は境界要 素 法 （BEM ＞ま た は モ
ー

メ ン ト法

（MoM ＞で 行 う場合，最終的 に は 連 立 1次方程式 を解 く

こ と に な る ，FEM で は 疎行列 を，　 BEM や MoM で は 密

行列を扱 う，

　疎行列の 直接解法の 問 題 Aκ
＝b が ，密行列 の 問 題 と

もっ と も異な る と こ ろ は，順序付 け（ordering ）に よ っ て

演算量 が大きく変化す る点 で ある．こ れは消去 の 過程

で ，A で は ゼ ロ の 項が 非 ゼ ロ に変 わ る フ ィ ル イ ン項の 数

が
， 順序付け に よ っ て 大 き く変化す る か らで あ る．正

方形領域を格子状 に メ ッ シ ュ 切 り して 離散化 され た 問

題 で は，問 題 の 次 lk　n に対 す る演 算 量 は，素朴 な順 序

で は 0 （n2 ）で ある が，最適 に 近 い 順序付けが 実現され る

と 0 （
　 15n

）に まで 削減す る こ とが で きる ．しか しそ れ で

も なお ，大規模 な 問題 に対す る 直接解法の 最大の 問 題

は フ ィ ル イ ン で あ る．現 代の 大容 量 メ モ リ を搭載 した

並 列計算機 で も，フ ィ ル イ ン の た め に ，実際 に 解 く こ

との で きる 問題 の 規模が計算機 の キ ャ パ シ テ ィ に制限

され る．

　直接 解 法 の 利 点 は，係 数 行 列 の
一

部 や 境 界 条 件 を変

更 して 解 き直す よ うな場合 に，前回 の 三角分解 の 結果

’　 芝浦工 業大 学 シ ス テ ム 工 学部電 子 情報 シ ス テ ム 学科

　 Dept．　of 　Eleclronic　lnfermation　Systems，　Celtege　of　Systems

　 Engineering，　Shibaura　lnstitute　of 　Technology

を利用 して 少ない 演算数で 解 を得 る こ とが で きる柔軟

性 に あ る．また 非常 に 多くの 右辺 ベ ク トル に対 して 解

を 求め る よ うな 場合 も便利 で あ る．こ れ に 対 す る 間接

解法で ある が，前処理 つ き共役勾配法 の 長所 は，フ ィ

ル イ ン に 影響 され な い こ と ，つ まりメ モ リサ イ ズ が 基

本 的 に疎行列 の 非ゼ ロ 要素数 に 依存す る 容 量 で 解 け る

こ と，解 が 順 調 に 収束す る 好条件の 問 題 で は演算量 の

オーダーが 0 （n ）に 近 く， 直接解法 に 比 して 格段 に 少 な

い こ と が あげ ら れ る．反対 に 短所 は
， 解法が右辺 に 依

存す る こ と で あ る．つ ま り右辺 ベ ク トル が 変 わ る と初

め から解 き直 さな くて はならない ．係数行列 の
一

部 が

変更され た場合で も，前回 の 解法 の 経過 を利用 で きな

い の で，基 本的 に 右辺 ベ ク トル ご とに解 くこ とに な る．

こ の よ うな解法 の 比較を考慮す る と，計算機 の キ ャ パ

シ テ ィ の 将 来 性 や 解 くべ き問 題の 性質 に 応 じて ，現 在

で も直接解法の ア ル ゴ リズ ム を知 っ て お くこ とは有益

で ある と考 え る．

　次章で 順序付け の 問 題 を概観す る ．3 章で 疎行列 を 係

数行列 とす る 連立 1次方程式 の 直接解法 を 行 うラ イブ

ラ リで ある WSMP （Watson 　Sparse　Matrix　Package）の 対

称行列用 ラ イ ブ ラ リを紹介す る．4 章 で，直接解法に

よ っ て 正 則 で は な い か も し れ な い 行列 を，軸選 択

（pivoting）に よ っ て ど の よ うに 扱うか を考 え て み る ．5

章で，密行列 を BiCG 法を局所前処理 を合 わ せ て 解 く

EMSurf の 例 を 紹介す る ，前処 理 行列 は 部分領域 だ けの

係数行列に なる の で，こ こ に直接法を用 い る．最後 に

ま とめ を述 べ る．
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2． 順序付 けと計算量の 関係

　 2，1 疎行列 の 順序付 けの概要

　疎 行列 の 一三角分 解 の 演算 回 数 を少 な くす る順 序 付 け

の 問題 は 1970年代 か ら活発 に研究され た が 11・，ベ ク ト

ル 型ス
ーパ ー

コ ン ピ ュ
ー

タ の 影響 で ド火 に な っ た，ベ

ク トル 計算機で は ，演算数をた と え 10分 の 1 に 減ら し

て も，そ の 順 序 を実 現 す る計算方法が ベ ク トル 化 さ れ

な け れ ば，加速率が 10倍以 上 あ る ベ ク トル 計算機 で は

その 効果 は打ち消 され る．こ の た め 多少演算数が多 く

とも，ベ ク トル 化可能な帯行列 ソ ル バ
ー

や ス カ イラ イ

ン 法が 好 ま れ た．こ れ らの 計算方法 に 適 した 順序付 け

ス キー
ム が ，カ ッ トヒ ル

・
マ ッ キー

法，逆 カ ッ トヒ ル
・

マ ッ キー法 で あ る．こ れ ら の 手法 は 通 常 ，もっ と も接

続の 少な い 節点か ら始め て ，そ の 節点 に接続す る 節点

（k 個 あ る とす る ）を 次 に （2 か ら k ＋ 1に ）番号付 けす る

こ と で
， 帯半幅の 拡大 を抑 え る ，次 の ス テ ッ プ は

，
こ

れらの k個 の 節点 の うちで ，も っ と も接続 の 少ない 節

点 を選 び，先 の ス テ ッ プ を繰 り返 す．こ の ス テ ッ プ を

全 節点 が 番 号付 け さ れ る ま で 繰 り返す の が カ ッ ト ヒ

ル
・

マ ッ キー
法で あ り，こ の 番号付 け を逆転す る の が

逆 カ ッ トヒ ル ・マ ッ キ
ー
法 で ある ，しか しこ の ア プ ロ ー

チ を大規模な 問題 に適用する と，行列 の まば ら さが失

わ れ，演算量 の 増加 を招 く，

　疎行列 の まば らさ をで きる 限 り保存す る順序付 けの

問 題 に お け る，最適 な順 序付 け を探 す 問 題 は NP 完奈

（Non −determinlstic　Polynomial　complete ）で あ る．そ こ で

ヒ ュ
ーリ ス テ ィ ッ ク を用い て ，最適 で は な い が 実用的

な解 を，現実的な時間内 に 見つ け る 方法 が 採 られ る．2

つ の 有効な ヒ ュ
ー

リ ス テ ィ ッ クが用い られて きた．最

小 次 数 順 序 （minimum 　degree　 ordering ）と グ ラ フ 分 割

（graph　partitioning）に 基 づ く方法 で ，後者 は解剖法順序

（nested 　dissection　ordering ，　 ND 法）と も呼 ば れ る ．

　最小次数順序法

　こ の 方法は，多くの 節点 に接続す る節点よ りも，少

な い 節点 に 接続す る 節点の ほ うが
，

そ の 節点 を消去 し

た と きに発生す る フ ィル イ ン が少ない と い う考え に基

づ い て い る．こ こ で の 接続 は，消去 の 過程 で 生 じた フ ィ

ル イ ン を含 め た もの な の で ，順序付 け ご とに 二 角分解

を シ ミ ュ レ
ー

トす る こ とが 必要 に な り，順序付けの 計

算時 間 は カ ッ ト ヒ ル ・マ ッ キー法 よ り．も長 く な る．具

体的 に は接続 の 少 な い 節点 を 消去 し，そ れ に よ っ て 更

新 さ れ る 接続 関 係 か ら，再 び 接続 の 少 ない もの を 選 ん

で ゆ く．こ の 操作 を繰 り返す こ とで 得 ら れ る 行列 は ，行

列全体 に非ゼ ロ 要素が散在す るが ，フ ィ ル イン は カ ッ

ト ヒ ル ・マ ッ キ ー
法 な どの 方 法 に よ る よ り もか な り少

なく抑え られ る．

　図 1 に 8 × 8 に メ ッ シ ュ 分割 した 正方形領域 に，最小

次数順序法の 番号付 け を適用 して 得 られ る行列 を 示 し

た ．図で 対角項 は ■ 印，行列 A の 非 ゼ ロ 要素 は ● 印，

フ ィ ル イ ン は o 印 で 示 した ，こ の 行 列 を三 角分 解す る

の に要す る計算量 は 5．6Ktlep（FLoating−point　OPerations，

浮動小数点演算命令 の 実行回数）で ，自然 な番号付け を

行 っ て 帯行列 と し た 場合 の 7．6Kflop よ りも少 な くな る ．
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図 1　最小次 数順序 法 に よ る 8x8 正 方形 領 域 の 行列
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図 2　番号付け とフ ィル イン

こ の 差 は 正 方形 領 域 の
一

辺 の メ ッ シ ュ 数 が 増 え る と増

加す る，

　 グ ラ フ 分割 に よ る 方法 （解剖法 ）

　 カ ッ トヒ ル ・マ ッ キ
ー

法 や 最 小 次 数 順 序 法 は ，接続

関係（グ ラ フ ）を局所的 に眺 め る の に対 し，解剖法 は接

続関係 を全 体的 に 眺 め る．ま ず，解析領 域 を 2 つ の 部分

領域 と，そ の 間 に 両 者 が直接接続 しな い よ うに 入 れ る

干渉領域 （セ パ レータ）の 3つ に分 割す る，節点順 序は，

分離 さ れ た境界節点 を 部分領域節点 の 後 に 入 れ る ．こ

の操作を，そ れ 以 ヒ分割が で きな くな る まで繰り返す．

　自然な順序での 演算量

　自然 な順序 で は 行列 A の 初期 の 非 ゼ ロ 要素 の 位置 は
，

対角項 とそ の 隣，お よ び帯 半幅 の 周 辺 に 限定 され る，こ

の 行 列 を 1行 目，2行 目，… と分 解 して ゆ く と，帯 半 幅

の 縁の 内側 に 最初 の フ ィ ル イ ン が 現 れ，計算 の 進行 と

と もに フ ィ ル イ ン が 新 た な フ ィ ル イ ン を生 む．消去が

正 方形領域 の 上 の 辺 の 全節点に及 ぶ と，そ の 行の 帯半

幅 の 内 側 は，初 期 の 非 ゼ ロ 項 と フ ィ ル イ ン で 埋 め ら れ

る ．い っ た ん 密 な行 が 形 成 され る と，後続 の 行 は す べ

て密 に なる の で，分解が終わ る と帯半幅 の 内側 に存在

した初期 の ゼ ロ 要素 は，最上部を除い て す べ て フ ィ ル

イ ン に変 わ る．演 算 量 は ，総 節 点 数 （行 列 の 次 tw〃ml ，帯

半幅 を m とす る と，m4 と見積 も る こ とが で きる．m と

総節点数 は n の 関 係 は m ＝m なの で ，演算量 は 総節点

数 n に対し て 0 （n2 ）で ある．

　解剖法順序 の フ ィ ル イ ン と演算量

　図2 の 例 は ，正方格子 の 座標値 を利用 し て 2 つ の 部分

領 域 に 分 割 し た．部 分 領域 の 内部 の 節点 を先 に ，境界

節点 を後回 し に 番 弓
’
付けす る．

　 こ こ で 節点 1か ら 36 まで を （イ タ リ ッ ク 体 で ）1，節

点 37 か ら 72 まで を 2 ，節点 73 か ら 81 を 3 と グ ル
ー

プ

化す る．グ ル ープ i に含まれ る節点は ，グ ル ープ 2 に

は 直接接 続 し て い な い （連成が な い ）．こ の こ と は グ

ル
ープ番号 を添字 と した 小行列で は

，
A

，2
が ゼ ロ 行列で

ある こ とが 対応 して い る．こ れ が グル
ー

プ J と 2 の 並

列性で あ る．

　もうひ とつ の 重要な性質は A23の プ ロ フ ァ イル形状の

保存で あ る，こ れ は 図 2の 右 で は，ハ ッ チ ン グ で 示 した

AiSの 非 ゼ ロ 要素 は，図 で 網 か け した A23の 部分 に フ ィ

ル イン を生み 出さない か ら で あ る ．

　 こ の 分 割 を繰 り返 す こ と で 並 列 に 消去 で きる 領 域 を

増 や して ゆ く．図 3 で は 分割 を 2 回繰 り返 して 4 つ の 部

分領域 に 分けた ，対 応 す る行列 を右 に示 し たが ，縁付 き

の ブ ロ ッ ク 対角行列が再帰的 に 作 ら れ る ．2回 分割す る

と4つ の 独立 した 領域 が 形成 され る．p 回 の 分割で 2P の

独立 した 領域 が で きる．k ウ ェ イ の 並列性 を作り出 す た

め に は
，
log

，
　k　［a の 分割 を再帰的 に 行 う

1．

1 図 3の 疎 行列 の 形 状 は，分散 メ モ リ型 の 並列 計算機 には

あ ま り意 味 が な い ．この 行 列 を 4 ウ ェ イで 解 く な ら，4

つ の 独 立 した 対角 位 置の 小行 列 は 同時 に 分解 され て ゆ

き，それ ぞ れ の 縁 の 疎 行列 も2 ウ ェ イの 並列 性 を持 っ て

い る．三 角 行列 L は分 解 され た 状 態 の メ モ リ 位置 で次 の

ス テ ッ プの 代 入計算 に渡 され る な ら（L を外部の シ
ー

ケ

ン シ ャ ル ・フ ァ イ ル に 保存 して ，分解 した 時 とは 異 なる

並列 度 あ る い は逐 次計算 で 使用 す る の で な け れ ば ）L の

内部 フ ォ
ーマ ソ トは

一
般 にユ ーザ は知 る必要 がない ．
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図 3　正方 形 領 域 に 対 す る 2 回 の 分 割 と対 応す る 疎行列

表 t　反復 回数 と演算数 〔Mflop 値 ）

現 024681012

3264128L218

．

276 ．

．679

．5143

．

．597

，4102

．

．484954

．

，464

，340

．

一

4．237

．

一

冖

37．

　図 3で は 8 × 8 の 格子 に 対 して 2 回 の 分 割 を行 っ たが ，

32× 32に対 して 2同の 分割 を行 うと，LU 分解 に 要す る

演算量 は 半分 近 くに な る，分 割 回 数を4 回，6 回，8 回 と

増 や して ゆ くと，自然 な順序 の 38％ ほ どに 減 らせ る 1〕．

こ の 効果 は 格子 が 細 か くなれ ば さら に 大 きくな り，」28

× 128 の 格子 に 対 し て 10 回 分割す る と 13％ ま で 減少す

る （表 t）．

3． WSMP の ア ル ゴ リズム

　WSMP （Watson 　Sparse　Matrix　Package）は ミ ネソ タ大学

で Kumar 教 授 に 師 事 し た Anshul 　Gupta に よ っ て 開発 さ

れ た パ ッ ケ ージ で ，対称行列用 と一
般行列用が ある コ）．

現在 は IBM の α ワ
ー

ク ス か ら ダ ウ ン ロ ード ロ∫能 で
，

IBM の AIX 環 境，　IA32 の Linux 環 境，　IA64 の SGI 　Altix

環境な ど複数の 環境で稼動す る．

　　　http：〃www −users ．cs．umn ．edul 〜agupta ／wsmp

Fortranまた は C か ら呼 び 出せ る ラ イブ ラ リで
， 順序付

け（ordering ），シ ン ボ リ ッ ク 分解（syrnbo ］ic　factorization），

数値分解 （numerical 　factorization＞，代 人 （triangular

solves ），解 の 改良（iterative　refinement ）の 5 つ の タ ス クか

ら な る．対称行列用 も
一

般行列用 も，逐次 お よ び SMP

並列計算機 用 の 版 と，分 散メ モ リ型 並 列計算機 用 の 版

（MPI 版）を持 つ
1．軸 選 択 は，対称行列 用 は Bunch 　and

Kaufman の ア ル ゴ リ ズ ム に よ る 対角軸選択 （diagonal

pivoting）が 用 い ら れ，
一

般行列用 は rook 　pivotingが用 い

られ る ．こ れ らの 軸 選 択 は，閾値 （threshold ＞をユ ーザ が

与え る と，対
．
角項 の 絶対値 が こ れ よ りも小 さ い と きに

軸選択を行 う．なお，MPI 版 で は軸選択機能 が な い ．本

章で は 対称行列用 の MPI 版 の ア ル ゴ リズ ム を紹介す る．

　3．t 順序付け（ordering ）ア ル ゴ リズ 厶

　 前章で は規則的 な構造 を 持つ 問題 に 対 して 解剖法 を

適用 して，フ ィ ル イ ン が少 なくな る こ と，演算量を削

減で きる こ とを説 明 し たが ，本節で は WSMP の 方法を

例 に ，有限要素法 （FEM ）や 有限体積法（FVM ），あ る い

は線形計画法 （LP）などで 使用 され る不規則 な（非構造

メ ッ シ ュ か ら生 み 出 され る ）疎 行 列 に対 して ，再 帰 的 な

グ ラ フ 分割 を行う方法を紹介す る．こ こ で は グ ラ フ 理

論 に 基 づ くア ル ゴ リズ ム を 用 い て い る．分割 は コ
ー

ス

ニ ン グ （coarsening ）， 初期分割 （initial　partitioning），
ア ン

コ ース ニ ン グ と洗練（uncoarsening ＆ refinement ）の 3 つ

の フ ェ イ ズ か ら な る．

　 コ
ー

ス ニ ン グ

　疎行列 の 要素 間 の 接続 関 係を表わ した グ ラ フ は，は

じめ は 各頂点 に 重 み 1 が つ け ら れ て い る，コ ース ニ ン

グの 囗的 は グラ フ の 特性を保 っ たままグ ラ フ を縮小 し

て ゆ くこ と に ある ．具体的 に は，マ ッ チ ン グ （独 立 辺 集

合）を見 つ け て，そ の 辺 を 取 り除 き，そ の 辺 に接続 した

端点 を 1つ の 頂点 とす る こ と で 頂点 （vertex ）と辺 （edge ）

2　 SMP は Symmetric 　Multi　Processor の 略 で ，複数 の プ ロ

　 　 セ ッ サ が単
・
の メ モ リ空 間を共有す る 並列 計算機，MPI

　　は Message 　Passing　lnterfaceの 略 で，複数 の プ ロ セ ッ サ が

　　それぞ れの メ モ リ空 間 を持ち，メ ッ セ
ージ交換 （通信）

　 　 を しなが ら並列 計算 を行 うた め の 規格 で ある ．
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の 数 を 少 な く して ゆ く．図 4 は グ ラ フ 理 論 で は よ く引

用 され る ， 五 角形 の 内側 に 星型が人 り， 五角形 の 頂点

と星型 の 頂点 は 接続 され たペ テ ル セ ン ・グ ラ フ で あ る．

図 で 点線 で 示 した 5 本 の 辺 は，各辺 の 端点 を共 有 しな

い ．こ の よ うに互 い に接続しない 辺の集合をマ ッ チ ン

グ とい う．WSMP で は マ ッ チ ン グ を作 る と，そ の 辺 （こ

の 例 で は 5 本）を取 り除 き，そ の 両端点を合体させ て ，

両方の 重 み の 和 を 重 み とす る 頂点 を作 る こ と で，グ ラ

フ の 特性 を残 す．こ の 処理 を繰 り返 す こ とで グ ラ フ を

縮小 して ゆ く． n が 100万程度で k＝1024ウ z イの 並

列化を考える なら，繰返 し回数 は 各 回 で 平均半分 に 縮

小 で きる とす る と log
、 葺＝10 回程度で あ る．

　初期分割

　グ ラ フ が 十 分 小 さ くな る と，次 に こ れ を独立 な k 個

の グ ラ フ に 分割す る こ とで ，k個 の 独 立 な部分領域 を 見

つ ける ．こ れ が 前節 で 述べ た 「直接接続 し な い 部分領

域」に な り，最初 に消去 さ れ る と こ ろ な の で 初期分割

と呼 ん で い る ．こ こ で は グ ラ フ 拡大 （graph−growing ）

ヒ ュ
ー

リ ス テ ィ ッ ク を用 い る ．まず ラ ン ダ ム に 1 つ の

頂点を選び，そ れ に タ グ付けす る．そ の 頂点 に接続す

る 頂点 に も タ グ付 け し，さ ら に そ れ に 接続 す る 頂点 に

もタ グ 付けす る ，と い う具合 に 拡大 して ，タ グ付 けさ

れた頂点 と されない 頂点の 重 み の 和が所望 の 値 に到達

す る まで 拡大 させ る ．グ ラ フ 拡大 に よ っ て ，n 頂点の グ

ラ フ を 厨固に分割す る こ とで，k個 の ク ラス ターが作ら

れ る ．

　 ア ン コ
ー

ス ニ ン グ と洗練

　 ア ン コ
ー

ス ニ ン グ は コ
ー

ス ニ ン グの 逆 を 1ス テ ッ プ

で 行 う．こ の と き，粗 い グ ラ フ で の 親頂 点 の タ グ を受

け継 ぐ，ア ン コ
ー

ス ニ ン グ の 過程 で 異な る分割 グ ラ フ

に接続す る 辺 が 現われ る が，こ れをセ パ レ
ー

タ とす る．

こ の セ パ レータ を取 り除け ば，グ ラ フ は k 個 の 独 立 な

サ ブ グ ラ フ に 分離 され る ．

　 また ア ン コ ース ニ ン グ の た び に セ パ レ
ー

タ を改良す

る．こ こ で は セ パ レ
ー

タ の サ イ ズ を小 さ くす る こ と と，

各サブ グ ラ フ の 重 み が均等 に なる ようにす る、

　 ア ン コ ース ニ ン グ と洗練の 処理 を数 回 反復す る こ と

で ，反 復 中で 最良の もの を 選 ぶ ．選 択 の 基 準 は セ パ レ
ー

タ の サイズ とサブグラ フ の 重みの 不均等 の 逆数の 重み

付 き平 均 を用 い る．

　最終的 に 得 ら れ た 独立 した サ ブ グ ラ フ に 対し て，最

小次数順序法 で 順序付けす る．WSMP は 入 力 さ れ た 疎

行列 の 接続情報 か ら グ ラ フ を作成 し て
， そ の グ ラ フ を

再帰的 に 分割す る こ とで並列性 を生 み 出 し ながら，か

つ フ ィ ル イ ン を少な くす る順序付けを決定 し，結果 を

PERM （permutation）配列 とINVP （inverse　permutation）酉己

列 に 返す，MPI 版 で は 順序付けも並列化 して 行 う．

　 3．2　 シ ン ボ リ ッ ク 分 解

　 グ ラ フ を再帰的 に 分割す る こ と は，実際 の 数値的 な

三 角分解 に 多階層 （multilevel ）の 消去 の 道筋 を 決め る こ

と に な る．こ れ に続 くシ ン ボ リ ッ ク 分解 は ，； 角分解

を シ ミ ュ レート して フ ィ ル イ ン を 特定す る．WSMP で

は こ れ を疎行列 の 接続情報 と順序付けの PERM 配列 と

INVP 配列を人力情報と して行う（グ ラ フ 分割時に派生

して 得 ら れ る情報 を 利用 し な い ）．順 序付けで は 人力行

列 の 接続関係 を グ ラ フ で 表 し，グ ラ フ 分割 に よ っ て k

個 の サ ブ グ ラ フ に分割 し たが，消去 の 道筋 は消 去木

（elimination 　tree ）と して 掌握 され る ．図 3 に 対応す る 消

去木 を 図 5 に 示 した ．

　 シ ン ボ リ ッ ク 分 解 を行 うと フ ィ ル イ ン も確定す る の

で
，

並 列計算の 性能 を向上 させ る 順序付けの 微調整 も

行 うこ とが で きる ．WSMP は 微調整を改良案 とし て

PERM 配列 と INVP 配列 を書 き替 え る こ と で 反 映 す る．

こ の 段階 で フ ィ ル イン は最終決定 され ， 各 ノ
ー

ドが必

要とす る メ モ リ容量 と消去 の 段階で 行 う通信が確定す

る．した が っ て 後続 の 数値的 な 三 角分解 は，シ ン ボ リ ッ

ク分解 の 決 め た シ ナ リ オで 進 む．軸選択 は フ ィ ル イ ン

の 状 況 を変 化 させ る の で ，SMP 並 列 版 で は 実 装 され て

図 4 ペ テ ル セ ン ・グ ラ フ の マ ッ チ ン グ 図 5 図 3 に対応 す る消 去木
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い る が ，MPI 並列版 で は 通信 パ タ
ー

ン の 変更 を伴 うの

で 実装 され て い な い ．

　3．3　数値的 な 三 角分解

　 マ ル チ フ ロ ン タ ル 法で 三 角分解 を行 う．消去木 は 行

列 の 列イ ン デ ッ ク ス を持 つ の で，こ れ に よ っ て 消去木

に対応 す る フ ロ ン ト行列 を作 成 して，extended −add と 呼

ば れ る 2 つ の フ ロ ン ト行列 の イ ン デ ク ス の セ ッ トを併

せ て 1 つ の フ ロ ン ト行列 に 更新す る 操作 に よ っ て ，消

去木 の 末端 か ら幹へ と消去謝算を進め る．MPI 版 で は

フ ロ ン ト行列は，サ ブ ツ リー・サ ブ キ ュ
ーブ ・マ ッ ピ

ン グ に よ っ て 分散 され る ．こ れ は 末端 の グ ル
ープ は 単

・
の 計算 ノ

ー
ドで 所有す る が，消去木 の 集合す る部分

で は， ド位 の グ ル
ー

プ を所 有 し て い た 計 算 ノ
ー

ドに

よ っ て ビ ッ トマ ス ク を用 い て フ ロ ン ト行列 を ブ ロ ッ ク

サ イ ク リ ッ ク 分散す る．した が っ て フ ロ ン ト行列 の 更

新操作 （extended −add ）は
， 相手方の 計算 ノ

ー
ドの み との

通 信 で行うこ とが で きる．

　分解の 最終フ ェ イ ズ で は 並列性 は少な くな っ て ゆ き，

行列 も密行列 に近 づ くの で ，適当なタ イ ミ ン グ で 密行

列 に 再分散 して ，密 な対称行列 の 分解 ル
ー

チ ン に ス

イ ッ チ す る．

　 3．4 　前後進代入

　行列要素 は （通信を行 い なが ら分解 した の で ）三 角分

解 の 終 r時 の 所有 ノ
ー

ドの 状態 に な っ て い る ．代 入計

算で は右辺 b を三角行列の 対角項の 所有者と同 じ計算

ノ
ードに 分散 して か ら開始 す る ．代 入 計算 も 1i角分解

と 同様 に消去木 の 最下 位 か ら行われ ，更新 さ れ たベ ク

トル を消去木 に沿 っ て 通信し なが ら進 め る，

　3．5 反復的な解 の改良

　直接解法で 大規模なLU 分解 を行 っ て 連立方程式 を解

い て も，計算誤 差が 載 っ た 解 が 得 られ る だ け な の で ，反

復 的 な改良を行わ な くて は な ら な い ．求まっ た 解 を x

とす る と，残差ベ ク トル r ＝b − Ax を求め る，こ の 計

算 は倍精度 よ りも高 い 精度 で 行 う，前進代 入 と後進代

入 に よ っ て z ニ （LU ）
−1r

を求 め ，改良 され た 解 x。。h’＝ x ＋

z を得 る，こ れ を 1回 の 反 復 と して ，十 分 な 精 度 が 得 ら

れ る まで 繰 り返す が，WSMP で は 通常 1 回の 反復 で 十

分 な解が 得 られ て い る，

　以 上，WSMP を例 に対称行列 の 分散メ モ リ型 並 列計

算機 で の 並 列化 ア ル ゴ リ ズム の 概要 を 述べ た．直接解

法 だ けで 精度 の 良い 解が 得 られ ず，1回 だ け反 復改良が

必 要に な る こ とは象徴的 で あ る，つ ま り
＝ 一角分解 を小

規模計算の 場合 の ガ ウ ス の 消去法の ように は考 え ず に ，

最 良 の 前 処 理 と見 る の で あ る，現在 の 共役勾配法 に 対

す る 研究 の 多 くは 前処理行列 に 向け られ て い る．ILU

（0），ILU （1）な ど の レ ベ ル に よ る 方法，行 列 要 素 の 絶 対

値 を目安 に 棄却す る 手法，分解 された 三 角行列 の 要素

の 絶 対 値 を 目安 に 棄却す る 方法 と い ろ い ろ 存在す る ．

電磁界解析 で は 行列 の 特異 性 の た め に反 復法 も収束が

困難 に な っ て い る の で，分散メ モ リ型 で あ っ て も，局

所 前処理 の 制限 を緩 め て ，か な り通信 が 増加 して も
，
よ

り完全 に 近 い 前処 理 を用 い て 確実な収束を試す に は ，

こ こ で 紹介した直接解法の 節点 の 順 序付けの 技術 や 並

列化 プロ グ ラ ミ ン グ技法 は利用価値 が あ るか も しれ な

い ．

4． 特異行列の扱 い 方

　電 磁 界 解析 で 特徴的 な，正 則 で な い 係数行列 の 扱 い

方 を 考えて み た い ．特異性 に は そ の 根拠 とな る 特異性

の タ イ プ に 応 じた解法が 開発 され て い る．例 えばFEM

構造解析 で は
， 拘束条件 が な い （飛行物体 が 加速度 を

持 っ て 飛行す る 場合 の 静解析）こ とに よ っ て 生 じる 特異

性，平板を2 自由度の 面内要素と3 自由度の 平板曲げ要

素 を重 ね 合 わせ る こ とで 作 ら れ る 〔面内回転自由度 を持

たない ）5自由度平板が僅 かな角度 をもっ て 接続するこ

と で 生 じる 特異性，ボ ア ソ ン 比 が 05 とな る こ とに よ っ

て 生 じる 要素剛性行列 の ラ ン ク 落 ち に 起因す る特異性

な どがあ る ．こ れ らの 特異性 は それぞれ 扱 い 方 が 異な

る ，こ れ は 特異行列を直接 三 角 分 解せ ず に ，境界条件

を適用 して解 くため の方策で ある，電磁界解析で は未

知変数が 磁 界そ の もの で は な くベ ク トル ボ テ ン シ ャ ル A

で あ り，
こ れの 回転 をと っ た もの が 磁界 に なる よ うに

定式化され て い る，こ の た め 積分定数の 選択 の 任意性

が あ る の で 係数行列 は特異 で ある，また 個 々 の 要素行

列 も（本小特集 で す で に 解説 され て い る よ うに ）木
一
補

木 ゲ ージ を適 用 して ゲ ージ 固 定 す る 方 法 は あ ま り採 ら

れ な い ．さ ら に 回路 と連成す る場合 は，対角項 が 零 の

方程式が 連立 す る の で 特別 な 処理 が 必要 に な る．FEM

に よ る 電磁界解析 は
， 辺要素 の 成功 が

， 前処理付 きCG

法 の 成功 と時期的 に重 な っ て い た こ ともあ り，構造 解

析 の よ う に特 異性 ご と に細 か な境 界条件処 理 に よ っ て

問題 を 直接解法 に 乗 せ る手法 が 1粥発 され る こ と なく ，

ゼ ロ 固有値を多 くも っ たままの 係数行列 を反復解法で

扱うこ とが多い ．

　本小特集 で は す で に ゲ ージ 固定理論を解説 したが，

こ こ で は 三 角 分 解側 で ，係数行列 が 特 異 あ る い は 特 異

に 近 い 状 態で あ っ た 場合 に，ミ ドル ウ ェ ア 側 の 三 角分

解 で 行 え る 階数判定（rank 　revealing ）に つ い て 解説す る，

ま た 並 列化 で は こ の 機能が 制限 さ れ る 場合 が 多い が ，

そ の 理由を説明す る．

34 シ ミ ュ レ
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　連立 1 次方程式の解 と右辺 の 関係

　対称行列を係数行列 とす る Ax ＝b の 問題 で ，　A の 全

固 有値 λ と固 有ベ ク トル v が 既 知と し よ う．固 有ベ ク　　　 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」
トル は互 い に 直交 （可 ｝

与
＝0，i≠ j）し て お り，ま た v ，Tv，

＝1 に正 規化 さ れ て い る とす る ．い ま，解ベ ク トル が こ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tl

の 固有ベ ク トル の 1次結合で x ＝Σ fiiViの 形で 展開 さ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l！ロ

れ る とす る，連 立 1次方程式 は 次 の よ うに書 き換 え ら

れ る ．

hr ・yAV τ

し茎1飼 ・凧 β・∫・
，｝「茎1

楡 （1）

た だ し A は λ
，
を対角項 とす る対角行列，V ＝（v

，
　v

，
＿v．）

で あ る コ，

　今，｛ろ
＝＆β の 変数 の 置 き換 え を すれ ば，解 x と右

辺 b の 問 に は次 の 関 係が あ る．

替
傷

兀

・

Σ・
　
＝
禝声α

〃

Σ己
＝
’

う （2）

つ まり，右辺 ベ ク トル を固有ベ ク トル で 展開 したとき

の 係数 α を 固有値 λ で 割 っ た 係 数 が ，解 ベ ク トル を　　　　星　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

固 有ベ ク トル で 展開 した と きの 係数 に な っ て い る ．こ

の ため，非常 に小 さい 固 有値 を持 つ 行列を係数 とす る

連立 1次方程式 の 解 は，絶対値最小 の 固有値 に対応す

る 固有ベ ク トル の 成分が 支配的 に な る．

　 ラ ン ク リ ヴ ィ
ーリ ン グ ・ア ル ゴ リ ズ ム

　図 6 に 5本 の バ ネの 連結され た 問 題 を示 し た．各節点

は x 方向の み の 自由度をもつ もの とす る．図で は左端

は拘 束 さ れ て い る の で ，こ の 連結 バ ネ の 右 端 の 点 を

引 っ 張 る と，各バ ネは 均等 に伸 び る．さて ，左端 の 拘

束 を外 して み よ う．バ ネ定数 を k ＝ 1 と して，拘束 の な

い （空 中 に 浮 い た ）連結 バ ネ の 右端 に 荷 重 1 を 与 え る 問

題 κ r ＝∫を考 える．

　

　

　

　

　一

−

　

　

　

一

2

一

　

　

司

2

司

　

一

2

｝

l
　
　
　　
l

一

2
一

1
一

−

　
Z

　
3
　
4

　
5

　
6

κ

κ

κ

κ

κ

κ

100000

（3 ）

こ の 問題を素朴 に LU 分解すれ ば，最後 の 段 で u66 ＝a6
，

図 65 本 の バ ネの 連結

3　 VTV ＝ Jで あ り，AV ＝　VA の 向 辺 に 左 か ら V 「を掛 ける こ

　 　 とで A ＝VAV 「 が 得 られ る．

一（−D × （− 1）＝0 と な る の で，剛性行列 K は次 の よ う

に 分解され る．

　 　 　 　 　 1

　 　 　 　 −l　l

　 　 　 　 　 　 −l　 l
K ≡LU ≡

　 　 　 　 　 　 　 −ll

　 　 　 　 　 　 　 　 − l　 l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 10

10

11

11

11

111

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）

L ｛Ux）＝ f の 形 に な っ て い る の で ，　 Ux ＝ y と置 い て ，前

進代 入 で Ly ＝fを求 め る と y ＝（llllI1 ）
T と全 要素が

1に な る．後進代 入 で は 対角項 u で 割 る操作 か ら始 ま　　　　　　　　　　　　　　n配
る の で ，こ こ で x

、

＝1 ÷ 0 ＝。。 と なる ．こ の まま計算 を

続 け られ れ ば 1 −（− 1）× co ＝CQ よ り X ＝（QOcoOQOQeOOe ）τ

と全要素が 。。に な る．こ の 解は元 の 問題 の 物理 に 適っ

て い る．拘束 の な い 構造物 に 荷 重 を加 え れ ば 吹 っ 飛 ん

で い くか らで，こ れ を剛体変位 （変形 を伴わない 変位）

とい う．こ こ で は 荷 重 は 右端の 点 を 引 っ 張 っ た が，逆

符号を与えれ ば 。。 が 一。。 に な る こ と
， また右端 で は な

くどの 点 に荷重 を加えて も同 じ剛体変位 が得られ る こ

と に注意され た い ，つ ま り，右辺 に 依存 しな い 剛体 モ ー

ドが 得 られ る．

　 さ て ，実際の 数値計算で は こ こ で 示 し た筆算 の よ う

に 綺麗 に ”
＝0 とな っ て くれ な い こ とが ほ と ん どで あ　　　　 nn

る．そ こ で 階数判定（rank 　revealing ）ア ル ゴ リズ ム が 実装

され る．

　n × n の 疎行列 の 階数が 厂 の 場合，対称性 を崩 さな い

よ うに対 角軸 選 択 を行 い ，左 上 の rXr の 小 行 列 が 正 則

に な る よ うに 追 い 込 ん で ゆ くこ とが で き る．こ の 方法

を 用い る と，階数 が n − 1の n × n の 行列 を LU 分解 し

た 場合，殤，が ゼ ロ に な る よ うに行交換を行う．実際 に

は 正 確 に ゼ ロ に は な らな い の で，閾値 を指定 して ，こ

れ よ りも小 さい 1  ，
1をゼ ロ と判定す る ．対応す る 代 入

計算で は u で割る操作を行わ ず に x ＝1として 処 理 す　　　　 ／VF
る と，ゼ ロ 固有値に対応す る 固有ベ ク トル つ まり剛体

モ
ードが 得 られ る ．

　 FEM 電磁界解析 で の 利用

　発射直後 の ロ ケ ッ トの よ うに加 速 度 を持 っ て 飛行 す

る物体 の 静解析 は，境界条件 と して 仮拘束 を 用い る こ

とに よ っ て ，特異行列 を 直接 三 角分解す る こ と なく解

析す る こ とが 可 能 で ある が ，現 在 で は こ こ に 述 べ た 階

数判定ア ル ゴ リズ ム で 自動 的 に処 理 す る こ と も可能で

あ る．FEM に よ る 電磁界解析 で は，木
一
補木 ゲ ージ 固

定すれ ば 少ない ラ ン ク 落 ち，つ ま り全体系 に 重ね合 わ

せ た後 の ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル の 積分定数 の 任意性 の
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み の ラ ン ク 落 ち状 態まで 係数行列 を変形す る こ とが で

き，WSMP の よ うな直接解法 の ミ ドル ウ ェ ア を利 用 し

て 並 列化 して 解 を得 る こ と は可 能 で あ る と考 えて い る．

MPI 並列版 で は 動的な軸選択 を行 うこ とが で きない の

で ，回路 と連 成 した ゼ ロ 対角項 を もつ 問 題 で は，そ の

自由度 を始 め か ら 最後 に 割 り当 て る オ プ シ ョ ン を 用い

る と解 くこ とが で きる か もしれない ．い ずれ に して も

疎行列 の 直接解法 の 問題 は，大量 の フ ィル イ ン に対 し

て ，反復解法 と比較 した 計算 コ ス トの 問題 に な る と思

わ れ る ，

5．　 モ ーメ ン ト法に よる高周波解析の 並列

　　 化例

　前章まで に疎行列を係数行列 とす る連立 1次方程式

の ，分 散 メ モ リ型 並 列 計 算 機 で の 並 列 化 に つ い て，基

本的 な 事項 と WSMP で の 実装例 を 紹介 した，密行列 の

並列化 は こ れ に 比較す る と容易 で ，計算機 の 性能の 指

標 と し て 長年用 い ら れ て い た LINPACK ベ ン チ マ
ー

ク

性能値も，並列計算機用 に改訂 され た HPL （High　Perfor−

mance 　Linpack）と して 公 開 され て お り，Top　500 の 性能

値 もほ と ん どが こ の プロ グ ラ ム を使用 して 計測 され て

い る．密行列 の 並列化 は，疎行列 の 場合 に 比較す る と単

純 な ア ル ゴ リズ ム で 解決 さ れ る，しか し演 算量 が 0 （n3 ）

とい うこ とは，n が lo倍 に なる と looo倍 の 演算量 に な

る とい うこ と な の で ，比較的小 さ な 問 題 しか 解 くこ と

が で きな い ．実際，構造解析 で もソ ル バ ーが 連 立 1次方

程式 を解 くた め の 時間は，0 （nl
・s
）の FEM と，0 （n3 ）の

BEM と を比 較す る と
， 両者 の n は FEM で は 解析対象

の 体積 を，BEM で は 解析対象 の 表面積 を分割 して 得 ら

れ る数 で あ る に も拘わ らず，BEM の ほ うが 長時 間 に な

る の が 一
般的 と考 え られ る．つ ま りBEM は （メ ッ シ ュ

生 成 の 利点 に 眼 を瞑 っ て ）高速解法 の 観点 で FEM と比

較す る と，現 在 で は FMM （Fast　Multipole　Method ：高速

多重 極法）と併用 す る こ とで価値 が あ る 4．電磁界解析

で は MoM と BEM が 密行列 を 生 成す る 代表的 な 解法 で

あ る ．こ れ らの 解法 で は 電磁界 を解析す る 場合 で も，未

知数 は 回路 をサ ポ ートす る表面 の 要 素の 電 流密度 な の

で ，方程式 の 規模 は小 さ い ．高速 化 の 手法 は本小特集

で もす で に 述べ た FMM が 用 い ら れ る の が 般 的で あ

る．

　本節で は IBM の α ワ ーク ス に 公開 され て い るEMSurf

で 採 られ た 並 列化手法 を紹介す る．こ こ で は IBM で LSI

4 　 こ の 結 果，ベ ン チ マ
ー

ク で 名高 い HPL を 現在 その ま ま

　 　利用す る ア プ リケ
ーシ ョ ン は 見当た らな い と い う皮 肉 な

　 　現状 に あ る の か も しれ な い ．

パ ッ ケ
ー

ジ開発 で 使用 して い る モ
ー

メ ン ト法 に よ る フ

ル ウ ェ
ーブ電磁解析 シ ミュ レ

ー
タで あ るEMSurf で 用 い

られ て い る Reduced　coupling 法 を紹 介す る 41．EMSurf で

は FMM の 収束性 の 問題 を 回避す る た め に，　 Reduced

coupling と Precorrected 　FFT と呼 ば れ る 方法 を採用 して

い る．LSI パ ッ ケ ージ で は 電 了
・
部 晶 の 集積度 の 向 トに

伴 っ て 霓気的 に 小 さ くか つ 多数 の 未知数 を持 つ 問題 を

解析す る 必 要 が あ る た め ，フ ル ウ ェ
ー

ブ 解析 が 必須 と

な っ て きて い る，今日 の パ ッ ケージ 解析 問 題 にお い て

は，モ
ー

メ ン ト法に お け る 面未知数は簡単に数万 を越

え て し まう，計算機 に おい て こ の よ うな問題 を直接法

に よ っ て解くと，例 えば未知数 75000 の 場合 で も複数

の 周波数 に 対 して 毎回係 数 行 列 の 分 解 を行 わ な くて は

ならない の で ，解析時間 は 数 10時間に なっ て しまう．

こ の た め 連立 1次方程式 の 解法 に は FMM 等 の 高速化手

法 を用 い た 反復解法が ポ ピ ュ ラーで ある．

　 こ れ まで 大規模 な 散乱問題 の 解析 に 適用 され て きた

方法 をパ ッ ケ
ージ や イ ン タ

ー
コ ネ ク ト問題 に 用 い た 場

合，モ ーメ ン ト法 の 低周波限界，高 ア ス ペ ク ト比 メ ッ

シ ュ に よ る収束性 な どが 新 た な 問 題 と して ク ロ
ーズ

ア ッ プ され て い る．

　EMSurf は 非 ガ
1
ラ
ー

キ ン 型 の 重み 関数を用 い る た め，

係 数 行 列 は 非 対 称 と な る の で，反 復 解法 と して BiCG

（双対共役）法 を用 い る．Reduced　couplingiti は その 前処

理 と して 使用 さ れ て い る．並列化 は，回路表面 を並列

度に応 じ た部分領域 に分 割 し，基底関数と試験関数を

部分領域 の 内部 に 限定 して 用 い る．しか し未知数で あ

る 電 流 の 連 続性 は 隣接 す る 部分領域 と連 続 す る 条件 を

強制す る ，前処理行列は部分行列 を 1 つ の ブ ロ ッ ク と

す る縁取り型 に な る（非 ガ ラ
ー

キ ン 型で あ る ため，係数

行列 は 非対称 で あ る），

AlA2

．．， BA

η
CP ） （5）

Reduced　Couplingは密行列 が 係数行列の 連 立 1次方稈式

に 対す る
， 局所前処理 法 に な るが ，電磁界解析 （マ ク ス

ウ ェ ル 方程式）に 特化 した 定式化を採用 して い る 特徴 が

あ る．図 7 の よ うに解析対象を部分領域 に 分割す る．各

部分構造 は独 立 して い るが ，電流連続性 は 部分領域境

界 を越 え て 保 た れ る．部分領域 を跨 る 連成項 の 情報 は

失 わ れ る が ，こ れ に よ っ て 計算 の 高速化 と記 憶領域 の

節約 が 達 成 され る．

　表面 で の 定式化 は，ポ ッ ク リ ン トン の 電界積分方程
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図 7　4 部分 領域 を回る伝導電流

式 を MoM に よ っ て 離散化 し て い る．使用可 能 な メ ッ

シ ュ は長方形 お よ び三 角形 メ ッ シ ュ で
， 長方形 に は

ハ
ー

フ ル ープ トッ プ関数を，三 角形 に はRWG 基底 関数

を割 り当て ，レ イ ザ
ーブ レード試験関数 と して 知 られ

る 1 次元線形試験関数 を用 い て 標本化す る．

　 メ ッ シ ュ 分割後 の 各要素の 寄与 は，基 底関数 も 試験

関 数 もそ の 半分だけ を計算 で きる ように 作 られ る．「半

分」は 両 側 の メ ッ シ ュ の 片方ず つ を選択的に 扱 える よ

うに す る た め の 単位処理 で あ る．各々 の 基 底関数 は部

分領域 の 内部 に だけ電界 を放射 し， 半分 の 試験関数 も

部分 領 域 の 内 側 に だ け作 用 す る．部 分 領 域境界 を跨 ぐ

試験 関数 は独立 に両方 の 半分部分 を テ ス トされ る．部

分領域内部 の 試験関数 は 他 の 内部要素か らの 電界 を テ

ス トす る，こ の よ うに処 理 す る た め ，変位電 流 は 部分

領域 か ら外部 に 出る こ と は な い ，しか し伝導電流 は境

界 要素に よ っ て 部 分 領域 を 跨 い で 流 れ る ，こ の よ うな

仮定 を設定す る こ と は，解析対象の ジ オ メ ト リ に カ ッ

トオ フ 半径 を 適用 して 連 成項 を ゼ ロ に す る ア プ ロ ーチ

に 比 較す る と
，

よ りマ ク ス ウ ェ ル 方程式 に 忠実 な 前処

理 となっ て い る．つ ま り変位電流がゼ ロ に近 づ く低周

波領域 で ，Reduced 　Coupling法 の 前 処 理 行 列 は よ り忠 実

に 真 の 解 に 近づ く．

6．　 ま とめ

　最近 で は 共役勾配法 の 前処理 技 術 が 進歩 した た め，

大規模な疎行列 を係数行列 と する 連立 1次方程式 を直

接解法で解く機会が少な くな っ た．しか し，計算機は

進 化す る の で ，利用 可 能 な メ モ リの 容量 が 増 加す る に

伴 っ て ，実用的な問題 の 多くを確実 に 解 が 得 られ る 直

接解法 で扱 う こ との 魅力 も捨 て が た い ，本稿 で は，疎

行列 を係 数 行列 とす る連 立 1次 方程 式 の 直接 解 法 を行

うパ ッ ケ
ージ で あ る WSMP を例 に ，疎行列の 直接解法

の 概要 と，正則性が疑われ る 問題，あ る い は 明 ら か に

階数 が 落 ち て い る 問題 を直接 法で どの よ うに扱うか に

つ い て ，そ の 1例 を紹介 した，また MoM の 前処 理 と し

て 使用 さ れ て い る 直接解法 の 並 列化 を，EMSurf の 例 で

紹介 した，
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